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ETAT 


DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 

AU  COMMENCEMENT  DE  L'ANNÉE  1899    ('). 


Membres  honoraires  du  Bureau 


MM.   BERTRAND. 
CREMONA. 
DARBOUX. 

HATON  DE  LA  GOUIMLLIÈRE 
H  ERMITE. 
JORDAN. 


Président MM. 

Vice-Présidents   

Secrétaires \ 

Vice-Secrétaires 

Archiviste 

Trésorier 


Membres  du  Conseil(2) 


GUYOU. 

CARVALLO. 
D'OCAGNE. 
POINCARÉ. 
VICAIRE. 

BLUTEE. 
RAFFY. 

BOREL. 
DUPORCQ. 

BIOCHE. 
CLAUDE-LAFONTAINE. 

APPELL,  1900. 
GOURSAT,  1901. 
HUMBERT,  1901. 
LAISANT,  1901. 
LECORNU,  1902. 
LUCAS  (F.),  1902. 
MANNHEIM,  1900. 
KOENIGS,  1901. 
PAIN  LEVÉ,  1902. 
PICARD,  1900. 
P1CQUET,  1900. 
TOUCHE,  1902. 


(1)  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  instamment  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
les  rectifications  qu'il  y  aurait  lieu  de  l'aire  à  cette  liste. 

(2)  La  date  qui   suit  le  nom  d'un   membre  du  Conseil  indique  l'année  au  com- 
mencement de  laquelle  expire  le  mandat  de  ce  membre. 


—    VI    — 
Dote 
de 
l 'admission 

1872.  ACIIAKI),    ancien  directeur   de   la    Compagnie   d'assurances    sur   la   vie   /'/   Foncière) 

rue  de  la  Terrasse,  (>  bis,  à  Paris 

18!).'5.     ADAM  (Paul),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  docteur  èa  sciences  mathématiques, 
boulevard  des  Invalides,  Ço,  à  Paris. 

1881.  AMIGUES,  proviseur  du  lycée,  à  Toulon  (  Var). 

1896.     ANDOYER,  maître  de  conférences  fit  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  avenue 

d'Orléans,  5,  i»   Paris. 

1894.     AXDRAOE,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 
1S72.     ANDRÉ  (Désiré),  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Vauquelin,  28,  a  Paris. 

1890.  AXTOHANI,  docteur  es  sciences  mathématiques,   professeur  au  lycée  Car not,  rue  Dau- 

higny,  1  1   bis,  à  Paris. 

1370.     APPELE,  membre  de  l'Institut,  professeur  a  la  Faculté  des  Sciences  et  à   l'École  Cen- 
trale des  Arts  et  Manufactures,  rue  Le  Verrier,  6,  à  Paris. 

1.S8I.      ASTON,  professeur  ;i  la  faculté  des  Sciences,  place  Victor-Hugo,  1 1,  à  Grenoble  (Isère). 

1882.  AIJTOXXE,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  rue  Mont-Bernard,  9,  à  Lyon  (Rhône). 
1896.     BAKER,  professeur  à  l'Université,  Toronto  (Canada). 

1894.  RALITBAXO,  capitaine  du  génie,  ii  Tananarive  (Madagascar). 

1389.     BEGHIX,  ancien   élève   de  l'École  Polytechnique,  rue  de  Bourgogne,  4°i  a  Paris. 
1875.     BERDELLE,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône). 

1873.  NERTRAXO  (Joseph),    secrétaire    perpétuel  de    l'Académie   des  Sciences,  membre    de 

l'Académie  française,  rue   de  Tournon,4,à  Paris. 

1895.  BEUROX,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  rue  d'Isly,  47»  à  Alger  (Algérie). 

1872.     BIEXAY.RE  (Arthur),  inspecteur  généra]  du  génie  maritime  en  retraite,  rue  Revel,  i!\, 

à  Toulon    (  Var) . 

188S.     BlOfllK,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  rue  Notre-Dame-des-Champs,  5G,  à  Paris. 

1875.     NISCIIfHTSIIEIM,  membre  de  l'Institut,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris. 

1898.      BliAliE  (Edwin-Xl.),  professeur  de  mathématiques,  rue  des  Écoles,  52,  à  Paris. 

1891.  BLUTEE,   docteur   es    sciences   mathématiques,  professeur  an    lycée    Saint-Louis,  rue 

Claude-Bernard,  65,  à  Paris. 

1892.  BONAPARTE  (prince  Roland),  avenue  d'Iéna,   10,  à   Paris. 

1895.  BOREL,   maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,   rue  Toullier,  7,   à  Paris. 

1896.  BOULANGER,  professeur  à  l'Institut  industriel,  rue  Caumartin,  80,  à  Lille  (Nord). 

1896.     BOl'RGET  (Henry),  maitre  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Jacques, 

20,  a  Toulouse  (Haute-Garonne). 

18!}»).      NOl'RLET,    professeur   à  l'Ecole  des  Beaux-Arts    et    au     lycée    Saint-Louis,   avenue    de 
l'Observatoire,   >:>,  à  Paris. 

188t».     BRAULT  DE  BOURXO.WTLLK,  boulevard  de  faïence,  159,  à  bordeaux  (Gironde). 

IS97.     RllIElRR,  ingénieur  des    manufactures  de  l'État,  répétiteur  à  l'Ecole   Polytechnique, 
rue  ties   Martyrs,  7 ■>..   a   Paris. 

1873.     BROllARB,  chef  de    bataillon     du  génie    en    retraite,    Ville-Haute,    -5,   à    Rar-le-Duc 

(  Meuse). 

1886.      BRUNEL,   professeur  à  la  faculté  des  Sciences,  à  bordeaux  (Gironde    . 

1893.  BURKHARDT,  professeur  à  l'Université,  Kreuzplatz,  1,  à  Zurich  (Suisse). 

1S!»7.     CABREIRA,   membre  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  rua  da  Alegria,  36,  à  Lisbonne 
(Portugal   . 

1894.  EAIIEX,  professeur  au   lycée  Condorcet,  rue  des  Vignes,  3g,  a  Paris. 

1893.     CALBARERA,  professeur  à  l'Université,  palazzo  Giampaolo,  via  délia  Libéria,  à  Palerme 
(Italie). 


—  vu  — 
Date 

l'ail  niltïlon, 

1888.     CANET    Gustave),  ingénieur  civil,  directeur  du   l'artillerie   de    MM    Schneider  et  C% 
boulevard  Malesherbes,  i,  h  Paris. 

iss...     CAROIV,  professeur  de  géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  8a,  à  Paris. 

1892.     CAROKNET,  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Barye,  to,  à  Paris. 

1896.     CARTAN,  mattre   de  conférences  a  la   Faculté  des  Sciences,  rue  Suchet,  38,  à  Lyon 

(Rhône). 
ISST.     CAR V ALLO,  répétiteur  et  examinateur    d'admission  a   l'École  Polytechnique,    rue  de 

Courly,  i ,  a  Paris, 
1SS7.     CASPARY  (F.),  Joachimsthalerstrasse,  43,   à  Charlottenburg  (Allemagne). 
1890.     CEDERGRELTZ  (baronne  Nanny,   née   de   Lagerborg),  Georgsgatan,  22,  à   Helsingfors 

(  V  inlande  ). 

1892.  CELLÉRIER  (Gustave),  quai  des  Eaux-Vives,  3£,  a  Genève  (Suisse). 
1896.     CELS,  professeur  au  lycée  Lakanal,  avenue  d'Orléans,  ia,  à  Paris. 

1887.  CERRUTI,  professeur  à  l'Université,  rue  d'Azeglio,  iG,  à  Rome  (Italie). 

1888.  CIIAILAN  (Edouard),  rue Berthollét,  16,  à  Paris. 

1893.  CHARLIAT,  ingénieur  des  arts  et  manufactures,  rue  de  Paradis, /j6,  à  Paris. 

1896.     CHARVE,  professeur   à    la    Faculté  des  Sciences,   cours  Pierre-Puget,  6o,  à   Marseille 
(  Rouchcs-du-Khône  ). 

1881.  CHEMIN,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  avenue  Montaigne,  33,  à  Paris. 
1884.     CIIUYSTAL,  professeur  à  l'Université,  à  Edimbourg  (Ecosse). 

1875.  CLAUDE-LAI  OXFAIYE,  banquier,  rue  de  Trévise,  3a,  à  Paris. 

1872.  C0LLIGK0X,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Seine,  6,  à  Paris. 

1890.  C0L0T,  ehâteau  du  Seuil,  à  Cérons  (Gironde). 

1898.  C0MBER1AC,  capitaine  du  génie,  à  Montpellier  (Hérault). 

1896.  C03SERAT   (E.),    professeur    à   la  Faculté    des   Sciences,  rue  de  Mêlas,   i,  a  Toulouse 

(  Haute-Garonne). 

1896.  COSSERAF  (  F.),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  d'Alsace,  23,  à  Paris. 

1896.  COURTIN,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  rue  des  Bernardins,  $8,  à  Paris. 

1884.  CRAI6,  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (États-Unisd'Amériquè). 

1877.     CREMOXA,  sénateur,  directeur  de   l'École  des  Ingénieurs,  à  Home  (Italie). 

1872.      D A» ROUX,  membre  de  l'Institut,   doyen  de  la   Faculté  des    Sciences,  rue  Gay-Lussac, 
36',  à  Paris. 

1885.  DAUTIIEY1LLE,  professeur  à  la  Faculté  desSciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1881  .      REF1 ORGES,  lieutenant-colonel  d'infanterie,  en  mission  à  Conslantinople  (  Turquie). 

1882.  DELANXOY,  sous-intendant  militaire  en  retraite,  à  Guéret  (Creuse). 

1S95.     DELAIXAY  (IN.),  professeur  à  l'Institut  agronomique,  à  Nôvo-Alexandria  (Russie). 

1885.     DEMARTR2S,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 

1892.     DEMOBLIN(Alpl).),  chargé  de  coursa  l'Université,  rue  Savaen,  4,  à  Gand  (Belgique). 

1897.  DEMS  (Henry),  élève  libre  à  l'Ecole  d'application  du  Génie  maritime,  rue  de  Fleu- 

rus,  23,  à  Paris. 

1883.  DEROYTS,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Augustins,  35,  à  Liège  (Belgique). 
1894.      DESAINT,  docteur    es    sciences,    boulevard   Gouvion-Saint-Cyr,  47»   à  Paris. 
1896.      DUMAS  (G.),  licencie  es  sciences,  à  Gland,  canton  de  Vaud  (Suisse). 

1x97.     DDNONT,  professeur  au  lycée,  rue  Royale,  io,  à  Annecy  (Haute-Savoie). 


—    VIII    — 


1886.     IM\n\,  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (États-Unis  d'Amérique) 

1895.  DTJPORCQ  (Ernest),  ingénieur  des  télégraphes,  rue  Jacob,  \6,  à  Paris. 

1<S!)(i.     RIJPORT  (Henry),  professeur   à    la    Faculté  des  Sciences,  rue  Colon el-de-Grancey,  i, 
à  Dijon   (Côte-d'Or). 

1S!)7.     IHIiW  l,(liil(i\,  commandant  d'artillerie,  à  la  Corogne  (  Espagne). 

1872.     DURRANDE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (Vienne). 

1885.     DVCk  (Walther),  professeur  au  Polytechnicum,  à  Munich  (Bavière). 

1806.     EliYERTE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  ancien   capitaine  d'artillerie,  rue  de 
Seine,  6,  à  Paris. 

1888.  FABRY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1891.  FAUQUEMBEKGUE,  professeur  au  lycée,  à  Mont-de-Marsan  (Landes). 

1898.     FERRER,  capitaine  d'artillerie,  professeur  adjoint  à  l'École  d'application,  rue  d'Avon, 
17,  à  Fontainebleau  (Seine-et-Marne). 

1892.  F K 11 K   (Henri),  prival-docenl  à  l'Université,  rue  Gevrey,    i5,  à  Genève  (Suisse). 

1885.     FIKÏiRS  (Jolin),  professeur  de    mathématiques,     Niombergerstrasse,    18,    à    Berliu 
(  Allemagne  ). 

1881.     IT-OQIET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Lambert,  17,  à  Nancy  (Meurthe- 
et-Moselle  ). 

1872.     FLYE  SAINTE-MARIE,  chef  d'escadron  d'artillerie  en   retraite,  ancien  répétiteur  à  l'École 
Polytechnique,  place  Hoyer-Collard,  à  Vitry-le-François  (Marne). 

1896.  FONTANEAU,  ancien  officier  de  marine,  cours  Rugeaud,  8,  à  Limoges  (Haute-Vienne). 

1897.  FOXTENE,  professeur  au  collège  Kollin,  boulevard  Barbés,  21  bis,  à  Paris. 

1895.  FOXTES,  ingénieur  en  chef  des  ponts   et  chaussées,  rue  Romiguières,  3,    à  Toulouse 

(  Haute-Garonne  ). 

1891.  FOYTYIOLAXT  (de),  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  d'Erlanger,  29,  Paris-Auteuil . 

1889.  FOLCIIE,  professeur  de  mathématiques,  rue  Soufflot,  5,  à  Paris. 

1372.     FOURET,  examinateur    d'admission   à   l'École  Polytechnique,    rue  Washington,   16,   à 
Paris. 

1892.  FROliOY  (le  général),  quai  des  Eaux-Vives,  36,  à  Genève  (Suisse). 

1872.     (iARIEE,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  la  Faculté  de  Médecine, 
rue  Édouard-Detaille,  6,  à  Paris. 

1896.  GAUTUIER-YILLARS  (Albert),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  éditeur,  quai  des 

Grands-Augustins,  55,  à  Paris. 

1890.  GEBB1A,  professeur  libre  a  l'Université,   à  Païenne  (Italie). 

1872.      CEXTY  (E.),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Vaugirard,  :>o-,à  Paris. 
1890.     fiEXTY  (Max),  lieutenant  de  vaisseau,  avenue  de  la  Grande-Armée,  11,  à  Paris. 
1890.     GEHBALDI,  professeur  à  l'Université,  via  Daita,  11,  à  Païenne  (Italie). 

1897.  UERRANS,  professeur  à  Worcester  Collège,  Saint-John  Street.  20,  à  Oxford  (Grande. 

Rretagne). 

1896.     (iî;'i\!!l>\  II,I,E ,  capitaine  d'artillerie,  avenue  Marigny,  1 33,  à  Montreuil-sous-Rois  (  Seine). 

1881.     (îOTKSAT,  professeur   à   la    Faculté  des  Sciences,    répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 
boulevard  Arago,  112,  à  Paris. 

1896.     GREEXIIlLIi,  professeur  à  l'École  d'artillerie,  à  Woolwich  (Grande-Bretagne). 

1896.     GREVY,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Germain,  i3;  à  Paris. 

1896.     GRIESS,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  Monge,  18,  à  Paris. 

1898.  (îlJADKT,  ancien  élève  de   l'École    Polytechnique,  boulevard  Saint  Germain.   2'(n  £/>.  ,, 

Paris. 


—    IX    — 

Date 

de 

i  ,iiiiu Issluu 

issu.     GLCCIA  (Jean),  professeur  à  l'Université,  via  Ruggiero  Settimo,  18,  à  Palerme  (Italie). 

1891.  GUIMARAES,  officier  du  génie,  a  L'Académie  des  Sciences,  rue  Arco  de  Jésus,  à  Lis- 

bon  ne  (  Portugal). 

1881.  MYNIER  (D' Sigismond),  professeur  à  L'École  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière). 
1885.  <d  V6U,  membre  de  l'Institut,  capitaine  de  frégate,  rue  de  L'Université,  i3,  a  Paris. 
1873.     BAAG,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  à  L'École  Polytechnique, 

rue  Chard  in,  1 1  bis,  a  Paris. 

1882.  EIABICD,  directeur  de  L'École  des  mines,  à  Lima  (Pérou). 

L896.     DADAMARD,  maître  de  conférences  a  La  Faculté  «les  Sciences,  processeur  suppléant  au 
Collège  de  France,  rue  Du  Sommerard,  a  »,  o  Paris. 

1894.  HALSTED,  professeur  à  L'Université  du  Texas,  Guadalupe  Street,  2407,  à  Austin  (Texas;. 

1872.     HA T0\  DE  LA  G0UP1LLIÈRE,  membre  de  L'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur de  L'École  des  mines,  boulevard  Saint-Michel,  '><>,  à  Paris. 

1872.  HENRY,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  boulevard  St-Germain,  32,  à  Paris. 

1892.  HERMANN,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris. 

187.5.     IIEIMIIÏE,  membre  de  l'Institut,  professeur  honoraire   à  la  Faculté  des  Sciences,  me 
de   la  Sorbonne,  2,  à  Paris. 

1893.  1II0DX,  professeur  en  retraite,  rue  des  Fossés  Saint-Jacques,   16,  à  Paris. 

1879.  IIOI<ST(Elling),  professeur àl'ÉcoloPoly technique, Pilestrade,  !|Q,àChristiania(Norvège). 

1895.  IIOTT  (Stanislas),  professeur  à  l'École  S,e-Gcneviève,  rue  Vauquelin,  3o,  à  Paris. 
187*2.     IIOWUG.WT,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 

1880.  IIUAIREHT,  ingénieur    des    mines,    professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Daubigny, 

10,  à  Paris. 

1881.  IMltEFS ,  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  rue  Montgollier,  1,  à  Paris. 
1887.     ISSALY  (l'abbé),  rue  Margaux,  16,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1896.  JACQIET,  professeur  de  mathématiques  élémentaires  au  lycée,  boulevard    Périer,    !\8, 

à  Marseille  (  Bouches-du-Rhône  ). 

1898.     JAIIXKE,  assistant  à  l'Université  de  Berlin,   Pariserstrasse,    55,   à  Wilmersdorf,    près 
Berlin  (  Allemagne). 

1873.  J.AXIX,  chef  d'escadron  au  i5e  régiment  d'artillerie,  à  Douai  (Nord  ). 

1898.     JARRY  (N.),  ingénieur  civil,  rue  Michel-Bizot,  187,  à  Paris. 

1872.     JAVAHY,  chef  de  bataillon   du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École 
Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Lemoine,  1,  à  Paris. 

1872.     JOHNAX,   membre   de   l'Institut,   professeur  à  l'École  Polytechnique  et  au  Collège   de 
France,  rue  de  Varenne,  48,  a  Paris. 

1872.  JOUIT1  NET,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  à  Sainte-Ombre,  par  Chambéry  (Savoie). 

1875.     JUXG,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  via  Borgonuovo,  9,  à  Milan  (Italie). 

1890.     KOUR  (Gustaf),  maître  de  conférences  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1892.     KOCll  (II.  von),  maître  de  conférences  à  l'Université, Engelbrektsgatan, 43  B,  à  Stock- 
holm  (Suède). 

1880.  KŒMfiS,    professeur  à  la  Faculté   des   Sciences  de  Paris,    répétiteur    à    l'École   Poly- 

technique, rue  Le  Bouvier,  6,  à  lîourg-la -Reine  (Seine). 

1897.  LACAOCHIE,  ingénieur  civil,  chef  du  laboratoire  de  la  Compagnie  générale  des  Omni- 

bus, rue  de  Saint-Pétersbourg,  07,  à  Paris. 

1881.  I.ACOR, professeur  de  mathématiques,  boulevard  du  Mont-Parnasse, 96,  à  Paris. 

1873.  LA1SANT,  docteur  es  sciences,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Victor-Hugo, 

[62,   à   Paiis. 

1893-     LAXCEMX,  boulevard  Arago,  07.it  Paris. 
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18%.     LARDSE,  ingénieur  des  télégraphes,  Usine  des  câbles  sous-marins,  à  La  Seyne  (  Var). 

1896.     LAUGEL,  ancien  attaché  d'ambassade,  villa  des  Bruyères,  au  Golfe  Juan  (Alpes-Mari- 
times). 

1873.  LUTH,  manufacturier,  à  Tliann  (Alsace). 

1896.  LEAll,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Xlichelet.  5,  à  Paris. 

1880.  I.ÉALTÉ,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Cou  réelles,  18,  à  Paris. 

189G.  LElîEL,  professeur  au  lycée,  avenue  de  la  Gare,  57,  à  Brest  (Finistère). 

1893.  LECORXII,  ingénieur  en  chef  des  mines,  répétiteur  a  l'École  Polytechnique,  rueGay- 

Lussac,  3,   il    Paris. 

1895.     LEMERAY,  licencié  es  sciences,  ingénieur  civil  du  génie  maritime,  rue  Ville-ês-Martin, 
109  bis,  a  Saint-Nazaire  (Loire-Inférieure). 

1872.     LEMOIXE  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  du  Mairie,  32,  à  Paris. 

1879.  LE  PAKîE,  professeur  à  l'Université,  à  l'observatoire  de  Cointe,  à  Liège  (Belgique). 

1895.     LEROUX,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  faubourg  de  Fougères,  4'» 
à  bennes  (Ille-ei- Vilaine). 

1898.     LE  ROY,  docteur  es  sciences,  rue  de  FAbbé-de-1'Épée,  S,  a  Paris. 

1891.     LERY,  agent voyer  d'arrondissement,  à  Pontoise  (Seine-ei-Oise). 

1872.     LESPI Al'LT,  doyen  bonoraire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  à  Nérac  (Lot-et- 
Garonne  ). 

1882.     LEVY  (Lucien),   répétiteur  et  examinateur  d'admission  à  l'Ecole    Polytechnique,  rue 
du  Regard,  12,  à  Paris. 

1872.  LEVY  (Maurice),   membre  de  l'Institut,  inspecteur   général    des  ponts   et   chaussées, 

professeur  au  Collège  de  France,  avenue  du  Trocadéro,    i5,  à  Paris. 

1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1873.  LICUIYE,  curateur  de  l'arrondissement  scolaire,  à  Varsovie  (Russie). 

1898.     LINDELOF,  professeur  à  l'Université  de  Helsingfors,  rue  Toullicr,  g,  à  Paris. 

1877.      LINDEMANN,  professeur  à  l'Université,  Franz-Josephstrasse,   12,  à  Munich  (Bavière). 

18SG.     LIOl  VILLE,  ingénieur  des  poudres,  examinteur  des  élèves  à  l'Ecole  Polytechnique,  rue 
des  Écoles,  6  bis,  à    Paris. 

1880.  LORIX,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Saint-Honoré,  186,  a 

Paris. 

1888       LUCAS  (Félix),   ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Boissière,  3o,  à  Paris. 

1886.     LYON,   docteur  es  sciences    mathématiques,  chemin    de    la    Roseraie,    »6,    à    Genève 
(  Suisse). 

1882.     MAEE  DE  LEI'IXAY.    professeur  de  mathématiques  spéciales  au    lycée    Henri    IV,    rue 
Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 

1895.      MAILLE!',   docteur    es    sciences,    ingénieur   des    ponts    et    chaussées,     boulevard  de  la 
Grande-Ceinture,  à  Palaiseau  (Seine-et-Oise). 

1875.     MALL01ZIL,  professeur  de  mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,  7,  à  Paris. 

1872.     MAXXIIEIM,  colonel  d'artillerie  en  retraite,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de 
la  Pompe,    1  1 ,  a   Paris. 

1884.     MARTIN  ( Artemas),   Columbia  slreet,   1  .'>.'}',.  \.  XV.    à   Washington    D.   C.   (États-Unis 
d'Amérique  ). 

!  889  •     MARTIN  (  F  nu  h'  1 ,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  professeur  de  mathématiques, 
square  du  Croisic,   1  (boulevard  du  Mont-Parnasse),  a  Paris. 

1894.     MAIPIXJ,  surveillant  général  au   lycée,  a  Nantes  (Loire-lnféricure). 
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1897.     MEHMKE,    professeur   b    l'École    Polytechnique  supérieure,   I m menho rentrasse,  J,  à 
Stuttgard  i  v\  urteraberg  ). 

1889.     MEXDIIARAL  TAMBOREL  (DE),  membre  de  la  Société  de  Géographie  de  Mexico,  callede 
Jésus,  i3,  a  [Mexico  (Mexique). 

1884.  MERCEREAU,  licencié  es  sciences,  rue  de  V\  niversité,  ra3,  s  Paris. 

1893.     MICHEL  (François),  bous  inspecteur  du  mouvement  aux  chemins   «le   fer  du  Nord,   a 
Béthune  I  Pas  de-Calais  ). 

1873.     HITTAG-LEFFLER,  professeur  à  l'Université,  a  Stockholm  (Suède). 

1897.  MONTCHEUIL  l  l'abbé  de),  processeur  au  colle;;,.  Saint-Joseph,  à  Sarlat  (Dordogne). 

1898.  MOXTESSCS  DE  BALLORE  (R.  de),  professeur  de  mathématiques  au  collège  de  Bellevuc 

(zëures,  près  Moulins  (Allier). 

1872.  MOUTARD,  inspecteur  général  des  mines  en  retraite,  boulevard  Arago,  ii4»  a  Pari*. 

ISSS.     MUKHOPADHYAY  (Asutosh),  professeur  de  mathématiques,  Russa  Road,  77,  NorthRho- 
wanipore,  à  Calcutta  (Inde). 

1898.      NACD  (C.)i  éditeur,  rue  Racine,  3,  à  Paris. 

1885.  NEUBERG,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à  Liège  (Belgique). 

1897.      NICOLLIEK,  licencié  es  sciences  mathématiques,  villa  Ouchy,  à  Lausanne  (Suisse). 
1882.     OCAGNE  (M.n'),    ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  professeur  h   l'École  des  Ponts 
et  Chaussées,  répétiteur  à   l'École  Polytechnique,  rue.  La  Boëtie,  3o,  à  Paris. 

1873.  OVIIIIO  (Enrico  d'),  professeur  à  l'Université,  Corso-Oporlo,  3o,  à  Turin  (Italie). 
1893.      PAIXLEVÉ,    maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  répétiteur   à    l'École 

Polytechnique,  rue  de  Rennes,  99,  à  Pari*. 
1888.     PAPELIER  (Georges),  professeur   de   mathématiques   spéciales    au   lycée,  rue  de   Re- 

couvranee,  20,  à  Orléans  (  Loiret). 
188 't.     PARAF,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 
1872.     PARMENTIËR,  général  du  génie  en  retraite,  rue  du  Cirque,  5,  à  Paris. 
1872.     PARRAN,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris. 
1881.      PELLET,  doyen  de   la   Facul  té  des  Sciences,  rue  Rallainvilliers,  7,  a  Clermont-Ferrand 

(  Puy-de-Dôme  ). 
1883.      PELLETREAU,  ingénieur  en  chef  des  ponts   et  chaussées,  à  Conslantine  (Algérie). 
1898.      PELLÉTREAO  (Georges),  attache  à  l'exploitation  des  Chemins  de  1er  du  Nord,  rue  de 

la  Faisanderie,  fô  bis,  à  Paris 
187i.     PERfilN,  colonel  commandant  le  27*  régiment  d'artillerie,  à  Douai  (Nord). 
1881.      PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  VVorcesler  (Massachusetts). 
1873.     PERRIN,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Joinville,  26,  au  Mans  (Sarthe). 
1892.      PERRIN  (Élie),  professeur  de  mathématiques,  rue  Lamandé,  7,  à  Paris. 
1890.     PETROVITGH,  professeur  à  l'Université,  Kossantch-Venac,  2^.  à  Belgrade  (Serbie). 
1887.     PEZZ9  (del),  professeur  à  l'Université,  via  Gennaro  Serra,  70,  à  Naples  (Italie). 

1879.     PICARD  (Emile),    membre   de   l'Institut,   professeur   à    la    Faculté    des  Sciences  et   à 
l'Ecole  Centrale  des  Arts  et   Manufactures,  rue  Soufflet,   i3,    à   Paris. 

1872.      PICQIIET,  chef  de   bataillon    du   génie,   examinateur  d'admission   à   l'Ecole  Polytech- 
nique, rue  de  Coudé,  >\,  a  Paris. 
1896.     PlÉROX,  inspecteur  général  de  l'Instruction  publique,  rue  d'Assas,  5o,  a  Paris. 

1882.     POINCARÉ,   membre  de   L'Institut,  ingénieur  en   chef  des  mines,  professeur  à  la  Fa- 
cilite! des  Sciences,  rue  Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 

1882.     POKORNY    Mutin  .  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Boiterai 
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1872.     POLIGNAC  (prince  ('..  de),  villa  Jessie,  à  Cannes  (Alpes-Maritimes). 

189d.     PROVOST,    inspecteur   général  de    l'Instruction  publique,  n,  rue  de  la  Tour,  à  Paris. 

1872.     PUTZ,  général  d'artillerie  en  retraite,  rue  Saint-Merry,  98,  à  Fontainebleau  (Seine-et- 
Marne). 

1896.     QUOUET,  actuaire  de  la  Compagnie  la  Nationale,  rue  de  Gramroont,  i3,  à  Paris. 

1895.  RABUT  (Charles),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Duplessis,  77.  à  Ver- 

sailles (  Seine-et-Oise ). 

1872.     RADAU,  membre  de  l'Institut,  rue  de  Tournon,  1  2,  à  Paris. 

1883.     RAFFY,  chargé  de  cours  à  la   Faculté  des  Sciences,  maître  de  conférences  à   l'École 
Normale  supérieure,  rue  Nicole,  -,  a  Paris. 

1898.     RIPENT,  commandant  du  génie  en  retraite,  rue  Saint-Antoine,  200,  à  Paris. 

1893.     RIVEREAl]  (l'abbé),  professeur  à  l'Institut  catholique,  à  Angers  (Maine-et-Loire). 

1872.      ROIIART,  ingénieur  civil,  rue  de  Lisbonne.  3^,  à  Paris. 

1872.     ROIICIIE,  de   l'Institut,    professeur   au    Conservatoire    des  arts   et   métiers,  examina- 
teur desélèves  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  2i3,  à  Paris. 

189G.      ROIGIER,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  à  Toulon  (Var). 

1885.     ROIQIET,  professeur  honoraire  de  mathématiques  spéciales,  place  de  l'École  d'Artil- 
lerie, 2,  à  Toulouse    (Haute-Garonne). 

1896.  SANCHEZ,  directeur  de  l'observatoire,  à  San  Salvador  (République  de   San  Salvador). 

1889.     SARAZ,  professeur  de  mathématiques,  rue  Saint-Jacques.  220,  à  Paris. 

1872.     SARRAU,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  poudres,   professeur  à  l'École 
Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis,  à  Saint-Mandé  (Seine). 

1872.  SARTIAFX,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  chef  de  l'exploitation  à  la  Com- 

pagnie du    chemin    de  fer  du  Nord,  à  Paris. 

1885.     SAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (Bouches-du-Rhône). 
1881.     SCIILEGEF,  professeur  à  l'École  technique,  Volmestrasse,  62,  à  Hagen  (Allemagne). 

1897.  SCI101!  (Erik),  Gl.  Antvorskov,  à  Slagelse  (Danemark). 

1881.  SCIIOITE,  professeur  à  l'Université,  à  Groningue  (Hollande). 
189C).     SEGL'IER  (J.-A.  de),  docteur  es  sciences,  rue  de  Sèvres,  35,  à  Paris. 

1882.  SGlilVANOFF  (Démétrius),  attaché  à  l'Université,  Fontanka,  116,  log.  16,  à  Saint-Péters- 

bourg (  Russie). 

1881.  STARkOFF,  professeur  à  l'Ecole  de  commerce,  Deribasowskaja,  6,  à  Odessa  (Russie). 
1879.     STEPHANOS  (Dr  Cyparissos),  professeur  a  l'Université,  à  Athènes  (  Grèce). 

1898.  STORMER  (Cari),  rue  Gay-Lussac,  33.  à  Paris. 

1873.  STUDMCKA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 
1872.     SVLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (Norwège). 

189G.  TAÎWEXRERG  (de),  professeur  à    la    Faculté   des  Sciences,  à  Bordeaux   (Gironde  1. 

1872.  TAXXERY  (Paul),  directeur  des  manufactures  de  l'État,  à  Pantin  (Seine  ). 

1875.  TAXXERY  (Jules),  sous-directeur  à  l'École  Monnaie  supérieure,  rue  d'Ulm,  \5,  à  Paris. 

1882.  TARRY  (Gaston),  inspecteur  des  Contributions  diverses,  à  Boufarik  (Algérie). 
1897.  TARRY    (Harold),  inspecteur  des  finances  en   retraite,  à  Kouba  (Algérie). 

1872.  TERRIER,  professeur  au  collège;  Chaptal,  rue  Larribe,  3,  à  Paris. 

1873.  TISSOT,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppe  (Isère). 
189G.     TISSOT,  enseigne  de  vaisseau,  professeur  au  Borda,  à  Brest  (Finistère). 

1896.     TOHRES.  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  Valgame  Dios,  ■">.  a  Madrid  (Espagne). 
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1893.     TOICHE,    lieutenant-colonel  d'artillerie  territoriale,  rue  rruffaiilt,  a3,  ï  Paris, 

1872.  TRESCA,    ingénieur    en   chef  des    ponts   el   chaussées   en  retraite,  château  de  Coui 

tozé,  par  Vendôme  (Loir-et-Cher). 

1896.  TRESSE,  docteur  es  Bciences,   professeur  au    collège  Stanislas,  boulevard    du    Mont 

Parnasse,  i64j  à   Paris. 

1893.     VALLEE-POUSSIN  (Ch.-J.  de  la),  professeur  a  l'Université,  rue  de  Namur,  iç,<>,  à  Lou- 
vain  (  Belgique). 

1880.     VANECEK(J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicin    Bohème). 

1890.       VASCIIY,    répétiteur     et     e\;nni  mileu  r    d'admission    à     l'Ecole     Polytechnique,     avenue 

Bosquel ,  *>s.  a  Paris. 

1897.  VASSILAS-ÎITALIS  (J.),  docteur  de  l'Université,  rue  Polyclète,  5,  à  Athei.es  (Grèce). 

1898.  VASSIL1EF,  président  de  la  Société  physico-mathématique,  à   Kasan  (Russie). 
1870.     VICAIRE,  inspecteur  général  des  mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 

1888.  MiO   VOLTERRA,  via  S.  Quintino,  45,  à  Turin  (Italie). 

1893.  WAGNER,  professeur  à  l'École  J.-R.  Say,  rue  Spontini,  i 3,  à  Paris. 

1880.  WALCEENAER,  ingénieur  des  mines,  boulevard  Saint-Germain,  2i8,  à  Paris. 
1879.  WBILL,  directeur  du  collège  Chaptal,  boulevard  des  Batignolles,  \5,  à  Paris. 

1873.  WEYR  (Dr  Edouard),  professeur  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Prague  (  Bohême  i. 
1878.  WOR.MS  DE  ROMILLY,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Balzac,  7,  à  Paris. 

1S82.     ZAB01DSKI,  membre  du  Comité  d'artillerie  et  professeur  à  l'Académie  d'Artillerie,  à 

Saint-Pétersbourg  (Russie) . 

1890.     ZAREMBA,   docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  maison   Vinel,  faubourg  Cabes- 
sut,  à  Cahors  (Lot). 

1881.  ZEUTHEN,  professeur  à  l'Université,  Rosenvonget,  3,  Sidealle,  à  Copenhague  (Dane- 

mark ). 

1898.     ZIWET,  professeur  à  l'Université  de  Michigan,  boulevard  Saint-Michel,  95,  à  Paris. 


SOCIETAIRES  PERPETUELS. 


BENOIST  (décédé).  —  BERDELLÉ,  à  Rioz.  —  BIENAYMÉ  (décédé).  —  BIOCHE,  à  Paris.— 
BISCIIOFFSIIEIM,  à  Paris.  —  BORCHARDT  (décédé).  -  BROCARD,  à  Bar-le-Duc.  —  CANET, 
à  Paris.  —  CARVALLO,  à  Paris.  —  CHASLES  (décédé).  —  CLAUDE-LAFONTAINE,  à  Paris. 
—  FOLRET,  à  Paris.  —  GAUTIIIER-YILLARS,  à  Paris.  —  COURSAT,  à  Paris.  —  HALPHEN 
(décédé).  —  IIALSTED,  à  Austin.  —  HADVMARR,  à  Paris.  —  IIATON  DE  LA  G01PILLIÈRE, 
à  Paris.  —  IIER.M1TE,  à  Paris.  —  IIIRST  (décédé).  —  IIOTT,  à  Paris.  —  LÉAIIÉ,  à  Paris. 
-JORDAN,  à  Paris.  —  LAFFON  DE  LADEBAT  (décédé).  —  MANNIIEW,  à  Paris.—  DE  MEN- 
DIZABAL  TAHROREL,  à  Mexico.  —  MERCEREAU,  à  Paris.  —  D'OCAGNE,  à  Paris.  —  PEROTT. 
à  Worcester.  —  PERRIN,  au  Mans.  —  POINCARB,  à  Paris.  —  POLIGNAC (prince  C.  de),  à 
Cannes.  —  RAFFY,  à  Paris.  —  SÉLIVANOFF,  à  Saint-Pétersbourg.  —  SYLOW,  à  Frederiks- 
hald.  —  TANNERY  (Paul),  à  Paris.  —  TARRY,  à  Boufarik.  —  TCIIEBICIIEF  (décédé).  — 
VIELI.ARD  (décédé). 
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LISTE 


PRESIDENTS  DE  LA  SOCJETÉ  MATHÉMATIQUE  DE  KKWCE 


DEPUIS    SA    FONDATION 


MM. 


1873 

CHASLES. 

1874 

LAFFON  DE  LADÉBAT 

1875 

BIEXAYMÉ. 

1876 

DE  LA  GOURNERIE. 

1877 

MAWIIEIM. 

1878 

DARBOUX. 

187!) 

0.  BONNET. 

ISSU 

JORDAN. 

1881 

LAGIERRE. 

188? 

HALPHEN 

1883 

KO  KHI,. 

1884 

PICARD. 

1885 

4P  PEU. 

188G 

POINCARÈ. 

MM. 


1887 

FOURET. 

1888 

LAISANT, 

188!) 

DÉSIRÉ  ANDRÉ. 

1890 

II A  ION  DE  LA  SOUFILLIÈRE 

1891 

COLLKNON. 

1892 

VICAIRE. 

1893 

IIDMBERT. 

1S94 

PICQIET. 

1895 

GOURSAT. 

1896 

KŒXIGS. 

1897 

PICARD. 

1898 

LECORNC. 

1899 

GUYOU. 

w 


Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin 


\  lilslrrilillll  . 

\  mslerdara 
\  insu  rdum . 


Ralli  iiuii'i' 

Berlin 

Berlin 

Berlin..  .. 


Berlin..  .  . 
Bologne. . 
Bordeaux. 

Bruxelles. 


Bruxelles. . 
Cambridge. 
Christiania, 
Coïmbre.  . 


Copenhague. 
Cracovie. . . . 

Delfi 

Dresde 

Edimbourg. 
Edimbourg. 

Gand 

Goettingue.  . 
Hambourg. . , 

Harlem 

Helsingfors.  , 

Kasan 

Kharkov 

Kharkov 

Leipzig 

Leipzig 

Liège 

Londres 

Londres 

Londres 

Luxembourg . 
Marseille 
Mexico 


académie  Roy  «le  des  Sciences  d'  Amsterdam . 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Revue  temettrtelte  des  publications  mathéma 
tiques. 

American    Journal  of  Mathematics. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 
Archiv  fi'tr   Mathcmatih   und  Physih. 

Jahrbuch  ilber  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matih . 

Journal  fit  r  die  reine  und  angewaudte  Mu- 
thematik . 

Académie   des   Sciences    de  l'Institut  de   Bo- 
logne. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles 
de  Bordeaux. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

Société  scientifique  de  Bruxelles. 

Société  philosophique  de  Cambridge. 
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SOCIÉTÉ   MATHÉMATIQUE    DE  FRANCE. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  LES  ÉQUATIONS  DU  SECOND  ORDRE  A  II  VARIABLES. 
ANALOGUES  A  L'ÉQUATION  DE  MONGE-AMPÈRE  (  '  ). 

Par  M.    E.   Goursat. 


Une  équation  de  Mo oge- Ampère 

(  i  )  A  (  rt  —  s'-  )+Br+  G  s  -+-  D  t  -f-  F  =  o, 

où  A,  B,  C,  D,  F  sont  des  fonctions  quelconques  de  #,  JKi  3,  p,  q, 


(')  Les  équations  dont  il  s'agit  dans  ce  travail  ont  déjà  été  étudiées  par  M.  Vi- 
vanli  dans  deux  Mémoires  : 

Su/le  equazioni  a  derivate  pavziali  del  seconde*  ordine  a  trevariabili  tndi- 
pendenti  (Mathematische  Annalen,  t.  XLVIII,  p.  4t4~-^ i 3  ) . 

Contribuio  alla  teoria  délie  equazioni  a  derWale  pavziali  del  secondo  ordine 
(fiendiconti  del  H.  Istituto  Lombardo  di  Se.  e  Lelt.,  série  II,  vol.  XXIX;  1896). 

Mais  le  point  de  départ  de  l'auteur  est  tout  à  fait  différent  de  celui  que  j'ai 
adopté,  et  qui  repose  sur  la  considération  des  caractéristiques.  D'un  autre  côté, 
M.  Vivanti  ne  s'est  pas  occupé  du  principal  problème  que  j'avais  en  vue,  c'esl- 
à-dirc  de  la  formation  des  équations  du  second  ordre  admettant  deux  intégrales 
intermédiaires  distinctes. 

\  oir  aussi  sur  ce  sujet  : 

Forsyth,  Cambridge  philoso  phical  Transactions,  vol.  XVI,  Part  III,  p.  191- 
21  s. 

Josef  KURSCHAK,  Mathematischer  und  Fïaturwisscnschaftlicher  Anzeiger 
der  Akademie,  t.  XIV,  Budapest;  1898. 

Les  principaux  résultats  de  mon  Mémoire  ont  été  résumés  dans  une  Xote  pré- 
sentée à  l'Académie  des  Sciences  (Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  CXXVII,  p.  6o3-6o6;  .>',  octobre  1898). 

\  \  v  li.  [ 
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peut  être  considérée  comme  provenant  de  l'élimination  du  rap- 
port   .    entre  deux  équations  linéaires  et  homogènes  en  dx,  dy, 

dp,  d<p  cl  la  considération  des  multiplicités  d'éléments  à  une 
dimension  sa  lis  lui. sa  ni  à  ces  deux  relations,  joue  un  rôle  fonda- 
mental dans  l'élude  de  l'équation  (i)  (voir  Levons  sur  l'intégra- 
tion des  éejuations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à 
deux  variables  indépendantes,  t.  I,  Chap.  II).  Les  résultats 
obtenus  dans  le  cas  de  deux  variables  indépendantes  s'étendent 
sans  difficulté  aux  équations  à  un  nombre  quelconque  de  variables 
indépendantes,  comme  je  J'indiquerai  d'abord  rapidement. 

Soient  x^  x2l  •  . .,  Xn  un  système  de  n  variables  indépendantes, 
r  une  fonction  de  ces  variables;  nous  emploierons  la  notation 

dz  <Pz 


pt7âït' 


Pik 


(i\  A —  i,  2,  . ..,  n). 


Donnons-nous  arbitrairement  un  système  de  n  relations  dis- 
tinctes, linéaires  et  homogènes  en  dx K ,  dx.2,  ...,  dx,n  dpu  ...,  dp,,, 
les  coefficients  étant  des  fonctions  quelconques  de  z,  x^  ...,  x,n 
ps,  . ..,  p„.  Si  l'on  remplace  dpi  par 

pt\  dxx  -h  pi% dx±  ■+■ .  .  .  -5- pin  dx„, 

l'élimination  de  dx{,  . ..,  dx„  entre  les  n  relations  obtenues  con- 
duit à  une  équation  du  second  ordre  d'une  forme  particulière  qui, 
au  point  de  vue  où  nous  nous  plaçons,  doit  être  considérée 
comme  analogue  à  l'équation  (i). 

Pour  étudier  de  plus  près  les  équations  ainsi  obtenues,  suppo- 
sons d'abord  que  l'on  parte  de  n  relations  résolues  par  rapport 
h  dp ^  . . .,  dpn 


(2) 


dp\ 
dpi 


a2i  dX\  -f 


.-+-  a.uidx„  =  o. 
.-+-  OLindxn  =  o. 


dpn-+-  a«i«tei-i- 


"j-nii  clXfi  —  o  ; 


si  l'on  remplace  <://?/ par/?,,  dxt  +.  . .  +  pi„dxn,  puis  qu'on  élimine 
dx{ ,  dx2,  .  . .,  dx„,  on  est  conduit  à  l'équation  du  second  ordre 


(3) 


11 


Pi\   ■+    a2l        Pii  "+■  K*« 


!    P  n  I  4-  a  „  i       /?«2"t"*a«2 


/>1« 
/>2fl 


«1« 
«î/l 


=  o, 


—  :*  — 

qui  esl  évidemmenl  d  une  forme  très  particulière,  adjoignons aui 

pelai  ions  (  ■>.)  la  relation 

(4)  dz—pidx\      />i<li'i  — ...  —  pndxn=o, 

el  convenons,  comme  dans  le  cas  <!<•  deux  variables  indépendantes, 
d'appeler  multiplicité  caractéristique  toute  suite  simplement  in- 
finie d'éléments  du  premier  ordre  satisfaisant  aux  équations  (2) 
et  (4);  ces  multiplicités,  élanl  définies  par  (//-j-i)  relations  entre 
(a  n  H- 1)  variables,  dépendent  de  (/i  —  i)  fonctions  arbitraires  d'une 
variable.  D'après  la  façon  même  dont  on  a  obtenu  l'équation  (3), 
il  est  clair  que  toute  intégrale  de  cette  équation  est  un  lieu  de  mul- 
tiplicités caractéristiques,  et  le  problème  de  l'intégration  peut  être 
posé  de  la  façon  suivante  : 

Trouver  une  multiplicité  n  fois  étendue  d'éléments  unis  du 
premier  ordre  telle  que,  par  chacun  de  ces  éléments,  il  passe 
une  multiplicité  caractéristique  située  tout  entière  sur  cette 
multiplicité  à  n  dimensions. 

Le  déterminant  H  ne  changeant  pas  quand  on  permute  a//è  et  a*/, 
il  s'ensuit  que  l'équation  (3)  possède  un  second  système  de  carac- 
téristiques dont  on  obtient  les  équations  différentielles  en  permu- 
tant KM  et  y,//,  dans  les  équations  (2).  Ces  deux  systèmes  de  carac- 
téristiques sont  en  général  distincts;  pour  qu'ils  soient  identiques, 
il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  a/*=  a*/. 

2.  L'équation  (3)  ne  possède  que  ces  deux  familles  de  caracté- 
ristiques; en  d'autres  termes,  une  équation  du  second  ordre  ne 
peut  être  mise  sous  Ja  forme  d'un  déterminant  tel  que  H  que  de 
deux  façons,  si  la  chose  est  possible.  Nous  nous  appuierons  pour 
cela  sur  le  lemme  suivant,  qui  est  à  peu  près  évident  : 

Etant  donné  un  discriminant  bordé 


an      a12 

«21        «22 

e,        p2 


«171  "l 

o>n  II         Il  II 


où  «,-*=«*/,  ce  discriminant  ne  peut  être  nul  identiquement. 


\  — 


quels  que  soient  les  éléments  a ik,  à  moins  <jitc  ions  les  éléments 
de  la  dernière  ligne,  ou  (ous  ceux  de  la  dernière  colonne,  ne 
soient  nul  s  simultanément. 

En  effet,  pour  que  ce  déterminant  soit  nul,  quels  que  soient 
les  coefficients  a/*,  il  faut  évidemment  que  l'on  ail,  quels  <juc 
soient  les  indices  i  et  /.", 

«/''/.H-  u/.vi—  o; 

si  l'un  des  éléments  de  la  dernière  colonne,  m  par  exemple,  n'est 
pas  nul,  Ja  relation  précédente  donne,  en  faisant  k  =  f,  <v=o; 
(ii  faisant  successivement  k  =  I,  2,  .  . .,  n,  on  en  déduit  successi- 
vement Vi  =  c2:=..-=  P/i=o.  Le  lemme  est  donc  démontré. 

Cela  posé,  élanl  donnée  une  équation  de  la  forme  (3),  considé- 
rons un  système  de  n  relations  linéaires  en /)il:  pr2,  ...,pnn  de  la 
forme  suivante  : 

I     X,/?n  —  X2JD12  -h.  ..-+■  ^nPm  +  Pi  =  O, 
]    ^l/>-2  1  ■+■  X2jD22  -H... -H  ^rt/>2«  +  ^2  =  °- 

; , ' 

l    A 1  /?«  1  —  X2/>«2-h.  •  •■+■  KnPnn~  \*-n  =  O, 

à  coefficients  indéterminés  A,,  X2,  . .  .,  AW1  u.,,  a2,  ..  .,  u.w,  et  cher- 
chons à  quelles  conditions  doivent  satisfaire  ces  coefficients  pour 
que  l'équation  (3)  soit  une  conséquence  des  relations  (5).  Pour 
reconnaître  s'il  en  est  ainsi,  on  peut  imaginer  que  l'on  procède 
comme  il  suit  :  supposant  que  )M  n'est  pas  nul,  ce  qui  ne  restreint 
pas  la  généralité,  on  peut  tirer  des  équations  (5)  les  dérivées/?,,, 

pi2 pKn  exprimées  au  moyen  des  dérivées  /;,*,  où  les  indices 

/  et  h  sont  supérieurs  à  l'unité.  Ces  dérivées  étant  remplacées  par 
leurs  valeurs  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (3),  il  faudra 
exprimer  (pie  le  résultat  est  identiquement  nul,  quelles  que  soient 
les  valeurs  des  dérivées  /^,,  p2^,  . .  .,  f>nn. 
Le  calcul  peut  se  faire  comme  il  suit.  Posons 

V,  =  À,  an  -+-  Xja/j  —...--  X„  *in  —  u,. 

!>/,  =  Xiocut-f-  X2a2*  +  . .  .-+-  X«a«Ar—  \*k, 

(  :  —  X,  A.1  +  X2  A.2-+-. . .  -t-  Xn  Art  =  Ai  B,  -4- . . .  +  X„  l»/( 

( i,  k  —  1 ,  2 ra)  ; 

quelques    combinaisons    faciles  de    lignes    et   de    colonnes    per- 


mcltenl  de  remplacer  l'équation  |  3  I  par  la  nouvelle  équation 


(6) 


C 


r,2 

■+■  «. 


Pin 


/'//2-H  «//: 


Pan 


0, 


eu  tenanl  compte,  bien  entendu,  des  relations  (5).  Celle  nouvelle 
équation,  ne  renfermanl  plus  que  les  dérivées p^9  ou  les  indices  ï 
ei  /,•  sont  au  moins  égaux  à  2,  doit  se  réduire  à  une  identité.  Il  y  a 

un  seul  terme  en  p2a pnn  dont  le  coefficient  est  C;  on  doit 

doue  avoir  G  =  o.  D'une  manière  générale,  si  l'on  ne  tient  compte 
que  des  termes  du  degré(n — i )  par  rappoïl  aux  dérivées,  on  voit 
que  le  discriminant  bordé 


o        15, 

A  2      />■>> 


Pn: 


pin 
Pnn 


doit  être  identiquement  nul.  D'après  le  lemme  démontré  tout  à 

l'heure  ,  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  Ton  a  à  la  fois 


ou   bien 


A2  —  À  3 
B2=  B3 


=  A„  =  o, 
=  B„=o. 


En  résumé,  pour  que  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  déri- 
vées pue,  qui  vérifient  les  équations  linéaires  (5),  vérifient 
aussi  V  équation  (3),  il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  A/,  u.^ 
satisfassent  à  l'un  des  deux  systèmes  de  conditions  (A)  ou  (B), 


I  l) 


Ai  «h  -f-  X2  ai2  -+- '.  .  .+  X„ %Xll  —  (i-i  =  o 
Xl  «21  "H  X2  «22  -*-•  •  •■+•  X/j  «2/i  |J-2   =  O 


(B) 


Ai  a  ai  H-  AjjJX/ig-T-.  .  .  -h  A,j  a,//, 
À tan  H-.X2a2i  -+-. .  .■+■  X„  3trel 

Al  «12  H-  ^2a22  -h  •  •  .-f-  XB  3trt2  U.2 


*„  =  o; 

x,  =  o. 
o, 


la  réciproque  esl  d'ailleurs  évidente. 


:-!■„  =  o 


—  ()  — 


Revenons  maintenant  à  la  question  proposée.  Etanl  donnée 
une  équation  de  La  (brun!  (.'>),  si  clic  admet  un  système  de  carac- 
téristiques défini  par  les  équations  différentielles 

dp\    -  pu  dxt-*-.  ..-h  Pm  dxn  =  o, 


CÇP/I-H  P«|^i 


P///i  clx h  —  o, 


c'esl  que  cette  équation  provient  de  L'élimination  de  n  paramètres 
A,,  X2,  ...,  \n  entre  les  n  relations  linéaires 

(7)      ^iPil  "H  ^iPii  -h-.. -h  ^nPin  ■+■  Xl  ?fl  -K..4-  X„p/„:=0        j>'  =  1,2,  ...,  n), 

et,  par  suite,  tons  les  systèmes  de  valeurs  des  dérivées  pu  qui 
satisfont  aux  relations  (*j)  vérifient  aussi  L'équalion  (3),  et  cela, 
quels  que  soient  les  coefficients  À, ,  A2,  ...,  )»».  Or,  d'après  le 
résultat  qui  vient  d'être  établi,  cela  ne  peut  avoir  lieu  que  si  ces 
n  coefficients  et  les  a  quantités  u./=  A»  £>/)  -+-•••  +  ^«  ?//i  satisfont 
aux  conditions  (A)  ou  aux  conditions  (B).  Dans  le  premier  cas,  on 
doit  avoir 

XiCC/i  ■+-. .  .4-  X„  9E/fl  ="Xt  P/i  -H. .  .-f-  X„  p/n  (1  =  1,2,  . . . ,  n), 

et  comme  les  A,  sont  arbitraires,  il  faut  que  l'on  ait 

Pïa=  «/*        (*,  £  =  i,  2,  ...,  /»); 

on  retrouve  ainsi  le  premier  système  de  caractéristiques.  Les  con- 
ditions (1>)  conduiraient  de  même  au  second  système  de  caracté- 
ristiques. 

3.    On  arrive  encore  au  même  résultat  par  la  méthode  suivante, 
qui  offre  L'avantage  de  se  prêter  au  calcul  pratique.  Posons  pour 


abréger 


A  = 


Pu     Pu 
Pu      Pu 


pin 

Pin 


Pn\      Pnï       ...      pan 

L'équation  (3)  développée  est  une  fonction  linéaire  de  A  et  de  ses 

dérivées  partielles  -?    -,  -    — — ,  •••,  dont  les  coefficients  sont  des 
àptk    àputOpM 


fonctions  de  ./•, .,  .r2<  ■  •  >j  #«j  8,  /?«,  .  • . ,  />„  seulement.  Mais,  inver- 

■  •     ,    •  .       (JA  A 

sèment,  toute  expression  linéaire  en  A,      —,  ...  ne  peut  pas  être 

1  <>/>„  ri 

mise  sous  la  forme  (3),  lorsque  n  esl  supérieur  à  •>.. 

Bornons-nous,  pour  simplifier  les  calculs,  au  cas  de  //  -  3  ;  la 
méthode  esl  d'ailleurs  la  même,  quel  que  soit  n.  L'équation  du 
second  ordre  développée  esl  alors 

A  -+-  «u(/>m/>»»-    pU)+  at*t(jPiijO»8—  Ph)+  y-r.i(pn />>■>-    />'{■>) 
-4-(als-+-  aa]  )(pupu-    />l2/>.i.{)  +  (al.t-+-  *ai)(/>l->/>:u  —  PxtPti  I 
^(ais-4-  3C3o)(/>2I/>:il  —/>...{ />,,) 
■4-(«saa83—  3Co3a:i2)/;1,-i-(a11a33— a13a31)/^2 
H-  (ana22  —  a12a2,  )/;.},  -4-  fa23 a3 !  -h  a18a32  —  a83(a12  +  a21  )]/?12 
-h  [a32a21  -+-  oc12a23 —  a22(a13-h  a;î,  )]jpm 

-H  [«SiaiS-H  «31*1* *11<  a2.f  +  «32  >]^23 

all       a12       7-13 


22|       X22       228 
x.)l        a32        a33 


—  (). 


En  identifiant  celte  équation  avec  une  équation  de  la  forme 

A  H-  A(/>22/?33—  /)l3)-h  B(/î1,/>;»3  —  /?f3)+-   C(/;n/>2,  —  /?f  2) 

+  D<  pnpn—  Pi\Pn)  +  E(/>i3/>32— jdj8jd22) 
■+■  F (PuP3i  —  PnPn)  +  G/?n+  H/?22 

-l-  K/?33-f-  L/>i2-f-  M/J13-T-  N/;23  -h  P  =0, 

où  A,  13,  C,   .  . .,  P  ne  dépendent  que  de  3,  x,,  #25  #3j  P\<,  Pi-,  pw^ 
on  a  i  m  média  le  ment 

OfH  =  A,     oc22  =  B,     a33  =  C,     a12-f- a21  =  1),     aj3-f-a31  =  E,     a23-+-a32  =  F, 

a23^32~'^G- — G,         a13a3i=AC  —  II,         a12a21  =  AB —  K, 

223*31  •+■  K18a32  =  L  -h  CD,         a21  y.32  4-  a12«23  =  M  -h  BF, 

a>1^13+  3=31  «12  =  N  -+-  A  F. 

a  1 1     a  1 2     a  1 3 

a21      a22     a23      =  P  ; 

a3t     a32     a33 

7., o    et  eu,,   par  exemple,   sont  racines   de    l'équation   du    second 

degré 

a2„  Da  +  AB  —  K  =  o, 

et   l'on  aura  ensuite   a13,   a:n ,   a23,    a32   au  mojen  des  équations 
linéaires 

*i3-f-«3i=  E,  a2la!3-i- aJ2  a31  =  N  —  AF, 

*2:i  -i-  'Ai2  =   F.  -y.2,  7.î2  -+-  a)2  9C28  =    M   -h   BE. 
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Il  ne  restera  plus  qu'à  examiner  si  les  valeurs  ainsi  obtenues 
pour  les  coefficients  y.,/,  satisfont  à  toutes  les  conditions  précé- 
dentes; la  détermination  de  ces  coefficients  dépend,  comme  on 
devait  s'v  attendre,  de  la  résolution  d'une  équation  du  second 
degré. 

Dans  le  cas  particulier  où  Ton  aurait  a12=aÎH,  la  méthode  pré- 
cédente pour  le  calcul  des  autres  coefficients  devient  illusoire.  On 
commencera  par  déterminer  les  coefficients  (al8,  a3l)  ou  (a28,  2.12); 
si  l'on  avait  à  la  fois 

a12  =  a21i  a13  ==  a31>  a2:j=a32- 

il  \Vy  aurait  qu'à  vérifier  si  ces  valeurs  des  coefficients  gtfo  satisfont 
à  toutes  les  équations  de  condition.  S'il  en  est  ainsi,  l'équation 
du  second  ordre  a  ses  deux  svstèmes  de  caractéristiques  con- 
fondus. 

4.  On  peut  rattacher  les  propriétés  précédentes  des  équa- 
tions (3)  à  une  théorie  plus  générale.  Soit 

(8)  F(a?t,a72,  . . .,  xtliz,pu  .  ..,/>„, />n,  ••  -iPnn)  —  o 

une  équation  du  second  ordre  de  forme  quelconque  ;  posons,  pour 

abréger, 

ôV 
Pik=  - —         (1.  A-  =  1,  2.  . ..,  n), 
àpik 

et  considérons  la  forme  auxiliaire 

(9)  i-22p»6iU, 

i       h 

où  Ci,  £._,,  ...,  qn  désignent  n  variables  auxiliaires,  que  nous 
appellerons  la  forme  associée  à  l'équation  (8). 

Pour  que  L'équation  (8)  admette  une  famille  de  caractéristiques 
linéaires  ('),  il  faut  et  il  suffît  que  la  forme  associée  soit  décom- 
posante en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires  en  ;,,  i*2,  ...,  \n- 

Soit  A, H,  4-  )w  !*2  4-.  .  .+  Aw  S«   l'un  de  ces  facteurs  linéaires;  si 


(')  Voir  une.  Note  <i tio  j'ai  publiée  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences  ii.  CXXVI,  p.  i332-i335;  9  mai  1898),  et  don!  les  résultats  seront 
établis  dans  un  Mémoire  |>lus  étendu. 


—  (.l 
on  pose 

//./■,  '//•.  <ir„ 

— =    -: =  .  .  .  =  -r > 

A,  Xa  Ka 


on  peut  ajouter  à  l'équation  F  <»  un  certain  nombre  d'autres 
relations  entre  dpi%,  dp{2)  ...,  dplin,  et  Ton  esl  ainsi  conduit  à 
considérer  une  famille  de  caractéristiques  du  second  ordre  pour 
l'équation  proposée.  Appliquons  cette  théorie  à  l'équation  (3);  La 
forme  associée  à  cette  équation  a  pour  expression 

1  =  An^4-...-^A„„^^(A/^t-A,./)^U        (M*), 

A,/,  désignant  le  mineur  do  11  correspondant  à  l'élément jo/^+  a/*. 
On  a  identiquement 

An!  =  (AnJi-h  A12|2-H'  •  '■-+"  Ain^«)(AnJiH-  A21;2-H  •  •  •-!-  A/n;/t), 

car  la  relation  H  =  o  entraîne  les  suivantes 

An  A-22  ==  A12  A 2 1 ,  •  ••>         AiiA/j/i=  AiftAni, 

Ai  i  A/a  =  A !/t.  A/i ,  Aj i  A/./  =  Ai/  A/,i  ; 

la  forme  l  est  donc  le  produit  de  deux  formes  linéaires.  Pour  avoir 
un  des  systèmes  de  caractéristiques,  il  faut,  d'après  la  théorie 
générale,  poser 

dx\        dx.2  dxn 


(io) 


A 1 1         A 1 2  A  !  n 


niais  ici  il  se  présente  une  simplification  qui  ne  se  présente  pas 
dans  le  cas  général,  car  on  peut  se  borner  à  considérer  les  dérivées 
du  premier  ordre.  En  effet,  l'équation  H  =  o  peut  s'écrire 

Aii(/>n-+-  au)+  A12(jD12-h  a12)-+-.  .  .+  A, „(/?!„  +  a1/t)=  o; 

remplaçons-y  AH,  A,2  ...,  Ain  par  les  quantités  proportionnelles 
dxKi  dx-2,  ...,  dxa\  il  vient 

dp i  -h  y.xx  dxi  h-  . . . -h  a j ;i dxa  =  o, 

et  l'on  obtiendrait  de  même  les  autres  équations  différentielles  des 
caractéristiques  du  premier  ordre  (2).  Le  second  facteur  linéaire 
de  l  fournira  le  second  système  de  caractéristiques  du  premier 
ordre  de  l'équation  (3). 
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(12) 


o.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  l'on  pariait  d'un  système 
de//  relations  linéaires  résolues  par  rapporta  dp\-,  dpi-,  •••,  dp*. 
Si  l'on  pari  d'un  système  de  //  relations  Linéaires  quelconques  en 
dr{,  ...,dxn<i  dpu  ..,,  dplti  telles  que 


(n) 


(   an  dpi-\-, . .-+-  c/n  dpn  ■+■  hi\  drx  -h ...  h-  bia  dxn  =  o, 

(  1  =  1,2,...,  Al, 

où  les  coefficients  a  m  et  bj/c  sont  des  fonctions  de  oc{i  .r2,  •  •  -,  #«, 
3,/?4,/?2î  ■'■jpii-,  l'élimination  dec/x,,  ...,  <:/./•„  conduit  à  l'équa- 
tion du  second  ordre 


«wPu 

"•21 /'Il 


«ïï/'lî  -+" 


a\.np\n 


aup\n 


«\npnn  +  ^\n 


«n\P\\  -+"■ +  «nnJPiB+  ^//l 


«mPin 


" n  n  p un  "+"  ^///f 


dont  Je  développement  est  une  fonction  linéaire  de  A  et  de  ses 
dérivées  partielles.  On  pourrait  raisonner  sur  celte  équation 
comme  on  l'a  fait  sur  l'équation  (3),  mais  il  nous  suffit  de  remar- 
quer qu'une  transformation  de  contact  permet  toujours  de 
ramener  le  cas  général  au  cas  particulier  où  les  équations  li- 
néaires (i  i)  sont  résolues  par  rapport  à  dp^  dp2,  .  •  -,  dp*.  Soit, 
en  effet,  f(xK,œ2,  ...,j'n)  une  fonction  ne  satisfaisant  pas  à 
l'équation  (12);  si  l'on  remplace  z  par  z  +/',  la  nouvelle  équation 
n'étant  pas  vérifiée  pour  z  =  o,  le  déterminant 


bn\ 


\a 


ban 


doit  être  différent  de  zéro.  On  peut  donc  résoudre  les  équations 
linéaires  (11)  par  rapport  à  dx\,  ...,  <7./„,  et,  si  l'on  emploie  main- 
tenant la  transformation  de  Legendre  généralisée 


X\ 


1 1 


x, 


P\ 


Xi, 


Pn  =—  x„, 


^  =  Z-l>1\1-...-l>„X/„ 


on  est  ramené   à   un   système   d'équations  linéaires  résolues   par 
rapport  à  c/P,,  ...,  dP„. 

Pour  établir  les   propriétés  de  l'équation  générale  (1  2),  qui  se 
conservent   par  une   transformation  de  contact,  on  peut  donc  se 


o, 


—  Il  - 

borner  au  <\i^  où  les  équations  différentielles  des  caractérist- 
iques (i  i)  sont  résolues  par  rapporl  à  dp\)  dp.,,  •  •-,  dp,,.  Ainsi, 
toute  équation  de  la  forme  générale  (i2)possède  deux  familles 
de  caractéristiques  du  premier  ordre,  qui  sont,  en  général, 
distinctes;  toute  transformation  de  contact,  appliquée  à  une 
équation  de  cette  forme,  la  change  en  une  équation  de  même 
forme,  et  transforme  les  caractéristiques  en  caractéristiques. 

Remarque   (').   —    Lorsque  les  équations  différentielles  des 
caractéristiques  sont  de  la  forme 

|   (t.r.,  —  u2  d.Ti  =  o,  .  . . ,  dxn  —  \j.n  dx{  —  o, 

1  (([  dpi^-..  .-h  and/)n-{-  b  dx{  =  o, 

L'équation  du  second  ordre  correspondante  est  linéaire  par  rap- 
port aux  dérivées  du  second  ordre,  et  elle  a  pour  forme  associée 

l  =  (#lillH-...-H  a»É*)(£l-*-  HîÊa-K  •  -H-  K»5/i); 

inversement,  toute  équalion  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  du 
second  ordre,  dont  la  forme  associée  est  décomposable  en  un  pro- 
duit de  deux  facteurs  linéaires,  admet  deux  famiiles  de  caracté- 
ristiques du  premier  ordre.  Les  équations  de  cette  espèce  sont 
donc  des  cas  particuliers  des  équations  de  la  forme  (i  2),  comme 
l'équation  linéaire  en  /•,  s,  t,  dans  le  cas  de  deux  variables,  est  un 
cas  particulier  de  l'équation  de  Monge-Ampère. 

6.   Revenons  à  l'équation  (3)  et  à  ses  deux  systèmes  de  caracté- 
ristiques du  premier  ordre 


j  dz  —  /?i  dxY  — ...  —  pn  dxn  =  o, 

I  dpi  —  a/,  dxt  -+-...-+•  0Lin  dxtl  =  0  (  i  —  \ ,  1,  .  .  . ,  a  ), 

\  dz  —  fi  dx{  —  ...  —  pn  dxn  =  o, 

/  dp/,.  —  se, /■  dxt  -h  ... -4-  ïnk  dxn  =  o  ( k  =  1 ,  2,  . . . ,  n) \ 


(A) 

(B) 

L'étude  de  l'équation  (3)  est  liée  à  la  recherche  des  combinaisons 


(')  D'une  manière  générale,  lorsque  parmi  les  équations  différentielles  «les 
caractéristiques,  il  y  en  a  /•  indépendantes  de  dplt  ...,  dpn,  et  r  seulement, 
l'équation  du  second  ordre  correspondante  est  de  degré  n  —  /-  par  rapport  aux 
dérivées  du  second  ordre. 


^)  .._ 


rntégrables  des  équations  différentielles  de  chacun  <U'  ces  systèmes. 
V  étant  une  fonction  de  x{,  x.2l  . ..,  x„,  z1piip2lpm  pour  que 
dV  =  o  soit  une  combinaison  Linéaire  des  équations  (A),  il  faut 
et  il  suffit  qu'en  remplaçant  dans  dV  les  différentielles  dz, 
df>\,  ...,  dpn  par  leurs  expressions  (A),  le  résultat  soit  identique- 
ment nul,  (|nels  que  soient  <V./',,  dx»,  ...,  dx„.  En  faisanl  celle 
substitution,  on  arrive  aux  n  équations  simultanées 

„     _.x       d\  oX  OX  d\  0\ 

Ai(  v)=       h/>j aH a21 . . .—  artl  - —  =  o, 

ÔX\  àz  àfi  <)/>.,  dp„ 

dV  d\  <A  OX  »\ 

A  >  (  V  )  = h  /?-> ai.->  t a>>  - — ■  —  ...  —  a„?  - — ■  =  o , 

i  i  ;  i  O.r,        l  '  Oz  dpt  "  àp2  dpn 

■> 

v    „.         o\  oX  oX  d\  »\ 

(Âr,,  as  a/?j  0p->  0pn 

que  l'on  obtiendrait  en  remplaçant,  dans  les  /<  dernières  équations 

(B),  dxi  par  —  cl  dpk  par  —  f-j-  +  pk-S\.  Pour  que  rfU  =  o 

soit  une  combinaison  intégrable  des  équations  (B),  on  obtiendra 
de  même  les  conditions 

v  /rTX       dU  OU  OU  OU  OU 

MU)  =   7-+^-; «ti  -~ -  —  «1-2-7—  —  •  ••—  «1»  7- -   =  o> 

03?]  (te  C7>i  Opi  0pn 


OU  OU  dl)  OU  OU 

tp\.  op2  d/>„ 


Y2(U)=- \- p, a2! 

(i4  )    {  O.r,       l      dz  Opy 


v   /TTN       ^U  aU  0U  0U 

dxn      l      àz  àpi  opn 

On  démontre  immédiatement  l'identité 
[U,V]=^Y,(U)  +  ...+  |X.YB(U)-^X1(V)...-|P-X„(V), 

|  U,  V]  étant  le  crochet  de  Jacobi 

riT  ,n       vidU/tfV  dX \       OX  [OU  0U\ 

i  =  \ 

par  conséquent,  si  dU  =  o,  dV  =  o  sont  deux  combinaisons 
intégrables  appartenant  à  deux  systèmes  dp  caractéristiques 
différents,  les  fonctions  U   et  X  sont    toujours  en   involution. 
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Si ,  <'ii  pari iculier,  y.,/,  ■//,,,  les  <I<'u\  m sternes  (i3)  el  (i4)  ^'nl 
identiques  ••!  deux  intégrales  quelconques  de  ce  système  sont 
/ou /ours  en  involution. 

Chacun  des  systèmes  (i 3)  et  (i  {)  admet  au  plus  n  -;-  i  inté- 
grales distinctes.  Pour  que  l<-  s\  stème  (i3),  par  exemple,  admette 
le  nombre  maximum  d'intégrales,  il  faudra  qu'il  forme  un  système 
jacobien,  c  est-à-dire  que  l'on  ait  identiquement,  quels  que  soient 
les  indices  i  et  k, 

or,   le  coefficienl  de  —  dans  celle  combinaison  est 

/<  - 


2,7.—  XJci- 


On  doit  donc  avoir  a,/,  —  a/a-  el  Ton  en  conclu!  quV/>  des  sys- 
tèmes de  caractéristiques  ne  peut  admettre  u  -f-  i  intégrales 
distinctes  que  si  les  deux  familles  de  caractéristiques  sont 
confondues.  Celle  condition  nécessaire  n'est  d'ailleurs  pas  suffi- 
sante. 

7.  Plaçons-nous  dans  le  cas  où  l'un  des  systèmes  (i3)  on  (i4)> 
le  système  (i3),  par  exemple,  admet  n  intégrales  distinctes 
u  j,  u2f  ■  .  . ,  un.  Toute  intégrale  de  l'équation  du  second  ordre 
proposée  peut  être  considérée  comme  un  lieu  de  caractéristiques 
linéaires  issues  des  divers  éléments  d'une  multiplicité  (n  —  i)  fois 
étendue  M„_,  d'éléments  du  premier  ordre;  le  long-  de  Mv_,,  m{, 
u2,  -  .  . ,  un  étant  des  fonctions  de  (/i  —  i)  variables  seulement, 
sont  liées  par  une  relation 

(i5)  F(«i,  ut,  .. .,  Hn)=  o, 

et,  comme  utj  u2,  * . . ,  un  restent  constants  tout  le  long  d'une 
caractéristique,  il  s'ensuit  que  la  relation  (i5)  s'applique  à  tous 
les  éléments  de  l'intégrale  considérée. 

Inversement,  quelle  que  soit  la  fonction  F,  toutes  les  intégrales 
de  l'équation  (i5),  sauf  peut-être  les  intégrales  singulières,  satis- 
font à  l'équation  du  second  ordre.  D'une  façon  plus  générale,  si 
d\J  =  o  est  une  combinaison  intégrable  des  équations  différen- 
tielles (B),  toutes  les  intégrales  de  l'équation  du  premier  ordre 

U  =  C, 


—  u  - 

sauf  les  intégrales  singulières,  vérifient  L'équation  (3);  ce  que 
nous  exprimerons  en  disant  que  U  =  Cestune  intégrale  inter- 
médiairede  L'équalion  du  second  ordre.  En  effet,  d'après  la  façon 
même  dont  on  a  obtenu  le  système  (ï3),  les  caractéristiques  de 
U  =  G  sont  des  multiplicités  d'éléments  à  une  dimension  sntis- 
faisanl  aux  équations  (A);  les  intégrales  non  singulières deU  =  G 
sontdonc  aussi  des  intégrales  de  l'équation  du  second  ordre(n°  1). 

Remarque.  —  Toute  équation  du  second  ordre  qui  admet  une 
intégrale  intermédiaire  de  la  forme 

F(i*i,  u,  . . .  un)~ot 

où  F  désigne  une  fonction  arbitraire,  est  nécessairement  de  la 
forme  considérée  ici.  On  peut  le  vérifier  par  un  calcul  direct;  mais 
il   est  plus  simple  de  remarquer  que,  si  l'on  élimine  les  rapports 

de(/i  —  i)  des  dérivées  - — à  la  nième  dans  les   équations  dififéren- 

(fit  I 

tielles  des  caractéristiques,  on  obtient  n  relations  linéaires  et  bo- 
mogènes  en  dx^  dp^  outre  la  relation  évidente 

dz  —  />!  dx\  —  ...  —  pH  dxn  =  o. 

Il  nous  reste  à  démontrer  que  la  méthode  précédente  fournit 
bien  toutes  les  intégrales  intermédiaires  de  l'équation  du  second 
ordre,  c'est-à-dire  toutes  les  fonctions 

telles  que  les  intégrales  de  l'équation  du  premier  ordre  U  =  G, 
sauf  les  intégrales  singulières,  vérifient  l'équation  (3).  De  l'équa- 
tion 

(16)  U  =  C 

on  déduit,  en  effet,  en  difierentiant, 


(«7) 


/  OU 

OU 

01 

dU 

l  dpi 

Pli 

H-  . 

■  •    • 

àpn 

P\n 

ûx\ 

Pi 

oz 

=  0, 

\  OU 

c/U 

OU 

OU 

'  àpi 

Pu 

-+-  .  . 

.-+■ 

0pn 

Pin 

H- 

(),r-y 

Pi 

Oz 

=  0, 

f  dU 

0\J 

dU 

OU 

\  <V>, 

Pn\ 

• 

.  .  + 

àpn 

Pnn 

-+- 

dx„ 

Pi 

~0z~ 

=  o 

si  toutes  les  intégrales  de  l'équation  du  premier  ordre  I  C 
vérifient  l'équation  <lu  second  ordre  (3),  cette  équation  doil  être 
une  conséquence  des  relations  (17)5  car,  pour  une  intégrale  de 
L'équation  U  =  C,  il  ne  peul  exister  plus  de  /<  relations  distinctes 
entre  les  dérivées  du  second  ordre.  Or,  les  relations  précédentes 

(17)  sonl  identiques  aux  relations  (5)  où  l'on  aurait  posé 

dU  dV  d\ 

<^/^-  Oxi£  az 

D'après  le  théorème  établi  au  n°  2,  on  voit  que  U  doit  satis- 
faire à  l'un  des  systèmes  d'équations  obtenues  en  remplaçant  X/  et 
u/t  par  ces  valeurs  dans  les  conditions  (A)  ou  (B).  Les  deux  sys- 
tèmes d'équations  linéaires  auxquels  on  parvient  ainsi  sont  pré- 
cisément identiques  aux  systèmes  (i3)  et  (i4)« 

8.  On  a  vu  jusqu'ici  se  manifester  une  analogie  complète  entre 
les  propriétés  de  l'équation  de  Monge-Ampère  et  les  propriétés 
des  équations  étudiées  dans  ce  travail .  Pour  poursuivre  cette  étude, 
il  est  naturel  d'étudier  d'abord  les  équations  pour  lesquelles  l'un 
des  systèmes  de  caractéristiques  admet  (/i  -f-  1)  combinaisons  inté- 
grables  distinctes  ;  l'analogie  avec  l'équation  de  Monge-Ampère  se 
poursuit  encore.  D'après  les  résultats  du  n°  6,  les  deux  systèmes 
de  caractéristiques  doivent  être  confondus,  et  les  n  + 1  intégrales 
u{,  u2,  .  .  . ,  un+\  doivent  être  deux  à  deux  en  involution.  Soit 
alors 

(18)  F(ai,  m2>  •••?  un)=  o 

une  intégrale  intermédiaire  dépendant  de  la  fonction  arbitraire  F; 
puisque  l'on  a 

(  uh  u/,)  =  o        (  i,  k  =  1,  a,  . , . ,  n  -f- 1), 

il  s'ensuit  que  les  n  -f-  1  relations 

(19)  F  =  o,        Mt  =  «!,         ...,         un-iz=2  an-i,        un+i=an+it 

où  <7,.  —  <(/i-\,  «//+)  sont  /?-  constantes  arbitraires,  représentent 
une  intégrale  complète  de  l'équation  F  =  o.  On  peut  donc  en 
déduire,  par  des  éliminations  et  des  tlifferenliations  seulement, 
l'intégrale  générale  de  l'équation  F  =  o  et,  par  suite,  de  l'équa- 
tion du  second  ordre.  Si,  par  exemple,  l'élimination  de/>,,  p2 


—  Il)  — 
nn  entre  les  n  -+-  i  équations 

(20)       //i=  aif         11,-    a2i         .  ...         unr=a,i,         un+i=  a„+i 

conduit  à  une  seule  équation,  on  a,  pour  obtenir  L'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  du  second  ordre,  la  règle  suivante,  que  l'on 
établit  comme  dans  le  cas  de  deux  variables  indépendantes  : 

Soit 

(>.i  i  *(#i>  x-i,  . . . ,  a?/j,  z  ;  «i,  f(.2,  ....  «„,  a„  H  )=  o 

/c  résultat  de  l'élimination  de  />,,  /?2j  •••?  /?«  entre  les  n  -f-  1 
relations  (  20)  ;  pour  trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation 
du  second  ordre,  on  établit  entre  les  n  H-  1  paraniètres  ai  un 
certain  nombre  h  -h  1  de  relations  arbitraires  (A  =  1),  soit 

<*n-h+l  =  fl(ali    •  •    >  an-Ji  >) 


e/  /'o/?  élimine  a{ ,  a2,  ...,  ^«-/*  en*/*e  fe«  n  —  A  +  1  relations 

d<\>  d<ï> 

<I>  =  o,  -r—  =  o -7—     -  =  o. 

Lorsque  l'élimination  de/?,,  /?2,  •  ■  -,  pn  entre  les  (#1  4-  1)  rela- 
tions (20)  conduit  à  /-relations  distinctes  entre  x, ,  x->,  ...,  x„,  s, 
</,,  a2l  ...,  «/ï+n  l'intégrale  intermédiaire  du  premier  ordre  est 
semi-linéaire,  et  l'intégrale  générale  peut  encore  se  déduire  de 
l'intégrale  complète,  comme  l'a  démontré  M.  Sophus  Lie;  il  est 
à  remarquer  que  l'équation  du  second  ordre  correspondante  est 
de  degré  n  —  r  -f- 1  par  rapport  aux  dérivées  du  second  ordre.  Le 
cas  limite  est  celui  oùr  =  n;  l'élimination  de/?,,/?,,  ...,/?„  entre 
les  équations  (20)  conduit  à  un  système  de  />  équations  enlre  x{ , 

X-2,    •••-,  #*«,    S,   <7 1  ,   ^o,    ...,   U//+\   . 

(  22 )        Fi(a?i,  . . .,  .rrt,  s  ;  a1}  «2,  •  •  •>  ««+1  )>         •  •  -  >         F»  =  <>• 

Ces  relations  représentent,  dans  l'espace  à  /?  -H  1  dimensions,  une 
famille  de  courbes  dépendant  de  n  -f-  1  paraniètres.  L'équation 
correspondante  esl  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  du  second 
ordre,    el    l'intégrale    générale    s'obtient  en  prenant   les    hyper- 
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surfaces  de  l'espace  à  (n  i  ■  i)  dimensions,  engendrées  par  les 
courbes  précédentes  associées  suivanl    une  l<o  arbitraire  ('). 

Toutes  les  équations  de  la  classe  précédente  peuvenl  être  rame- 
nées à  une  même  forme  canonique  par  une  transformation  de 
contact;  les  (n  h  i)  fonctions  //, ,  u2)  ...,  n,i  h  étanl  deux  ;i  deux. 
en  involution,  on  peut,  en  effet,  Lrouver  une  transformation  de 
contact  qui  ramène  ces  fonctions  à  la  forme  suivante 

L'équation  du  second  ordre  correspondante  esl  alors 

c'est-à-dire  A  =  o  (n°  3);  elle  caractérise  les  hypersurfaces  déve- 
loppables  dans  l'espace  à  n-\-\  dimensions.  On  obtiendra  les 
équations  générales  de  ces  surfaces,  comme  on  l'a  expliqué  tout  à 
l'heure,  en  posant 

<I>  =  aïXi^r  .  . . -f-  anxn-±-  a,i-t-i  —  z  =  o. 

On  obtient  une  forme  canonique  encore  plus  simple  en  rame- 
nant m,,  ...,  u,i+i  à  la  forme 

ul=pu  u.2  =  x2,  ...,  un  =  xn,  Un,4-\  =  Z — piX\\ 

l'équation  du  second  ordre  correspondante  est  alors 

(04  )  /?n  =  o. 

En  revenant  à  un  système  de  variables  quelconques,  on  peut 
énoncer  comme  il  suit  les  résultats  obtenus  : 

Pour  déterminer  toutes  les  équations  du  second  ordre  qui 
admettent  deux  intégrales  intermédiaires  distinctes,  apparte- 
nant à  un  même  système  de  caractéristiques,  et  dépendant 
chacune  d'une  fonction  arbitraire  de  n  —  1  variables,  on 
déterminera  (2  n  -{-  1)  fonctions  X,,  X2,  .  .  -,  X„,  Z,  Pn  . . .,  Pn 


(  '  )  Ce  cas  particulier  a  été  spécialement  étudié  par  M.  Josef  Kiiischàk,  qui  l'a 
rattaché  à  an  problème  du  calcul  des  variations  :  Ueber  eine  Classe  der  par- 
tie/len  Differential-Gleichungen  zweiter  Ordnung  (Mathematischer  und  na- 
turwissenschaftlicher  Anzeiger  der  Akademie,  t.  XIV;  Budapest,  1R9K). 

XXVII.  > 
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des  >.n    h  i  variables  s,  27,  /></,,  satisfaisant  à  Vldentitè 

d'A  —  Pi  û?Xi  — . . . —  P,j  rfX«  =  p  (  ch  —  />i  dxi  —...  —  pn  dx„  |; 

V équation  du  second  ordre  cherchée  prendra  l'une  des  formes 
équivalentes  suivantes  ('  ) 

D(X1;  X„  ...,  X„)  =  Q  1)(Z,  X2,  ....  X„) 

I)(a7i,  a?î,  . . .,  #«)  D(a?n  a?g,  . . .,  a?„)  " 

Remarque.  —  Lorsque  Jes  deux  systèmes  de  caractéristiques 
sont  confondus,  et  qu'il  existe  n  intégrales  distinctes  pour  les 
équations  (i3),  ces  n  intégrales,  étant  deux  à  deux  en  involution, 
peuvent  être,  par  une  transformation  de  contact  convenable, 
ramenées  à  la  forme 

ui=pl,        Ui  =  p2,         . ..,        un  =  p,i, 

et  l'équation  du  second  ordre  devient,  par  cette  transformation, 
A  =  o.  On  voit  donc  qu'en  dehors  du  cas  qui  vient  d'être  examiné, 
lorsque  les  deux  systèmes  de  caractéristiques  sont  confondus,  il  y 
a  au  plus  (/i  —  1)  combinaisons  intégrables  distinctes  pour  les 
équations  différentielles  des  caractéristiques.  Par  exemple,  l'équa- 
tion 


(a5) 


àpnn 


a  ses  deux  systèmes  de  caractéristiques  confondus;  les  équations 
différentielles   des    caractéristiques    admettent  les    combinaisons 


intégrables 


dpx  =  o,         .  . . ,         dp 


n-\ 


mais  n'en  admettent  pas  d'autres,  si  la  fonction  a.nn  est  quel- 
conque. La  transformation  de  Legendre,  appliquée  à  l'équation 
précédente,  la  ramène  à  la  forme 

Pnn=f(-rux.2,   .  .  .,  xn.  z:  pi,  />,,   ...,/>„). 

9.   Supposons  maintenant  que  les  deux   systèmes   de  caracté- 
ristiques soient  distincts,  et  que  les  deux   systèmes  d'équations 

(')  Voir  le  Mémoire  de  M.  DARBOUX,  Sur  les  solutions  singulières  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  (  Mémoires  des  Savants  étran- 
gers, tome  27,  II"  série;  p.  212). 
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linéaires  (i3)  et  (i  \)  admetlenl  respectivemenl  //  intégrales 
distinctes  (un  //.,,  ...,  un)  et  (P| ,  r2,  ... ,  r„),  de  telle  façon  qu'il 
existe  pour  l'équation  «lu  second  ordre  deui  intégrales  intermé- 
diaires disl  inctes 

F|  ftu  u%,  . . .,  un)  -    0, 

•l'i  vu  *>a,  •  •  •  ,  vn)  =  o, 

dépendant  chacune  d'une  fonction  arbitraire  de  (//  —  i)  variables. 
D'après  le  théorème  établi  plus  liant  (n°6),  le  problème  revient 
à  déterminer  deux  groupes  G,  G;,  composés  respectivement  de  // 
fonctions  distinctes,  tels  que  deux  fonctions  appartenant  à  deux 
groupes  différents  soient  toujours  en  involution.  Soit,  en  effet, 

(G  Uu      U2,      ..  .,      W„, 

i  ■>.(>  ) 

(    Gr  Pls        t>2,         .  .  .,        Vn, 

les  deux  groupes  de  fonctions,  tels  que  l'on  ait,  quels  que  soient 
les  indices  i  et  /»,  \lti)  e/f  =  o]  ;  formons  l'équation  du  second 
ordre  qui  admet  l'intégrale  intermédiaire 

¥{uu  u2,  . . .,  un)  =  o. 

Cette  équation,  qui  peut  s'écrire 

D(«i,  m2,  . . . ,  m„) 


v{Xx,  x-2,   .  .  . ,  a~rt) 


==  o 


admet  les  n  combinaisons  intégrables  dal  =  o1  ...,  f/W/i=0, 
pour  un  de  ses  systèmes  de  caractéristiques.  Le  second  système 
de  caractéristiques  est  formé  par  les  caractéristiques  de  l'équation 
du  premier  ordre,  où  F  est  une  fonction  arbitraire.  Mais  on  a, 
quel  que  soit  F,  les  relations 

[F,  vx]  =  o,         ...,         f  P,  vn]  =  o. 

de  sorte  que  ch\  =  o,  ...,dvn  =  o  sont  n  combinaisons  intégrables 
des  équations  différentielles  de  ce  système. 

Chacun  des  groupes  G,  G'  peut  être  mis  sous  une  infinité  de 
formes  distinctes,  sans  changer  l'équation  du  second  ordre  corres- 
pondante. JNous  dirons,  pour  abréger,  qu'une  fonction  appartient 
au  groupe  G,  si  elle  peut  s'exprimer  au  moyen  des  fonctions  «,, 
it2,  —  un  seulement  ;  il  est  clair  qu'on  pont  remplacer  les  n  fonc- 
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lions  //,,  u>,   u„   par  n  fonctions  distinctes  appartenant  au 

groupe  G,  et  de  même  pour  le  second  groupe.  On  profitera  de 
cetic  propriété,  comme  on  le  verra  pins  loin,  pour  ramener  les 
deux  groupes  <1  et  G' à  une  forme  simple. 

Remarquons  aussi  «pie,  si  l'on  a  une  solution  du  problème,  on 
peut  en  déduire  une  infinité  d'autres  en  appliquant  aux  variables 
s,  .Xi,  pi,  une  transformation  de  contact  quelconque;  nous  ne  con- 
sidérerons pas  comme  essentiellement  distinctes  tontes  les  solu- 
tions que  l'on  peut  ramener  l'une  à  l'antre  par  une  transformation 
de  cette  nature. 

Les  n  fonctions  (//,,  //2,  ...,  un)  sont,  par  hypothèse,  distinctes, 
ainsi  que  les  n  fonctions  (r,,  v2,  ...,  vn);  mais  il  peut  arriver 
qu'il  existe  r  fonctions  appartenant  à  la  fois  aux  deux  groupes. 
Soient  «>*,  w2,  ...,  wr  ces  r  fonctions;  les  deux  groupes  peuvent 
alors  s'écrire 

G  «'!,       K>2,        .  .  .,       «V,       Mr-t-lj        ■  •  •  ,       Un, 

G'  Wi,       <v2,       •••,      «V,       P/M-l»        ••■>      v'>- 

Le  nombre  r  est,  au  plus,  égal  à  n  —  a;  si,  en  effet,  Ton  avait 
r=n  —  i,  on  aurait  d'abord  [«?,*,  «>A]=o,  puisque  w,  et  «>* 
appartiennent  à  la  fois  aux  deux  groupes,  et  ensuite 

[«'l,  "»]  =  o>  ••-,  [Wf/ï-l,  wft]  =  o, 

de  sorte  que  le  groupe  G  serait  en  involution,  cas  qui  a  déjà  été 
traité  (n°  8). 

Les  fonctions  w,,  cv2,  ...,  wr  sont  les  fonctions  distinguées  des 
deux  groupes  complémentaires  G  et  G';  elles  sont  en  involution 
avec  toutes  les  fonctions  de  chacun  de  ces  groupes.  Il  est  évident 
que  deux  groupes,  qui  se  déduisent  V un  de  Vautre  par  une 
transformation  de  contact,  ont  le  même  nombre  de  fonctions 
distinguées;  la  réciproque  sera  démontrée  plus  loin. 


a:\-yu 

.r2 

y** 

. .  . ,         xn  — yn> 

/>!  = 

•  ? 

Pn  =  -  - —  ; 

<7«H-1 

yn-*-li 


10.   Effectuons  la  transformation  suivante 
toute   fonction   des   2  n  +  1    variables  .77,  />*,   z  se  change  en  une 
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fonction  des  a/i-f-  2  variables  ) -,,  y,,  homogène  <'i  de  degré  zéro 
par  rapport  aux  y,,  et  réciproquement.  Soienl 

Ui,    U, U„, 

\  1 ,     \  2 ,      •  •  • ,     V/|, 

lc>  deux  groupes  <l<-  fonctions  qui  remplacent  les  deux  groupes  G 
et  G';  on  a,  comme  il  esl  facile  <l<'  le  vérifier, 

(28)  (U,,  V/,)  = —  [m*,  p*]  =  o, 

en  posant,  d'une  manière  générale, 

Là  dqt  ôyi        dyt  dqt 

Les  n  équations  linéaires 

(V„/)  =  o,        ...,        (V„,/)  =  o 

admettent  pour  intégrales  les  n  fonctions  U<,  U2,  • ..,  U„,  et,  par 
suite,  toutes  les  parenthèses  (U/,  U*).  L'une  au  moins  de  ces 
parenthèses  n'est  pas  nulle,  soit  (LJ<,  U2);  c'est  une  fonction 
homogène  et  de  degré  —  1  de  y<,  y2,  . ..,  qn->  et,  par  conséquent, 
une  fonction  distincte  de  U|,  U2,  ...,  U„,  que  nous  désignerons 
par  Un+{ .  Tout  pareillement,  les  (n  -f-  1)  équations  linéaires 

(U1,/)  =  o,         ...,        (U„,/)  =  o,        (Un+1,/)  =  o 

admettent  pour  intégrales  les  n  fonctions  V0  V2,  ...,  Vw  ;  comme 
l'une  au  moins  des  parenthèses  (V/,  Va)  n'est  pas  nulle,  on  en 
déduira  une  nouvelle  intégrale  Yn+i,  qui  sera  homogène  et  de 
degré  —  1  par  rapport  aux  qt. 

La  transformation  qui  précède  fait  donc  correspondre  aux 
deux  groupes  primitifs  G,  G'  deux  nouveaux  groupes  H,  H',  de 
(/?  +  1)  fonctions  à  2  n  +  2  variables  conjuguées  (yt,  qt),  •  ••> 
(yn+ii  cln+*)i  homogènes  par  rapport  aux  y/, 

•  •>     U»+i, 

•  -  ■>     */*-m? 

(i,  k  =  1,2,  ...,«  +  i). 


(  H 

Ui, 

Ut, 

(H' 
tels  que  l'on  ait 

v„ 

v2, 

(U,,  V*)  = 

=  0 

(i,J 

^) 


Les  deux,  groupes  II,  II'  constituer! I  donc  deux  groupes  po- 
laires homogènes  de  //  -4-  1  fonctions  à  in  -\-  2  variables  conju- 
guées ( '  ). 

Inversement,  soil  II  un  groupe  homogène  d'ordre  n  -+-  1 ,  non 
en  involution;  le  groupe  polaire  H' est  également  d'ordre  n  H-  1  et 
non  en  involution.  Ghacun  de  ces  deux  groupes  admet  n  fonctions 
distinctes  qui  sont  homogènes  et  d'ordre  zéro  par  rapport  aux  qt. 
Soient  U(,  .  .  .,  U/i  les  n  fonctions  homogènes  du  groupe  11  et  V,, 
V2,  .  ..,  Y„les  n  fonctions  homogènes  de  H'.  En  revenant  aux 
variables  primitives  Xi^pi^Z,  ces  2  n  fonctions  donnent  naissance 
à  deux  groupes  de  n  fonctions 

G'      vu      e2,      ...,       vn\ 

les  relations  (U/,  Va)  =  o  deviennent  d'ailleurs  [#/,  M*]  =  o,  de 
sorte  que  les  deux  groupes  G,  G'  fournissent  bien  une  solution 
du  problème  proposé.  La  question  est  donc  ramenée  à  la  déter- 
mination de  tous  les  groupes  homogènes,  non  en  involution,  de 
n  -+-  1  fonctions  à  2  n  -+-  2  variables  conjuguées 

Quand  on  effectue  sur  les  variables yi,  ^//  une  transformation  de 
contact  homogène,  c'est-à-dire  telle  que  yuy^  *..,yn+\  soient 
des  fonctions  des  variables  nouvelles  y'n  q'n  homogènes  et  de  degré 
zéro  par  rapport  aux  q'n  tandis  que  les  variables  q^  .  .  . ,  q,,+\  sont 
homogènes  et  du  premier  degré  des  variables  q't,  ces  fonctions  sa- 
tisfaisant  d'ailleurs  à  la  relation 

Yi  dyx  -+-  . . .  -+-  <jn+x  dyn+t  =  q\  dy\  -+-...-+■  q'n+i  dy'n+u 

on  sait  cpi'il  y  correspond  pour  les  variables  s,  Xi,  ]>k  une  trans- 
formation de  contact  tout  à  fait  générale,  et  réciproquement. 
D'autre  part,  le  groupe  homogène  H  se  change  en  un  nouveau 
groupe  homogène  H, ,  et  toute  fonction  homogène  et  de  degré  zéro 


(')  Sophus  Lie,  Begrûndung  einer  Invarianten- Théorie  der  Beruhrungs- 
Transformationen  (Mathematischè  Anna/en,    t.  Mil,   p.  2iô-3o3;    id.  t.    XI, 

p.  464-555).—  Théorie  der  Transformationsgruppcn.  Zweiter  Abschnitt,  p.   178- 

2DO. 

J'ai  donné  un  résumé  de  cette  théorie  dans  \c  Chapitre  XII  de  mes  Leçons  sur 
1  intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  p.  a38. 
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du  groupe  II  s'exprimera  au  moyen  des  //  fonctions  homogènes 
ei  de  degré  zéro  du  groupe  Il(.  Le  groupe  (<  correspondant  au 
groupe  homogène  II  se  change  donc  en  un  nouveau  groupe  qui 
se  déduil  de  1 1  (  comme  (  i  se  déduit  de  11.11  suit  de  là  que,  si  l'on 
ue  considère  pas  comme  distincts  ions  les  groupes  (*  qui  peuvent 
se  déduire  de  l'un  d'entre  eux  par  des  transformations  de  con- 
tact, il  suffira,  pour  avoir  toutes  les  formes  essentiellement  dis- 
tinctes des  groupes  (i,  de  considérer  tous  les  groupes  homogènes 
d'ordre  n  +  i  essentiellement  distincts. 

11.  Etant  donné  un  groupe  homogène,  non  en  involulion, 
M.  Sophus  Lie  a  démontré  que  l'on  peut  toujours  le  ramener  à 
l'une  des  formes  canoniques  suivantes  (*)  : 

(II)     ^i>    Y2,     ...,    Ym,    Qi,     ...,    Q/H,    Y/n+1,     . ..,    Yr,    Q/i-f-i, 

suivant  qu'il  renferme  des  fonctions  distinguées  d'ordre  nul  ou 
non,  les  Y,  étant  des  fonctions  homogènes  d'ordre  zéro  par  rap- 
port aux  qt,  et  les  Q;  des  fonctions  homogènes  d'ordre  i,  satisfai- 
sant aux  relations 

(Y,-,Y*)=o,     (Q/,Q*)  =  o,     (Y/,Q/)=i,      (Y,,Q*)=o. 

On  peut  ensuite  compléter  le  groupe  (I)  ou  le  groupe  (II)  par 
d'autres  fonctions  Qw+1 ,  .  .  . ,  Q«+i,  Yw+r+f,  .  .  .,  Y„+,  de  façon 
à  former  un  groupe  canonique  de  2/1  +  2  termes;  et  enfin,  en 
effectuant  une  transformation  de  contact  convenable,  on  voit  que 
l'on  peut  prendre  pour  forme  canonique  d'un  groupe  homogène 
une  des  deux,  formes  suivantes 

(')        yu  y*   •  ••>  y  m,  q\,  q-i,   —  qm,  ym+u   ■  •-,  y,-, 
(H)  yit  y-2,   ...,  y  m,  qu  q%,   •  •>  ?«,  ym+u    •  ••>  y>-,  qn+i- 

Considérons  d'abord  la  forme  (I)  ;  on  doit  avoir 
et  le  nombre  des  fonctions   distinguées    d'ordre  nul  /*  —  m    est 


(  '  )  La  forme  canonique  (  II)  n'est  pas  absolument  identique  à  la  forme  employée 
par  M.  Sophus  Lie,  mais  il  est  facile  de  passer  de  l'une  à  l'autre. 
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toujours  de   même  parité   que  n-\-\.  Le  nombre  ///  peut  varier 

depuis  i  jusqu'au  plus  grand  entier  contenu  dans -Quaritau 

groupe  polaire  II',  il  a  pour  forme  canonique 

J'/m-i,     •••>   JVti>    Çr+U     •••>    fJii-\\,   ym+u     •••>    y>-- 

Pour  passer  aux  deux  groupes  G,  G'  correspondants,  nous  po- 
serons 

7/   . 


/>/  = 


?/« 


ce    qui   donne  pour  ces  deux  groupes,   en  modifiant  un   peu  les 
notations. 


(29) 


G 

.r,,  x.2, . 

•i  xqi  P\i  ■•• 

i  Pqi  ^q+li  •••>  #"/'>  -2  Ij 

G' 

T  V->r\ï    •    • 

/>IH-1 

Pn 

,  xr 

La  somme  q  -\-  r  est    égale  à  /z  —  i  et  q  peut  varier  depuis  i 


jusqu'au  plus  grand  entier  contenu  dans •  Les  fonctions  qui 

sont  communes  aux  deux  groupes  sont  xq+\ , .. .,  «rr,  et  leur  nombre 
est  égal  à  n  —  i  —  iq\  il  peut  prendre  les  valeurs  n  —  3.  n  —  5,  ..-, 
toutes  de  même  parité. 

Si  le  groupe  homogène  H  a  la  forme  (II),  le  groupe  polaire  H' 
se  compose  des  n  -+-  i  fonctions 

yr+U      •••»    y  ni      Çr-hli     •  •  •  >     <Jni    y  m^\i      •••>    y  n     Çn-hU 

el  les  groupes  correspondants  G,  G'  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme 


(3o) 


G   |  X\,  X-2,  .  •  .  ,Xq,  pi,  .  .  .  ,  Pq,  Xq+\  ,  .  .  .  ,Xr  j, 

G' 


•2-V-l-l  j  •  •  •  i  *£/liPr-hli  •  •  •  ? Piii  &q-hl  i  •  •  •  i  'rr 


La  somme  q  -\-  r  =  n}  elle  nombre  q  peut  varier  de  i  jusqu'au 
plus  grand  entier  contenu  dans-:  le  nombre  des  fonctions  com- 
munes aux  deux  groupes  est  n  —  iq,  et  ce  nombre  peut  prendre 
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les  valeurs  /i    •  2,  n  —  î ,  //      6 etc.  On  voit  que  nous  obtenons 

en  tout  n  \  formes  canoniques  pour  les  deux  groupes  G  et  G, 
ces  formes  son!  essentiellement  distinctes,  < ■  n  r  chacune  d'elles  esl 
caractérisée   par   le    nombre  des    fonctions  distinctes  qui  appar- 


tiennent ;i  la  lois  ;m\  deux  groupes, 


\  chacune  de  ces  fonctions  canoniques  correspond  une  forme 
canonique  d'équation  du  .second  ordre,  admettant  deui  intégrales 
intermédiaires  distinctes.  On  peut  obtenir  sous  forme  explicite 
l'intégrale  générale  de  chacune  de  ces  équations.  Il  résulte,  on 
effet,  de  ce  qui  précède  qu'elles  admettent  toujours  une  intégrale 
intermédiaire  de  la  forme 

ou  de  la  forme 

(3-2)  ¥{xupu  X2,  /?2,  •  •  •tVqiPqt'Bq+U  ■  •  ■»##■)  =0, 

et  il  suffit  de  montrer  que  l'on  peut  supposer  Ja  fonction  F  mise 
sous  une  forme  telle  qu'il  soit  possible  d'intégrer  ces  équations  du 
premier  ordre. 

Prenons  d'abord  l'équation  (3i  )  ;  si  l'on  y  considère  xq+{ ,  .  .  . , 
ûcn  comme  des  paramètres,  elle  admet  une  intégrale  complète 
de  la  forme 

Z  =  *(#i,  3?2î    «  •  •  5  Xq  '•>    ïïq+i ,    .  .  .  ,  Xr  \   (Zi,   do,    .  .  .  ,  CLq)  ', 

la  fonction  F  étant  arbitraire,  il  est  évident  qu'il  en  est  de  même 
de  <ï>,  et  réciproquement.  Pour  déduire  de  cette  intégrale  complète 
l'intégrale  générale,  on  sait  qu'il  faut  établir  entre  an  a2,  ...,  aq 
un  certain  nombre  de  relations,  ces  relations  contenant  en  outre 
les  variables  %q+\ ,  ...,  xr,  xr+t>  •••?  Km  qui  jouent  ici  le  rôle  de 
paramètres.  D'après  ce  que  l'on  sait  sur  la  théorie  des  intégrales 
complètes,  on  peut  supposer  que  ces  relations  se  réduisent  à 
une  seule,  soit 

Clq  =  xl  (Xq+i,    .  .  .  ,  Xr  5  X r-^-\  ,    .  .  .  ,  Xn  \  #1,  a2,    •  •  •  >   &q-hl  )> 

et  l'intégrale  générale  est  représentée  par  le  système  de  q  équa- 
tions 

/  z  =  *[a?i,  ...,a?7,  ...,  xr\  au  ...,aq-{;  W(xq+l,  ...,  xr,  ...,xn;  «i,«2,  ...,  aq   i)J, 
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à  cause  de  la  relation  q  +  /•  =  //  —  r ,  chacune  des  fonctions  $ 
et  XV  dépend  bien  de  (n —  1)  arguments,  et  les  deux  fonctions 
arbitraires  se  trouvent  mises  en  évidence. 

Dans  le  cas  particulier  où  q  =  1,  les  formules  se  simplifient,  et 
l'intégrale  générale  est  fournie  par  l'équation  unique,  résolue  par 
rapport  à  z, 

(34)  z  =  <!»[  .r,,  a?2, xn-i\  *ir(>2,  ^3»  • . -,  #«)]; 

l'équation  du  second  ordre  correspondante  est 

PnP\,n-\ — Pn-\Pl,n—  O. 

Si  l'intégrale  intermédiaire  est  de  la  forme  (32),  elle  admet  une 
intégrale  complète  de  la  forme 

Z  =  <P(XU  .7\,    .  ..,  Xq\  Xq+i,    .  ..,  T,.\  du  rt2,    .  ..,  dq-i)  4-  «,,, 

et,  en  raisonnant  comme  tout  à  l'heure,  on  en  déduit  que  l'inté- 
grale générale  est  représentée  par  le  système  de  q  équations 

iz  =  *(a?i, xq,  . . .,  a?,.;  a,,  «2,  . ..,  <*q-i) 
-+-  W(  Xq+\ ,  . . . ,  xr  ;  ^/--t-i,  . . . ,  #«  ;  «i ,  ....  rt,y_ !  ), 
_H-^  =  o  (i  =  l,2,. ..,?-,), 

<ï>  et  V  désignant  des  fonctions  arbitraires.  Si  7=1,  l'intégrale 
générale  est  donnée  par  l'équation 

(3G)  z  —  <î>(.r,,  x2,  . ..,  ar„_i)  -+-  lF(.r2.  .r.$,  . ..,#«), 

et  l'équation  du  second  ordre  correspondante  est 

Pl,n=  O. 

12.  Nous  allons  énumérer  les  diverses  formes  canoniques  pour 
n  =3,  4i  5. 

Si  n  —  3,  on  a  les  deux  formes  canoniques 

(a)    />12  =  o,         (j3)    />12/>3  —  p\ip-i=  o; 
la  forme  (a)  admet  les  deux  intégrales  intermédiaires 

/'l  =  /(#!  ,   #3  ),  /'.'  =  f\  (  -^2  -   &*  )  , 
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el  l'intégrale  générale  esl 

o  et  <L  étant  deux  fonctions  arbitraires.    La  forme  (|3)  admel   les 
deux  Intégrales  intermédiaires 

/'.       /l  a?i,   8  ►,  />2  -  f\(-r-i,  .r.t), 

el  L'intégrale  générale  esl 

z  =  o[xu  «(/(a?»,  a;8)], 

cd  ri  'v  désignant  encore  deux  fonctions  arbitraires. 
Pour  n  =  4»  on  a  trois  (ormes  canoniques 

(*')      Pli=<>,  (fi')      /?12/>3  —  /?2/>13=  O,  (Y)       Pl3/>n     ~  Pl\P23=-   O; 

la  forme  (a')  admet  les  deux  intégrales  intermédiaires 

P\=f(xU  #3,  #4),  /?ï=/l(^2>  ^3,  #4), 

et  l'intégrale  générale  est 

z  =  «(#,,  a?3>  a?*)  •+-  ^(^  373,  ar4). 
La  forme  (jj')  admet  les  deux  intégrales  intermédiaires 

et  l'intégrale  générale  est 

2  =  cp[a?i,  #4,  <Ka?2,  a?3,  a?*)]. 

Enfin,  la  forme  (y)  admet  les  deux  intégrales  intermédiaires 

/>i=/(a*i,/>2,  a?2),        />3=/i(a?3>/>*i  a?4), 

et  l'intégrale  générale  est  représentée  par  le  système  des   deux 

équations 

Îz  =  o(xx,  a?2,  a)  H-  ty(xa,  a?*,  «), 

«  désignant  un  paramètre  auxiliaire. 

On  remarquera  sur  ces  exemples  une  loi  générale  qui  se  déduit 
aisément  des  résultats  précédents,  à  savoir  que,  parmi  les  n  —  1 
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formes  canoniques  relatives  à  une  équation  à  //  variables  indépen- 
dantes, figurent  les  //  —  2  formes  canoniques  relatives  au  eus  de 
//  —  1  variables  indépendantes.  Lorsque  le  nombre  des  variables 
indépendantes  augmente  (rime  unité,  il  ne  s'introduit  doncqu  une 
forme  canonique  réellement  nouvelle.  Connaissant  L'intégrale 
générale  d'une  équation  canoniqne  à  (n  —  1)  variables  indépen- 
dantes .r,,  x2,  . ..,  Xn-\,  pour  avoir  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion canonique  correspondante  à  n  variables  jt,  .  x2,  .  .  .,  œ„,  il 
suffit  d'ajouter  la  variable  ,r„,  à  titre  de  paramètre,  dans  les  deux 
fonctions  arbitraires  qui  figurent  explicitement  dans  l'intégrale 
générale  de  l'équation  à  (/?  —  1)  variables  indépendantes. 

Ainsi,  pour  n  =  5,  on  a  d'abord  les  trois   formes  canoniques 
(a'),  (P'),  (y)  et  la  forme  canonique  nouvelle 


(8) 


/>13  Plk  PIS 
P-23  Pï\  PT6 
P%         P\         Ph 


=  o, 


qui  admet  les  deux  intégrales  intermédiaires 


Ps  _  *  (  ~     ~     -    P* N 


Pi=f(*i,  ^2,  z,p{),        —  =/i(  -r3,  a?*,  ^s,-1  )• 

Pz  \  pz I 

L'intégrale  générale  est  représentée  par  le   système    de  deux 

équations 

l  z  =  o[xu  x.2,  a,  ty(xs,  xki  a?8,  «)], 

do        do  dû 
da        d<\>  da 


1 


a  désignant  un  paramètre  auxiliaire. 

13.  Pour  présenter  les  résultats  obtenus  sous  la  forme  la  plus 
générale  possible,  remarquons  que  l'une  quelconque  des  équations 
canoniques  à  n  variables  admet  une  intégrale  intermédiaire  de  la 
forme 

(38)  F(tf!,   M2,    .  •  .,   Un)  =  O, 

//,,  u2,  ...,  uH  étant  pris  parmi  les  111  -\-  1  variables 

(39)  xu     .r.,,     a?„,    pu    p2,     ...,    pn-     «- 

Inversement,  quelles  que  soient  les  11  quantités  choisies  parmi 
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celles-là,  L'équation  (38)  représente  toujours  une  intégrale  inter- 
médiaire d'une  équation  appartenant  à  la  catégorie  que  nous 
venons  d'étudier.  Cela  esl  d'abord  évidenl  si  U\)  h*-,  •  •  •■>  un  sont 
d<Mi\  à  deux  en  involution  ;  L  équation  du  second  ordre  correspon- 
dante esl  une  de  celles  qui  ont  été  étudiées  au  n"  «S. 

Si    les   fonctions  t(t,    //,.    .  .  .,   u„    ne    sont    j>;is  deux    à    deu\    en 

involution,  il  suffît,  pour  notre  objet,  de  montrer  que  Ion  peut 
trouver  //  autres  fonctions  distinctes  (r,,  e.2,  ...,  vn)  telles  que 
l'on  ail  (#/,  Vh)  =  o,  quels  que  soient  les  indices  i  et  k\  la  dé- 
monstration n'offre  aucune  difficulté.  Le  groupe  des  n  fonctions 
(//,,  u2)    •  •,  un)  est  de  la  forme 

X\y      Pli        •••>       xqi      Pqi       ^"q-hii        '  '  '  ■>       xr-,      Pr-hli        •••:      Ps, 

ou  de  la  forme 

X\,      pi,        ...,       Xq,      Pq,       Z"q-h\,        ...,       #/•»      />r-M?        •••>      Psi       z '•> 

Dans  le  premier  cas,  on  a  q  -\-  s  =  n,  et  le  groupe  de  n  fonc- 
tions distinctes 

#S+1j      Ps+li       •••>      #//•>      /*«>      &q-\-\i       •••       ^r>      Pr+li       •••}      7^5 

a  toutes  ses  fonctions  en  involution  avec  les  z//. 

Dans  le  second  cas,  on  a  q  -h  5  =  /i  —  i ,  et  le  groupe  de  n  fonc- 
tions 

Ps-hl  Pn-l  . 

■^5+1  >        •  •  •  >       3?  Ai  »  ?        '  *  *  >  » 

Pu  Pa 

Pr-hl  Ps 


Z'q-hl  >        •  •  •  ■>       & r  ? 


Pn  Pn 


a  encore  toutes  ses  fonctions  en  involution  avec  les  ii[. 

Ce  résultat  est  d'un  énoncé  plus  général  que  le  résultat  obtenu 
aux  paragraphes  précédents  (n°  11),  mais  il  est  moins  précis,  car 
toutes  les  équations  du  second  ordre  obtenues  par  ce  dernier  pro- 
cédé ne  sont  pas  essentiellement  distinctes. 

En  revenant  maintenant  à  un  système  de  variables  quelconques, 
par  une  transformation  de  contact  générale,  on  voit  que  les 
résultats  obtenus  peuvent  être  résumés  comme  il  suit  : 

Soient  \,,  X2,  .  .  .,  X„,  P, ,  P2,  .  .  .,  P„,  Z  des  fonctions  des 
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(  :>.  n  -+-  i)  va  lia  blés  .r,,  x.>,  .. .,  ./■„,  /y, ,  p2i  —  />„,  r,  satisfaisant 
à  l'identité 

(IV.  —  P,  ûfXi  — . . .  —  I  '„  C?X  «  =  p  (  ûk  —  p  i  fl&Pj    -  .  .  .  —  pn  dxn  )  ; 

toute  équation  de  la  forme 

DO,,  ZZ,,    .  .  .,   Un) 


l)(xu  a-'a,  ..  .,  #„) 


=  o, 


oà  //,,  //.,,  .  .  .,  un  sont  n  quelconques  des  fonctions  Z,  X/,  P*, 
admet  deux  intégrales  intermédiaires  distinctes.  Réciproque- 
ment, toute  équation  du  second  ordre  qui  jouit  de  cette  pro- 
priété peut  être  obtenue  de  cette  façon. 

Remarque.  —  Etant  donnée  une  équation  du  second  ordre 
appartenant  à  la  catégorie  précédente,  on  peut  toujours  recon- 
naître, sans  aucune  intégration,  à  quelle  forme  canonique  il  est 
possible  de  la  ramener  par  une  transformation  de  contact,  car  cela 
revient  à  déterminer  le  nombre  des  intégrales  communes  aux  deux 
systèmes  (i3)  et  (i4)«  La  réduction  effective  exige  d'abord  l'inté- 
gration de  ces  deux  systèmes,  puis  la  réduction  d'un  groupe 
homogène  d'ordre  n  -f-  i  à  sa  forme  canonique;  ce  dernier  pro- 
blème est  traité  en  détail  dans  les  travaux  déjà  cités  de  M.  Sophus 
Lie,  auxquels  nous  renverrons  le  lecteur. 

14.  Je  terminerai  ce  travail  par  quelques  remarques  sur  les 
équations  linéaires  par  rapport  à  z  et  à  ses  dérivées.  Il  est  naturel 
de  cherchera  étendre  à  ces  équations  la  méthode  de  transforma- 
lion  de  Laplace.  Or,  si  l'on  prend  cette  méthode  sous  sa  forme 
générale  ('),  on  reconnaît  aisément  que  le  succès  de  ce  procédé 
de  transformation  tient  à  ce  que  l'équation  peut  s'écrire 

X[Y(z)]-haX(z)  +  bY(z)  +  cz  =  M, 
où 

ox  à  y 


(')  Leçons  sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  à  deux  variables  indépendantes,  t.  Il,  chap.  V. 
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<i,  />,  C|  M,  x«,  %2i  3h  3a  étani  «les  fonctions  des  variables  x  et  r. 
Prenons  maintenant  une  équation  à  //  variables  indépendantes 

./•, ,  ./_.,  ...,  Xm  qui  l)('Ml  s'écrire  sous  une  forme  analogue 

(,'o)  \|  Y(  ci]   i   aX(j)  i   b\(z)  +  cz  =  M, 


ou 


V(/)  =  Pl^+...+  pn£: 

cette  équation  peut  encore  s'écrire 

(4l)        \[Y(z)~haz]-h  b[Y(z)-haz]-hz(c  —  X(a)—  ab]  =  M. 

Si  le  coefficient  de  5,  A  =  X(«)+  au  —  c  est  nul,  l'intégration 

est  ramenée  à  l'intégration  de  deux  équations  du   premier  ordre 

successivement 

X(m)h-  bu  =  M, 

Y (z)  -\-  az  —  u. 

Si  le  coefficient  h  n'est  pas  nul,  prenons  une  inconnue  nouvelle 
en  posant 

(4*)  zl  =  Y(z)+az; 

ce  qui  permet  d'écrire  l'équation  proposée 

(43)  X(zi)-+-bzi=  As-f-M. 

L'élimination  de  .3,  entre  les  deux  relations  (42)  et  (43)  conduit 
à  l'équation  (4i)  elle-même,  landis  que  l'élimination  de  z  conduit 
à  une  nouvelle  équation  de  forme  analogue 

(44)  Y[X(*1)-4-&*,]  +  a1[X(*I)-+-6s,]  =  ^1-i-M1; 

la  transformation  définie  par  les  formules  (4^)  et  (43)  ramène 
ainsi  l'une  à  l'autre  les  équations  (4»)  et  (44)-  On  a  bien  là  une 
transformation  analogue  à  celle  de  Laplace  ;  mais,  pour  qu'on 
puisse  avoir  une  suite  de  transformations,  et  non  une  transforma- 
tion unique,  il  faudrait  que  l'on  puisse  permuter  X[\(s)]  et 
Y[X(^)]  sans  changer  la  forme  de  l'équation  (41)'  autrement  dil, 


que  l'on  ait  une  identité  de  la  forme 

\|  Y(«)J  —  Y[X(*)]  =XX(«)H-|iY(*). 

Les  conditions  précédentes  sont  d'ailleurs  suffisantes;  car  la 
méthode  de  Laplace,  sous  sa  forme  générale,  s'étend  sans  aucune 
modifîcal  ion. 

Etant  donnée  une  équation  linéaire  du  second  ordre,  il  est 
toujours  possible  de  reconnaître  sans  aucune  intégration  si  les 
conditions  précédentes  sont  remplies.  En  effet,  pour  que  l'en- 
semble des  termes  qui  renferment  les  dérivées  du  second  ordre 
soit  identique  à  l'ensemble  des  termes  du  second  ordre  de  X[Y(s)], 
il  faudra  que  ces  termes  soient  précisément 

i       k 

La  forme  associée  à  l'équation  du  second  ordre 

T      V   dF  et 

1  =  7,  a —  ?«'?* 

est  alors  décomposable  en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires 

i  =  («i{i-h...H-«»5»)(Pi5i-i-...+  M»)- 

11  faudra  donc  d'abord  que  H  forme  associée  à  l'équation 
linéaire  proposée  soit  le  produit  de  deux  formes  linéaires;  notre 
équation  du  second  ordre  doit  donc  rentrer  dans  la  catégorie  étu- 
diée ici  et  posséder  deux  familles  de  caractéristiques  du  premier 
ordre.  Cette  condition  étant  supposée  satisfaite,  la  décomposition 
de  la  forme  associée  T  en  ses  deux  facteurs  linéaires  fait  connaître 
les  coefficients  a/,  f}/,  et,  par  suite,  X(s)  etY(>s).  11  restera  à 
vérifier  si  le  premier  membre  de  l'équation  proposée  peut  être 
mis  sous  la  forme 

(45)  X[Y(*)l  +  aX(*)H-ftY(*)-+-c*=  M, 

et  si  l'on  a  identiquement 

(40)  X[Y(*)]  -  Y[X(*)]  =  \X{m)  -+-  |iY(j  », 

ce  qui  n'exige  évidemment  que  des  calculs  tout  à  fait  élémentaires. 
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I").  Il  esl  Intéressanl  de  remarquer  que  toute  équation  du 
second  ordre  <jm  satisfait  aux  conditions  précédentes  peut  être 
ramenée,  par  un  changement  de  variables,  à  l;i  forme  même  <l<- 
Laplace.  En  effet,  unr  des  familles  <l<:  caractéristiques  <lc  l'équa- 
tion du  second  ordre  esl  définie  par  l<is  équations  différentielles 

dx\       '/r,  dœn 

\-\~  )  — —  —  — — —  ——  ' 

Inéquation  non  écrite  étant  linéaire  en  dpt,  .  .  .,  dpn.  Comme  a,, 

a2,  .  .  .,  a„  ne  renferment  que  les  variables  x^,  x2,  .  .  .,  x,n  les 
équations  (47)  admettent  (/?,  —  1)  combinaisons  ihtégrables 
distinctes,  que  l'on  obtiendra  par  l'intégration  de  l'équation  li- 
néaire X(y)  =  o.  Le  second  système  de  caractéristiques  admet 
de  même  (//  —  1)  combinaisons  intégrables  distinctes,  qui  s'obtien- 
dront en  intégrant  l'équation  Y  (f)  =:  o.  L'identité  (4o)  prouve 
que  ces  deux  équations  X(/")  =  o,  Y  (/*)  =  o  forment  un  système 
complet,  c'est-à-dire  qu'elles  ont  (/i  —  2)  intégrales  communes 
distinctes.  On  peut  alors  effectuer  un  changement  de  variables  tel 
que  l'équation  X(  f)  =  o  admette  les  n  —  i  intégrales 

et  l'équation  Y  (f)  =  o  les  n  —  1  intégrales 

xl ,      X  •{  j       .  .  .  ,      x  n  , 

on  aura  alors  identiquement 

et  l'équation  (45)  prendra  la  forme  de  l'équation  de  Laplace 
d*z  àz        ,     dz 

OX^OX%  oxl  ox2 

Les  variables  x'.v  Qè\,  .  .  .,  r^  ne  figureront  que  dans  les  coeffi- 
cients «, ,  6{,  c«,  M<. 

Prenons,  par  exemple,  l'équation  étudiée  par  M.  Forsyth  (') 

Pii  +  pi*  —  Pii—pi3-\ — — =0, 

x  •■>  — t—  JC  x 


(')  Phitosophicctl  Transactions,  roi.  CXGI,  p.  2a;   il 

XXVII. 
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(|in  peut  s'écrire 

*[Y(*)]4-X(')  +  Y(*>=o, 
en  posant 

yj  '       0xt        àx2'  dx\        dx% 

Les  équations  X(^)  ==  Y(s)  =  o  forment  bien  un  système  com- 
plet,  cl  en  prenant  pour  nouvelles  variables 

x^  —  X\  -+-  x%-+-  x%,         x 2  =  x%,         a?3  =  .r3, 

on  est  ramené  à  l'équation 

{Xc,  -+-  j?    )-_-— —    —  -r-r    =  O, 

03?  2  or3         0xt         0xz 

qui  est  intégrable  par  la  méthode  de  Laplace. 


SUR  LES  CONDITIONS  DE  DÉCOMPOSITION  DES  FORMES; 
Par  M.    Hadamaru. 

1.  Parmi  les  différentes  manières  dont  on  peut  former  l'expres- 
sion symbolique  du  résultant  de  deux  équations,  il  en  estime  que 
l'on  est  conduit,  ainsi  que  je  l'ai  fait  voir  dans  un  Mémoire  pré- 
cédent ('),  à  considérer  en  particulier.  La  possibilité  de  cette 
formation  repose  sur  l'existence  d'un  invariant  R,  commun  à  une 
forme  tangentielle  à  h  variables 

(i)  F  =  «y, 

et  à  une  forme  ponctuelle  au  même  nombre  de  variables 

(2)  *  =  &£, 

invariant  caractérisé  par  les  propriétés  suivantes  : 

i°  Lorsque  F  est  décomposable  en  facteurs  linéaires 

tn 

i  --  1 

(l)  Acta  mathematica,  t.  XX,  p.   '"7:  1896. 
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Il   représente  le  produil  <l< -s  résultats  <!<•  substitution  des  système^ 

des  ç  dans  la  forme  <l>  : 

B      |  l 'H:/  AT ^;/J); 

■»"   Lorsque  *1>  esl  décomposahle  en  facteurs  linéaires 

/,      1 

R  représente  de  même  ((j ncl  que  soit  F)  le  produit  des  résultats 
de  substitution  des  systèmes  des  g  dans  la  forme  F; 

3°  La  forme  symbolique  de  R  ne  dépend  pas  du  nombre  It  des 
variables  :  on  peut(etl'on  doit)  supposer  que,  pour  calculer  cetle 
quantité  à  l'aide  des  condilions  i°  et  2°,  on  a  donné  au  nombre  It 
une  valeur  h0  assez  grande  pour  que  l'expression  obteuue  vérifie 
ces  même  conditions  pour  loule  autre  valeur  de  h. 

La  connaissance  de  l'expression  R,  pour  les  différentes  valeurs 
de  m  et  de  /?,  permettrait  d'écrire  directement,  sous  sa  forme 
symbolique,  le  résultant  d'un  nombre  quelconque  h  de  polynômes 
homogènes  à  It  variables. 

L'expression  R  est-elle  unique?  Pour  répondre  à  cette  ques- 
tion, remarquons  que  deux  quantités  qui  satisfont  l'une  et  l'autre 
aux  conditions  (i°)et  (20)  ne  peuvent  différer  entre  elles  que  par 
une  expression  qui  s'annule,  quel  que  soit  (I>,  si  F  est  un  produit 
de  facteurs  linéaires  et,  quel  que  soit  F,  si  <ï>  est  un  tel  produit. 
Gomme  R  est  de  degré  n  par  rapport  aux  coefficients  de  F  et  de 
degré  m  par  rapport  aux  coefficients  de  <1>,  nous  voyons  que  la 
différence  en  question  serait  forcément  nulle  si  l'on  pouvait 
énoncer  la  proposition  suivante  ;  du  système  des  conditions  qui 
expriment  qu'une  fot'me  de  degré  n  est  décomposahle  en  fac- 
teurs linéaires,  on  n' en  peut  déduire  aucune  qui  soit  de  degié 
inférieur  à  n  -f-  1 . 

MM  .  (  rordan  (')  et  Brill  (-)  ont,  dans  ces  dernières  années,  obtenu 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes   de  décomposition   d'une 


('j    \falkcinatiscke  Annaten,    t.  \L\.  p.  4*3. 

('-')  Math,  y/11/1..  I.  L,    >■"  Cahier,  p.   i>:  iS<,s. 
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forme  ternaire  (él ,  par  suite,  d'une  forme  à  uo  nombre  quelconque 
de  variables)  de  degré  n  :  autremenl  dit,  en  considérant  les  coeffi- 
cients  de  la  forme  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un 
point  dans  l'espace  E„,„  +  3|,  ils  ont  formé  les  équations  de  la  mul- 

2 

ti  pli  ci  té  algébrique  M2«  à  2 n  dimensions,  formée  par  les  points 
correspondant  à  des  formes  qui  sont  des  produits  de  facteurs 
linéaires.  Les  conditions  auxquelles  ils  sont  parvenus  sont  toutes 
de  degré  au  moins  égal  à  /?  -h  i ,  conformément  à  l'énoncé  précé- 
dent. Seulement  il  n'est  pas  démontré  que  ce  degré  soit  le  plus 
petit  possible;  cette  conclusion  ne  semble  même  pas  pouvoir  se 
tirer  aisément  du  résultat  (pie  nous  venons  de  rappeler.  Autre 
chose,  en  effet,  est  de  former  les  équations  de  la  multiplicité  M2W, 
autre  chose  de  trouver  les  surfaces  du  plus  petit  degré  possible 
qui  la  contiennent,  La  difficulté  d'une  pareille  démonstration 
donnera  peut-être  quelque  valeur  aux  simples  indications  que  je 
me  propose  de  fournir,  à  cet  égard,  dans  ce  qui  va  suivre. 

2.  Lorsque  n  est  égal  à  2  ou  à  3,  non  seulement  l'examen  des 
conditions  de  décomposition  permet  de  vérifier  que  le  fait  précé- 
demment énoncé  est  exact  (');  mais,  même  si  l'on  ne  connaissait 
pas  ces  conditions,  on  pourrait,  sans  les  former,  démontrer  ci 
priori  qu'elles  jouissent  de  la  propriété  indiquée. 

Prenant  d'abord  Je  cas  de  //  =  2,  je  dis  que,  si  une  fonction  F 
des  coefficients  d'une  conique  a  son  degré  au  plus  égal  à  2  et 
qu'elle  s'annule  toutes  les  fois  que  la  conique  se  décompose  en 
ileux  droites,  elle  est  identiquement  nulle.  11  suffit,  pour  le  dé- 
montrer, de  remarquer  qu'en  substituant  dans  la  fonction  F  les 
coefficients  du  polynôme/"-}-  Xcp  (où  A  est  un  paramètre  arbitraire), 
on  obtiendrait  un  polynôme  du  second  degré  en  X,  lequel  s'annu- 
lerait pour  trois  valeurs  différentes  de  cette  quantité;  ceci  ne  peut 
se  faire  que  si  F  —  o  est  une  identité  par  rapport  à  A,  ce  qui 
donne  la  conclusion  annoncée,  puisque  f  désigne  n'importe  quelle 
forme  quadratique  ternaire. 

De  même,  dans  le  cas  de  n  =  3,  nous  démontrerons  qu'une 
fonction  F  des  coefficients  de  la  forme  qui  s'annule  toutes  les  fois 
que  celle-ci  est  décomposable,  et  n'est  cependant  pas  identique- 

(')  Encore  la  chose  est-elle  loin  d'être  immédiate  pour  n  =  3. 
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ment  nulle.  ;i  son  degré  ;m  moins  égal  à  \.  en  constituant,  avec  lit 
forme  considérée  /  el  sa  liessienne  H,  un  faisceau  f  ■  /.II.  Les 
coefficients  «le  la  forme  générale  du  faisceau,  substitués  dans 
l'expression  F,  la  transforment  en  un  polynôme  en  X  qui  s'annule 
pour  quatre  valeurs  <le  a  (celles  pour  lesquelles  y  !-  X  II  se  décom- 
pose en  Mois  droites  )  sans  être*  mil  pour  X     o  (  pu  îsque  f  esl  nue 

forme  quelconque). 

l\.  Pour  transporter  directement  [a  méthode  précédente  aux 
valeurs  supérieures  de/i,  il  faudrait  former  des  faisceaux  linéaires 
composés  de  courbes  de  degré  //,  et  contenant  n  -+-  i  courbes 
décomposables  ;  autrement  dit,  trouver  n  -\-  \  systèmes  de  /t  droites. 
Mais  il  est  aisé  de  voir  que  de  tels  faisceaux  ne  peuvent  jamais 
exister  pour  n  >>  3,  en  dehors,  bien  entendu,  du  cas  où  la  courbe 
générale  du  faisceau  est  réductible,  ce  qui  a  lieu  :  i"  lorsque  les 
n  -f-  i  systèmes  ont  une  droite  commune;  2°  lorsque  les  n-  points 
d'intersection  (points-bases  du  faisceau)  sont  tous  confondus  en 
un  seul. 

Soient,  en  effet, 

S/        (i ■=  o,  i,  2,  .  . .,  n) 

les  n  H-  i  systèmes  de  droites  dont  nous  admettons  pour  un 
instant  l'existence. 

En  premier  lieu,  peut-il  arriver  que  les  n'2  points-bases  ne 
soient  pas  tous  distincts? 

Supposons  que  par  une  intersection  multiple  A  passent/?  droites 
du  système  S0  et  </ droites  du  système  S,  :  l'ordre  de  multiplicité 
de  l'intersection  A  sera  exactement  pq,  puisque  deux  droites  de 
systèmes  différents  ne  peuvent  coïncider.  On  en  déduit  que  p  doit 
être  égal  à  q,  car  si  /•  est  le  nombre  analogue  relatif  à  un  troi- 
sième système  S2,  l'ordre  de  multiplicité  de  l'intersection  A  doit 
avoir,  d'une  part  la  valeur  //?,  d'autre  part  la  valeur  rq  :  cet  ordre 
de  multiplicité  est  donc  égal  kp2. 

Chacun  des  systèmes  S/  comprend  p  droites  D  (distinctes  ou 
non)  issues  de  A  et  n  — p  droites  D'  ne  passant  pas  en  ce  point. 

Les/?  droites  du  système  S/  sont  coupées  par  les  //  — p  droites 
I)  de  l'un  quelconque  des  autres  systèmes  en  des  points  au 
nombre  de p(n  — p)  on  comptant  pour  /;(/?  —  p).  En  appliquant 
•  •••tic  évaluation  pour  toutes  les  valeurs  de  i  el  ajoutant  les  iuter- 
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sections  confondues  en   \.  il  vienl  un  total  d'au  moins 
( n-h  \)p ( n  —  p) H-  p*  =  pn(n-hi  —  p). 

Orée  nombre,  égal  à  /*2  lorsque/?  est  égal  à  i  ou  lorsque  p  esl 
égal  à  //  (hypothèse  exclue  précédemment),  est  plus  grand  que  n2 
pour  toutes  les  valeurs  intermédiaires  de  p.  Donc  tous  les  points 
communs  doivent  être  distincts. 

Soient  alors  (puisque  n  >  3)  D< ,  D2,  D3  trois  droites,  forcé- 
ment distinctes,  du  système  S0  ;  par  l'un  des  points-bases  situés 
sur  D3  passent,  outre  D3,  n  droites  de  nos  systèmes,  lesquelles 
coupent  D,  en  les  n  points-bases  situés  sur  celte  droite,  et  de 
même  pour  D2.  Si  nous  opérons  de  même  avec  un  second  point- 
base  pris  sur  D3,  nous  voyons  que  les  points  de  D,  sont  en  per- 
spective de  deux  manières  différentes  avec  ceux  de  D2.  Soient  l\ 
V  les  points  de  D,  qui  sont  ainsi  successivement  en  perspective 
avec  le  même  point  de  02;  nous  voyons  tout  d'abord  :  i°  que  les 
points  P,  P'  sont  nécessairement  différents;  2°  que  la  relation 
entre  ces  points  est  homographique.  Les  points  doubles  de  cette 
homographie  sont  les  points  A,  B  où  D<  est  coupé  par  D2  et  D3. 
De  même  qu'au  point  P  correspond  le  point  P',  à  celui-ci  corres- 
pond un  point  P",  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  revienne  à  P. 
Il  en  résulte  que  les  points  doubles  de  l'homographie  ne  peuvent 
ètre^confondus  :  autrement  dit,  les  trois  droites  D,,  D2,  D3  ne 
peuvent  passer  par  un  même  point;  on  aura,  d'ailleurs, 


(3) 


P'A  PA 


7. 


I"B  "      PB 


a  étant  un  nombre  qui  est  forcément  une  racine  de  l'unité. 

Tous  les  points-bases  situés  sur  D,  étant  distribués  en  cycles 
analogues,  on  a  évidemment 

PÀ        P'A 

1 h.  .  .  =  o. 

PU        P'B 

Cette  équation  détermine  le  poinl  B  lorsqu'on  suppose  connus 

A,  P,  P',  .  .  .,  le  point  B  élan!  le  centre  des  moyennes  harmo- 
niques des  points  P,  V\  ...  relativement  à  A.  Si  donc  D-,  esl  une 
quatrième  droite  du  système  S0,  elle  ne  pourrait  couper  1),  qu  en 

B,  ce  que  nous  avons  mi  être  im. possible. 
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vinsi,  dès  que  //  dépasse  3,  nous  ne  pouvons  songer  à  généra- 
liser directement  le  raisonnement  qui  a  servi  pour  //  1 3.  Il  y 
aurait  donc  lieu  d'essayer  l'emploi  de  raisonnements  analogues, 
nuiis  plus  compliqués,  consistant,  par  exemple,  à  partir  d'un 
système  linéaire  à  deux  paramètres 

en  établissanl  entre  X  el  u  une  relation  de  degré  /?.  Le  théorème 
sérail  démontré  si,  pour  plus  de  n/>  systèmes  de  valeurs  «le  a  cl 
de  u.,  on  trouvait  une  forme  f -\-  k'Q  -+-  jjl'1»  décomposables  en  fac- 
teurs  linéaires. 

I.  Nous  ne  rechercherons  pas  les  résultats  que  l'on  pourrait 
obtenir  dans  cette  voie  et  nous  nous  contenterons  de  remarquer 
qu'il  existe  des  faisceaux  de  la  forme  /-i- A^,  tels  (pie  le  polynôme 
/  -  X<p,  irréductible  pour  A  arbitraire,  renferme  pour  a  -\-  i  valeurs 
de  )>  un  facteur  linéaire. 

En  effet,  n  +  i  droites  P,,  P2,  ...,  P//+)  se  coupent  en         _""*" — 

points;  par  ceux-ci  et  n  —  i  points  arbitraires  Q  du  plan  passe  un 
faisceau  linéaire  de  courbes  C„  qui  coupent  toutes  chacune  des 
droites  données  en  n  points  fixes;  celles-ci  entrent  donc  chacune 
en  facteur  dans  l'une  des  courbes  du  faisceau. 

Les  n i    points  choisis  comme  nous   venons  de  le  dire 

'2  x 

sont  (du  moins  si  les  droites  P  et  les  points  Q  ont  été  pris  arbi- 
trairement) indépendants  les  uns  des  autres  relativement  à  la 
détermination  d'une  C„,  et  celle-ci  sera,  en  général,  irréductible, 
et  même  sans  point  double.  Son  équation  sera 

(4)  P1P,...P^1(|i  +  ^H-...+  ^-)=0, 

où«,,  a^\...  sont  des  nombres,  P,,  P2,  ...,  P«+i  étant  les  droites 
données. 

Par  conséquent,  les  points  doubles  de  celte  Cn  ne  seront  autres 
que  les  C„_,  avec  la  dernière  droite,  lesquels  ne  coïncideront  pas 
avec  les  points  doubles  analogues  de  la  courbe  C„  qui  contient 
une  autre  des  droites  données  en  facteur. 

Le  même  raisonnement  s'applique  aux  surfaces  de  l'espace  à  un 
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nombre  quelconque  <le  dimensions.  Par  exemple,  dans  l'espace 
ordinaire,  on  prendra  /i  +  i  plans  quelconques  qui  se  coupenl 

suiv.'inl  //       —  droites  ;  par  celles-ci  passent  assurément  une  infinité 

de  surfaces  S,,  de  degrés  n.  Parmi  cet  ensemble  on  choisira  un 
faisceau  Linéaire  quelconque*,  n  +  i  surfaces  du  faisceau  ainsi 
constitué  comprendront  respectivement  les  n  -4-  i  plans  donnés. 
D'ailleurs,  la  surface  générale  sera  irréductible  et  même  sans 
lignes  doubles. 

Il  resterait  à  rechercher  le  degré  de  généralité  de  ces  Cn  ou  S^. 
Une  cubique  plane  générale  est  circonscrite  à  quatre  séries  de 
quadrilatères  complets,  chaque  série  dépendant  de  deux  para- 
mètres, de  manière  qu'un  coté  du  quadrilatère  puisse  être  pris 
arbitrairement.  Mais,  dès  les  quartiques,  la  proposition  analogue 
cesse  d'être  vraie  (■) .  D'ailleurs,  dans  l'espace,  les  surfaces  repré- 
sentées par  l'équation  (4)  sont  évidemment  loin  d'être  les  plus 
générales  de  leur  degré.  Leurs  coefficients  satisfont  à  certaines 
équations  de  condition  G  dont  il  faudrait  rechercher  le  degré  mi- 
n  i  m  u  m . 

Un  cas  intéressant  est  celui  d'une  hypersurface  S,*,  de  degré  n 
dans  l'espace  E„  à  n  dimensions.  Dans  un  tel  espace,  on  peut 
toujours  regarder  l'équation  (4)  comme  représentant  la  po- 
laire du  système  des  n  -\- 1  hyperplans  P,,  P2,  .  .  .,  P,i+1  par 
rapport  à  un  point  convenablement  choisi  O  de  E,|  (le  point 
P,  \aK  =  P2;«2  =  ...=  P,i+i  ',U/i+\)'  Alors,  si  la  proposition  énoncée 
au  n°  1  est  exacte,  aucune  des  conditions  G  ne  peut  être  de 
degré  inférieur  à  n  -\-  2.  Une  telle  condition  pourrait  être,  en 
effet,  considérée  comme  imposée  à  la  polaire,  par  rapport  au 
point  O,  d'une  surface  S//+1  de  degré  n  -f-  i  ;  elle  serait  toujours 
vérifiée  lorsque  S//+i  se  réduirait  à  un  système  de  plans  et  n'aurait 
cependant  pas  lieu  identiquement,  puisqu'elle  ne  serait  pas  une 
identité  par  rapport  aux  coefficients  de  S„  et  qu'une  Sw  quel- 
conque est  la  polaire  d'une  S//+1  par  rapport  au  point  O. 

Mais  il  y  a  plus.  Supposons  établi  l'énoncé  suivant  :  Si  une 
fonction  F  des  coefficients  d'une  forme  de  degré  n  a  son  ordre 
inférieur  à  n  +  i  et  s'annule  toutes  les  fois  ai/e  la  forme  est 

(')  Luroth,  Math.  Ann.,  t.  XIII:   1878 
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dècompo  sable  en  facteurs  linéaires,  elle  s'annule  aussi  huttes 

les  fois  que  cette  forme   contient.  Lin   fadeur  linéaire.    Si    nous 

admettons  ce  fait  pour  ions  les  degrés,  le  théorème  dont  nous 
nous  occupons  peul  être  considéré  comme  démontré. 

En  effet,  la  quantité  F  supposée  nulle  toutes  les  fois  que  la 
forme  donnée  S„  esi  un  produit  de  facteurs  linéaires  Pf,  V->,  .  .  ., 

!*„,  sera  alors  nulle,  d'après  ce  que    nous   venons    (le   voir,    toutes 

n-k-\ 

les  lois  que  S„  sera  de  la  forme  P|  P2 . . .  l\/+i  V  5-  et,  par  consc- 

i  =  1 
quent,  toutes  les  fois  que  Su  dérivera,  par  formation  polaire,  d'une 
lorme  S//+l  de  degré  n  -f-  1  décomposable  en  facteurs  linéaires. 
Mais  nous  pouvons  appliquer  à  nouveau  le  même  principe  et 
remarquer  que  F  — o  peut  être  considéré  comme  condition,  de 
degré  moindre  que  n  -f-  2,  imposée  aux  coefficients  de  S//+1  :  cette 
condition  est  donc  encore  vérifiée  lorsque  S„+1  dérivera,  par  for- 
mation polaire,  d'une  S„+2  entièrement  décomposable,  c'est-à-dire 
lorsque  Sn  dérivera  d'une  telle  S„+2  par  deux  formations  polaires 
successives.  On  continuera  ainsi  jusqu'à  un  degré  assez  élevé  pour 
qu'une  forme  décomposable  de  ce  degré  puisse  donner,  par  for- 
mations polaires  convenablement  choisies,  une  Sn  quelconque,  et 
l'on  sera  ainsi  arrivé  à  la  conclusion  demandée. 

5.  Au  lieu  d'écrire  directement,  par  l'équation  (4),  les  courbes 
(ou  surfaces)  circonscrites  à  des  polygones  (ou  polyèdres)  com- 
plets, on  peut  obtenir  leurs  équations  sous  forme  symbolique,  en 
généralisant  un  résultat  publié  en  1877  par  M.  Tannery  (*). 

Partant  de  la  considération  de  deux  formes  cubiques  binaires 

|  G  =  ^0Xf-+-3^1X?X2-h3^X1Xi-+.^3XI, 

M.  Tannery  étudie  l'équation  de  quatrième  degré  en  ),  qui  exprime 
que  G -f-  A  G' a  un  facteur  double,  et  se  propose  de  décomposer 
son  discriminant  en  deux  facteurs,  l'un  de  ces  facteurs  étant  le  ré- 
sultant de  G  et  de  G'.  Le  second  facteur  n'est  autre  que  le  discrimi- 


(')  Bulletin  des  Sciences  mathématiques ,  2'  série,  t.  I.  p.  260-   ''i 
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liant  A  de  la  forme  quadratique  ternaire  (aux  variables  xs ,  .r2,  x^  ) 

(   (gog\  —  A'iAr2)-rî -M#i#2  —ffs#\)*î 
(6)  <  H-  (  A"-,  ^3  —  A"3  ^i  ) X\  -+-  (^i  ^  —  gz  g\  )  #2  #8 

(       +  ( ,4' o g'3  —  A'' o  ^8  —  g\  g't  ■+■  Ar2 g\  )XiXi  +  ( ^o g't  —gzg'o)#i&t- 

Or,  il  est  aisé  d'interpréter  la  condition  A  =  o.  Il  est  clair,  en 
effet,  qu'une  racine  de  l'équation  en  A  sera  nécessairement  mul- 
tiple lorsque  la  forme  G  -h  )C  correspondante  admettra  un  lac- 
leur  triple,  et  c'est,  par  conséquent,  cette  circonstance  qui  corres- 
pond à  A  =  o. 

Dès  lors,  il  est  aisé  de  comprendre  comment  A  se  présente 
comme  discriminant  de  la  forme  ternaire  (6).  Celle-ci,  en  effet, 
est,  d'une  part,  un  combinant  du  réseau  G-j-aG',  et,  d'autre 
part,  si  G  et  G'  sont  pris  sous  forme  symbolique 

elle  s'écrit 

(  7  )         (  g  g'  )  (  g  î  #  i  H-  g\  g  2  ^2  -H  g\  .r3  )  (  A"',2  xx  H-  g\  g',  x,  -+-  g'*  xz  ). 

Sous  cette  forme,  il  est  évident  que,  si  G  est  un  cube  parfait, 
l'expression  (6)  contient  un  facteur  linéaire,  puisque  alors  le  fac- 
teur symbolique  g\x{  -f-  g{  g2x2  -f-  g\x%  devient  effectif. 

Donc  aussi  la  forme  (7)  se  décomposera,  si  le  faisceau  G+aG' 
contient  un  cube  parfait;  nous  retrouvons  donc  ainsi  la  conclu- 
sion obtenue  plus  haut. 

Le  raisonnement  précédent  se  généralise  de  lui-même;  soient 
n  formes  binaires  de  degré  n  -j-  1 

(8)  G  =  g'^x,         G'=g'»+ix,         G"=g"»+ix,         ...; 

le  produit  symbolique 


\  *(a?i,a?j,  ^3)  =  (gg')(g'gw)'  •  •  (gl*-i  ■+■  giA'-ix,~-  g\xz) 
\  x  (  g'i  x\  +  g\  g 2 x*-  +  g V2  ^3  )  •  •  • 


est  un  combinant  du  réseau 

(10)  xG-hX'G'+X'G'-h.... 

Il  contient  un  facteur  linéaire  dès  que  V  une  des  formes  |  8) 
est  une  puissance  n  -j-  1 ième  exacte,  et,  par  conséquent  auss\ 

dès  que  le  réseau  (i<>  1  contient  une  telle  puissance. 
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Remplaçons  maintenanl  G  par  G  !  y  II,  Il  étanl  une  nouvelle 
forme  analogue  à  G  el  u  un  paramètre.  'I*  sera  remplacé  par 
<l>  |-  »aM*  (en  désignant  par  M"  ce  que  devienl  (I>  lorsque  l'on  change 
( \  en  H);el  les  valeurs  de  p.,  telles  que  la  quantité  & 4-  u,^  con- 
tienne un  facteur  Linéaire,  s'obtiendront  en  écrivant  que 

X(Gn   ;xll)-'   >'('.'      a"<;"     ... 
est  de  la  forme 

Or,  ceci  arrive  de  //  h  i  manières,  car  il  n'existe  qu'une  relation 
linéaire  commune  aux  coefficients  des  //  -{- 1  formes  II,  G,  G', 
G",  .  .  .;  autrement  dit,  il  n'existe  qu'une  forme  aux  variables 
conlrevariantes  u^  u-2, 

(11)  or0  u1+ 1  -h (n  -+-  i)ai  u'{  Uî-h. . . -h  ot/n-i  w'2t+1 , 

qui  soit  apolairc  à  la  fois  aax  />  -f-  i  premières;  l'équation 

ao  Y?+ 1  -+-(/*  -+- 1) a,  y?  Y 2  -+-  •  •  •  +  a«+i  Y  2+ '  -  ° 

déterminera  /?  -j-  i  valeurs  de  y,  ;y2  auxquelles  correspondront  les 
n  H-  i  valeurs  demandées  de  p.. 

Si  l'on  donne  G,  G',  G",  ...  et,  par  suite  <ï>,  on  peut  prendre  H 
arbitrairement;  la  forme  a0«"+1  +  ...,  représentée  par  l'équa- 
tion (i  i),  sera  évidemment  une  combinaison  linéaire  arbitraire  de 
deux  formes  déterminées 

\  bt(wi,  a2)=  PoH?+1  +  («  + 1) Pi** ï "2  +  •-..-+-  P/M-l#2+1> 

ces  dernières  étant  définies  par  la  condition  d'être  toutes  deux 
apolaires  à  chacun  des  polynômes  G,  G',  Gy/,  ...;  quant  à  *{\ly->, 
il  devient  complètement  arbitraire.  Par  conséqucnl,  la  courbe 
4>  =  o  est  circonscrite  à  une  infinité  de  polygones  complets,  tous 
formés  de  tangentes  à  la  conique 

(i3)  x\  —  4a?ia?3=  o. 

Si  Ton  emploie  le  système  de  coordonnées  de  M.  Darboux; 
autrement  dit,  si  Ton  pose 

./,==  i ,  r2  —  p  -r-  (o, ,  ,r;{  =  ppi, 
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celle  courbe  aura  évidemment  une  équation  de  la  forme 

TTT(p)  BT(Pl) 

(i4)  x(p)~5t(pô' 

Inversement,  on  a  ainsi  la  courbe  la  plus  générale  de  degré  // 
capable  dune  i n fi n i Lé  de  polygones  complets  circonscrits  à  la 
conique  (i  3).  Car  la  relation  algébrique  F(p,  p<)=o,  qui  lie  les 
coordonnées  p,  o,  d'un  sommet  du  polygone,  étant  telle  que  les 
équations  F(p,  p*)  =  o,  F(p,  p2)  =  o  entraînent  F(pf,  p2)  =  0,  a 
nécessairement,  comme  on  sait,  la  forme  (i/j)- 

D'après  ce  qui  précède,  la  condition  pour  que  le  réseau  (io) 
contienne  une  puissance  n  -+-  iieme  exacte  (et,  par  conséquent,  une 
condition  suffisante  pour  que  <I>  contienne  un  fadeur  linéaire), 
sera  évidemment  que  les  formes  (12)  aient  un    facteur  commun. 

Dans  le  cas  de  n  =  3,  on  voit  ainsi  que  l'on  déduirait  le  résul- 
tant des  deux  formes  cubiques  (5)  de  Ja  quantité  précédemment 
appelée  A  en  remplaçant  chacun  des  déterminants  gig'k  —  g\gk 
par  son  complémentaire.  Mais  la  forme  de  résultant  ainsi  oblenue 
n'est  pas  essentiellement  distincte  de  celle  que  fournit  la  méthode 
de  Bezout  et  Cauchy. 

Bien  entendu,  à  l'aide  de  n  formes  binaires  de  degré  n  -\-  2,  on 
obtiendrait  des  produits  symboliques 

qui  jouiraient  de  propriétés  analogues  et,  égalés  à  zéro,  représen- 
teraient des  surfaces  circonscrites  à  une  infinité  de  polyèdres 
complets. 

6.   Si  maintenant  nous  sortons  entièrement  du  terrain  binaire, 
les  remarques  précédentes  correspondront  au  fait  général  suivant  : 
Le  nombre  des  variables  étant  quelconque  et  n  symboles 

u!fr,    wi..     .... 

représentant  provisoirement  n  formes  de  degré  /» ,  soit  H  un  com- 
binant de  ces  formes  du  premier  degré  par  rapport  à  chacune 
d'elles  et  contenant  d'ailleurs  tels  systèmes  de  variables  auxiliaires 
que  Ton  voudra.  Soil  m  un  entier  au  moins  égal  à  1, 
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une  forme  <!<•  degré  i    |    m.  Envisageons  le  produit  symbolique 

(  i  •»)  «l»      Paga'JP  . .  .axa'x  .. ., 


"  n 


les  g  représentant,  cette  lois,  hou  plus  les  symboles  de  formes  de 
degré  A*,  mais  les  symboles  de  formes  G,  G',  Gr  de  degré  /.    \-  m . 

L'expression  (l>  sera  encore  un  combinant  des  formes  G.  Si 
d'ailleurs  rime  d'elles,  la  première  par  exemple,  csi  une  puis- 
sance k  -f-  m[ime  exacte,  l'expression  (I>,  considérée  comme  fonc- 
lion  des  ./•,  contiendra  le  facteur  linéaire  a™ ctx.  Cette  expression 
renfermera,  par  conséquent,  un  facteur  linéaire  toutes  les  fois  que 
le  réseau  ayant  pour  bases  les  (ormes  G  contiendra  une  puissance 
exacte. 

On  retomberait  sur  l'expression  (9)  en  prenant  A  =  n  —  1, 
m  =  2 , 

p  =  (^'y)(^"y)..., 

et  supposant  que  les  G  se  réduisent  à  des  formes  binaires  aux 
variables  ui9  ;/2,  pendant  que  a*  est  la  forme 

-7  (a?? H-  ^2  +  bxiXiXs) 


( 


à2  d2  à2  ' 

dont  les  dérivées  secondes  — ->  ■= — = — >  -r— ^  se  réduisent  resnec- 

0.2?  f      0.2?i  00?  2      ox\  l 

n  in  —  1)  /?  (A/  —  1) 

tivement  à#4,  #3,  #2  )  et  cJne  wy   2      représente  u3   2 

Pour  déduire  de  l'expression  (i5)  des  faisceaux  de  formes  pré- 
sentant la  propriété  considérée  au  n°  4,  nous  prendrons  pour  les 
G  les  valeurs 

G'  =  AiP*««  -hA2PÎ+'"  +-.-HAi+1P*tfi 

g*  =  a;  pf"»  +  a;  PJ+»  +. .  .-h  a;+1  pftf , 


où  le  paramètre  ijl  figure  dans  la  première  forme  G,  mais  non  dans 
les  autres,  les  A  et  les  B  étant  des  nombres,  les  P  des  polynômes 
linéaires. 

Le  réseau  ainsi  constitué  contiendra  une  puissance  k -\- mleme 
exacte  lorsque  l'un  des  //  +■  1  déterminants  que  l'on  déduit  de  la 


Mi  — 


mah  îce 


\,       ix Bj     A 2-1-  [xB2 


A', 
A'i 


A//  i  i       ;j.  H//+i 
A  //  (  i 


s'annulera,  par  conséquent  pour  /*  -f-  i  valeurs  de  ut. 

Au  lieu  de  l'expression  (i5),  on  aurait  pu  considérer  La  forma- 
lion  plus  simple 

où  les  symboles £•  correspondent,  cette  fois,  à  des  formes  portant 
sur  les  variables  ponctuelles  x. 

7.  Une  question  très  voisine  de  celle  qui  a  été  l'objet  des  con- 
sidérations précédentes  est  relative  à  la  réduction  du  nombre  (In- 
variables essentielles  qui  figurent  dans  une  forme. 

Soit  une  forme  f  à  h  -4-  i  variables  .r,,  a:2,  •  •  . ,  x/l+i  (autre- 
ment dit,  le  premier  membre  de  l'équation  homogène  d'une  sur- 
face dans  l'espace  à  h  dimensions).  Par  quelles  conditions  expri- 
mera-t-on  que  cette  forme  peut  s'écrire  comme  fonction  de  h 
variables  £,,  ç2,  •  •  •■>  ïh  qui  soient  fonctions  linéaires  des  pre- 
mières? Pour  k  =  3,  la  question  serait  la  suivante  :  exprimer 
qu'une  surface  algébrique  est  un  cône. 

On  écrit  immédiatement  les  conditions  demandées  en  expri- 
mant qu'un  même  point  (xiy  x-2,  .  .  .,  #a+0  annule  toutes  les 
dérivées  d'ordre  n  —  i  de  f  (si  n  est  le  degré  de  celle-ci),  ou 
encore,  en  exprimant  que  le  bessien  de  f  s'annule  identiquement. 

Ces  conditions  s'obtiennent,  par  conséquent,  en  égalant  à  zéro 
des  déterminants  d'ordre  h  -f-  i  formés  avec  les  coefficients  de  f. 

Leur  degré  minimum  est  vraisemblablement  //  -h  i .  Mais  là 
encore,  malgré  la  simplicité  relative  des  équations  écrites,  je  n'ai 
pu,  jusqu'à  présent,  arriver  à  une  démonstration  rigoureuse  (*). 

8.  Cette  démonstration  ne  serait  pas  sans  influence  sur  celle 
du  théorème  précédemment  étudié.  Il  y  a,  en  effet,  lieu  de  prouver 


(')  Plus  généralement,  on  pourrait  énoncer  que   les  conditions  qui  expriment 
qu'une  forme  à  //  -t- i  variables  homogènes  ne  contient  que  h'-\-  i  variables  i 
tielles  (/i.'-^/i).  sont  toutes  au  moins  de  degré  h' •+-  2.  Ce  fait   n'est  pas  distinct 
du  premier. 
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celui-ci,  <|  iicl  <|  ne  >i)\[  le  nombre  /*  des  variables  et,  <'n  parliculier, 
pour  les  grandes  valeurs  de  ce  nombre,  puisque  c'est  dans  ces 
conditions  qu'esl  définie  L'expression  II  |  n"  1  )  et  que,  d'ailleurs, 
I  exactitude  du  théorème  pour  une  valeur  déterminée  de  h  entraî- 
nerait évidemmenl  son  exactitude  pour  toute  valeur  moindre. 

Or,  si  Ton  admettait  la  nouvelle  conclusion  formulée  au 
numéro  précédent,  il  suffirait  de  considérer  le  cas  de  //==  n  —  i . 
Car  si  l'on  avail  montré  que  toute  condition  F  =  o  de  degré  au 
pins  égal  à  //,  imposée  aux  coefficients  d'une  forme  de  degré  //, 
ci  \  érifiée  touies  les  fois  <]uc  celte  forme  se  décompose  en  facteurs 
linéaires,  est  vérifiée  identiquement  si  le  nombre  des  dimensions 
esl  n  —  i,  il  en  résulterait  aussi  qu'une  telle  condition  est  vérifiée, 
le  nombre  des  dimensions  étant  quelconque,  si  la  forme  peut  s'ex- 
primer à  l'aide  de  /i  variables  homogènes,  et,  par  conséquent, 
qu'elle  est  vérifiée  identiquement  pour  toute  valeur  de  h. 

En  tout  cas,  la  relation  qui  existe  entre  les  deux  énoncés  est  de 
nature  à  montrer  encore  une  fois  l'utilité  qu'il  peut  y  avoir,  dans 
la  théorie  des  formes,  à  faire  varier  le  nombre  des  dimensions. 


ÉTUDE  THÉORIQUE  SUR  LA  BICYCLETTE; 
Par  M.    C.    Bouklet. 

Le  présent  travail  n'est  qu'une  reproduction  partielle  d'un  Mé- 
moire plus  développé  que  j'ai  déposé,  en  juin  1897,  pour  le 
concours  du  prix  Fournejron,  à  l'Académie  des  Sciences,  et  qui 
a  été  récemment  couronné. 

Il  se  compose  de  deux  Parties. 

Dans  la  première,  je  forme  l'équation  différentielle  du  mouve- 
ment relatif  du  plan  moyen  d'une  bicyclette,  par  rapport  au  sol, 
dans  le  cas  courant  où  le  cycliste  actionne  la  machine  par  les  pé- 
dales et  tient  les  poignées  du  guidon  en  mains. 

Dans  la  seconde,  je  me  sers  de  cette  équation  pour  étudier  les 
conditions  d'équilibre. 

J'ai  écarté,  intentionnellement,  le  cas  du  «  làche-mains  »,  c'est- 
à-dire  celui  où  le  cycliste  se  dirige  sans  tenir  les  poignées  dans  les 
mains;  car,  pour  que  les  résultats  d'une  étude  analytique  précise 
aient  là  quelque  vraisemblance,  il  faudrail  tenir  compte  de  la  ré- 
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sistance  au  roulement  des  roues,  el  malheur  eu  semenl  les  données 
expérimentales  font  défaut  sur  ce  sujet  (l). 

Première   Partie. 

1.  Une  bicyclette  se  compose  de  trois  parties  distinctes  :  le 
cadre,  la  roue-arrière  et  la  direction. 

La  direction  est  l'ensemble  formé  par  la  roue  d'avant,  la  fourche 
directrice  et  le  guidon. 

Le  cadre  présente  un  plan  de  symétrie  qu'avec  Macquorn  Ran- 
kine  nous  nommerons  le  plan  moyen  de  la  machine. 

Nous  considérerons,  dans  la  suite,  les  deux  roues  comme  ré- 
duites à  des  cercles  mathématiques  indéformables.  Dans  ces  con- 
ditions, chacune  d'elles  touche  le  sol  en  un  point  et  un  seul.  Le 
plan  de  la  roue  d'arrière  (ou  roue  motrice)  coïncide  toujours  avec 
le  plan  moyen.  Celui  de  la  roue  d'avant  (ou  roue  directrice)  est 
variable  par  rapport  au  plan  moyen  et,  lorsqu'il  coïncide  avec  lui, 
on  dit  que  le  guidon  est  droit. 

Soient  alors  A.  le  point  de  contact  de  la  roue  d'arrière  avec  le  sol 
(supposé  plan)  et  B  celui  de  la  roue  directrice.  Lorsque  le  guidon 
est  droit,  la  droite  d'intersection  du  plan  moyen  avec  le  sol  est  AB. 

Dès  qu'on  tourne  le  guidon  il  n'en  est  plus  ainsi;  le  point  de 
contact  B  de  la  roue  d'avant  sort  du  plan  moyen.  Cependant,  dans 
la  réalité,  pour  toutes  les  machines  qu'on  construit  aujourd'hui, 
l'écart  entre  la  droite  AB  et  la  trace  du  plan  moyen  sur  le  sol  est 
si  faible  qu'on  peut  le  négliger.  D'ailleurs,  pour  nous  placer  dans 
les  conditions  les  plus  favorables  à  la  légitimité  de  cette  approxi- 
mation, nous  supposerons  que,  lorsque  le  guidon  est  droit,  le 
point  B  est  situé  sur  l'axe  de  rotation  delà  direction  (2).  Ce  point  B 
restera  ainsi  toujours  très  voisin  de  cet  axe  et  nous  pourrons  ad- 
mettre que  c'est  un  point  fixe  de  cet  axe. 

La  longueur  AB  est  alors  une  longueur  constante  que  nous 


(')  Dans  mon  Nouveau  Traité  des  Bicycles  et  Bicyclettes,  Paris,  Gautliicr- 
Villars  (ire  Partie,  Équilibre  et  direction,  p.  87  à  107),  j'ai,  par  des  raisonne- 
ments élémentaires,  donné  des  explications  générales  sur  ce  sujet  qui  sont  prati- 
quement suffisantes. 

(2)  Consulter  à  ce  sujet  mon  Nouveau  Traite  des  Bicycles  et  Bicyclettes 
(  ire  Partie),  p.    t3  et  i'|. 
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désignerons  ilorénavanl  par  l>  el  que  nous  nommerons  la  longfueui 
(/(•  la  bicyclette*  La  droite  AI»  esl  ce  que  Macquorn  Bankine 
appelle  la  hase. 

2.   Prenons  le  plan  <hi  sol  pour  plan  de  noire  figure  (fig*  '  )  et 

Soienl    \W  el  IW  les  traces   des  plans  des  deux  roues  sur  le  sol. 

Comme  le  plan  de  la  roue  motrice  coïncide  avec  le  plan  moyen, 
\\\  csi  confondue  avec  VB.  Désignons  par  0  l'angle  de  BR'  avec 
\  15  ;  c'esl  ce!  angle  que  nous  appellerons  V angle  dont  le  guidon 
<i  tourné,  quoique  celle  dénomination  ne  soit  pas  absolument 
exacte. 

Les  deux  roues  son!  évidemment  tangentes  à  \l»  el  BR'  en  \ 
el  l>;  il  en  résulte  (jue  les  Irajcctoires  (T)  cl  (T')  des  deux  points 
de  contact  A  et  B,  sur  le  sol  sont  deux  courbes  tangentes  en  \  el  H 
Tune  à  AH  (ou  AB),  l'autre  à  BR'. 

Comme  la  longueur  AB  esl  constante,  on  peut  immédiatement 
énoncer  le  résultat  suivant  : 

La  trajectoire  (T')  du  point  de  contact  de  la  roue  directrice 
se  déduit  de  la  trajectoire  (T)  de  celui  de   la  roue  motrice  en 

Fia.  i. 


portant  sur  les  tangentes  à  (T),  dans  le  sens  de  la  ma  relie,  à 
partir  du  point  de  contact,  une  longueur  constante  égale  à  la 
longueur  b  de  la  machine 

3.   Soient  alors  s  l'arc  OA  (Jig.  i  )  de  la  courbe  (T),  compté  à 

partir  d'un  certain  point  O  que  nous  prendrons  pour  origine  des 

coordonnées,  el  s1  Tare  correspondant  de  (T7).  L'axe  Ox  étant  la 

tangente    en   O    à    la   courbe  (T),   si   Ton   désigne    par  ./•.   y  les 

xx  v  n.  /, 
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coordonnées  de  A,  par  #',  y1  celles  de   B  el   par  0  l'angle  de  BR' 
avec  AB,on  a  évidemment  l<>  relations 

/  (x_^)-2+(7_y/)2=/^, 

\  d.r  dy 

(  1 1  .  x  —  x       y  —  y 

j    dx  dx1       dy  dy 

ds   ds'         ds    ds' 


dx  d.r'        dv   dy' 

=  cos  0. 


De  ces  équations,  en  supposant  0   connu    en   (onction  de  .ç,  on 
tire  facilement  les  égalités  suivantes 


(a) 

qui,  avec 

(3) 


x  =    /     cos  I    -     /     tango  ûfc  \ds, 
«A)  \      'A 

y  =  j     si ii  I  y    /     tangOofc  )ds, 


,  .    d.r 

■  i    =  X  -+-  O  -j-  ? 


donnent    les   coordonnées  des  points  A  et  B  en  fonction  de  l'arc  s 
de(T). 

Si  l'on  désigne  par  p  et  p'  les  rayons  de  courbure  des  courbes 
(T)  et  (T'),  on  a,  en  outre, 

i        tang6 

(4)  -f=-f-' 

(5)  I=!^  +  ^cos9. 

'  p  b  as 

La  formule  (4)  donne  une  construction  géométrique  simple  du 
centre  de  courbure  co  {fig.  i  )  de  la  trajectoire  (T)  en  A. 

Le  centre  de  courbure  to  de  Ici  trace  (T)  est  à  V intersection 
des  perpendiculaires  en  A  et  B  aux  droites  \R  et  BR'.  C'est 
(loin-  le  point  cV intersection  des  normales  en  A  et  B  aux  deux 
courbes  (T)  et  (T;). 

La  formule  (5)  donne,  lorsque  0  est  constant, 

.._  * 

P  -  >:m~Ô' 
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ce  « 1 1 j i  montre  que,  dons  ce  cas,  10  esl  le  centre  de  courbure 
commun  des  deux  traces  donl  les  rayons  de  courbure  sont, 
(I  ;n Heurs,  constants. 

Donc:  lorsque  0  es/  constant,  les  trajectoires  (1  )  ''/  (T).ço/2/ 
</r\  cercles  concentriques. 

(  le  qui  étail  presque  é>  idenl . 

Enfin,  les  formules  (  i)  donnent  encore 

ds  -  ds'  cos  0. 

On  en  conclut,  en  appelant  v  et  r'  les  vitesses  de  déplacement  des 
points  A  el  l>  sur  leurs  trajectoires. 


I  6  i 


v  —  v'  cos  0. 


Ce  sont  là  les  seules  relations  entre  les  trajectoires  des  deux 
roues  qui  pourront  nous  servir  dans  la  suite.  Nous  renverrons, 
pour  plus  de  détails,  au  Chapitre  premier  du  premier  Volume  de 
notre  Nouveau  Traité  des  Bicycles  et   Bicyclettes. 

ï.  Le  sol  étant  toujours  supposé  plan  et  A  et  B  étant  les  points 
de  contact  des  deux  roues  avec  lui,  considérons  un  trièdre  Kxyz 
lié  invariablement  à  la  machine  et  défini  comme  il  suit  {fig.  a)  : 

Fis.  2. 


\ y  est  la  normale  au  plan  du  sol  ;  A  z  est  la  base  AB  (direction 
positive  de  A  vers  B);  et  le  trièdre  est  orienté  dextrorsum,  comme 
de  cou  i  urne. 

Dans   ces  conditions,   le    plan    k.XZ    coïncide    sans   cesse    avec    le 
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plan  du  sol,  sur  lequel  il  glisse,  el  dès  que  l'on  se  donne,  h'  mou- 
vement du  point  A  sur  sa  trajectoire  celui  du  trièdre  \.xyz 
est  parfaitement  défini. 

Tandis  que  le  plan  \xz  glisse  sur  le  sol  el  que  le  point  A  dé- 
cril  sa  trajectoire  (T),  tangente  à  A:,  la  droite  A.-,  normale  à 
(T),  roule,  sans  glisser,  sur  la  développée  de  celle  courbe.  Il  en 
résulte  que,  dans  le  mouvement  du  plan  \.rz,  la  roulette  est  la 
droite  \.r  et  la  base   la  développée  de  (T). 

Le  centre  instantané  est  donc,  à  chaque  instant,  le  centre 
de  courbure  w  (fig.  2)  de  la  trajectoire  (T)  de  A. 

La  vitesse  angulaire  de  rotation  est-  »  v  et  0  ayanl  les  mêmes 

significations  que  plus  haut. 

On  en  conclut,  enfin,  que  Ya.re  instantané  de  rotation  du 
trièdre  mobile  Koryz  est,  à  chaque  instant,  la  parallèle  <-m  ' 
menée,  par  le  centre  de  courbure  <o  de  la  trajectoire  (T), 
à    \y. 

5.  Tous  ces  préliminaires  étant  posés,  formons  l'équation  dif- 
férentielle du  mouvement  relatif  du  plan  mo\en  de  la  bicyclette, 
par  rapport  au  trièdre  Ajjz. 

Pour  faire  ce  calcul,  nous  considérerons  le  cycliste  comme 
absolument  immobile  par  rapport  au  cadre  de  la  machine  et 
nous  admettrons  que  le  plan  moyen  est  un  plan  de  symétrie 
pour  lui . 

En  d'autres  termes,  nous  supposerons  que  le  cycliste  ne  fait 
aucun  mouvement  du  torse,  et  nous  négligerons  les  mouvements 
des  jambes  (ce  qui  est  assez  légitime,  vu  leur  faible  amplitude  et 
leur  symétrie).  D'ailleurs,  nos  hypothèses  seraient  sensiblement 
vérifiées  dans  le  cas  d'une  motocyclette. 

D'après  les  principes,  bien  connus,  du  mouvement  relatif,  il 
nous  faudra  donc,  pour  former  l'équation  cherchée,  écrire  qu'il  v 
a  équilibre  entre  les  forces  centrifuges,  les  forces  centrifuges 
composées,  les  forces  d'inertie  et  la  pesanteur,  en  vertu  dc>  liai- 
sons. 

\  cl  I)  étanl  deux  points  fixes  du  trièdre  \.nz  nous  avons 
affaire  à  un  corps  qui  tourne  autour  d'un  axe  fixe.  iNous  devrons 
donc  exprimer  que  la  somme  des  moments  <\v>  forces  précédentes 
par  rapporl  à   \  3  est  nulle. 


Le  cycliste  el  sa   machine  forment  un  ensemble  composé  de 

I  rois  pari  ics  : 

i°  L'ensemble  du  cavalier,  du  cadre  el  de  la  fourche  directrice 
<|ui,  d'après  uns  hypothèses,  a  une  forme  invariable  ;  pour  abréger 
le  langage,  nous  le  nommerons  [ensemble  £  ; 

a0  La  roue  motrice,  ou  roue  d'arrière; 

3°  La  roue  directrice,  ou  roue  d'avant. 

Nous  cale  h  le  ion  s  séparément  les  moments  des  forces  des  quatre 
catégories  précitées,  pour  ces  trois  parties;  il  ne  nous  restera  plus 
ensuite  qu'à  annuler  leur  somme. 

Cette  façon  de  procéder  aura  le  double  avantage  de  mettre  de 

Tordre  dans  ce  calcul  si  complexe  et  de  placer  en  évidence,  dans 
l'équation,  des  groupes  de  termes  ayanl  chacun  une  signification 
propre  et  une  provenance  connue. 

Calcul  des  moments  pour  V ensemble  C. 

6.  Soit  G  (Jîg>  2),  le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  £,  qui, 
vu  la  symétrie  de  cet  ensemble,  est  situé  dans  le  plan  moyen. 

Abaissons  de  G  la  perpendiculaire  GG  sur  la  base  AB  (ou  As), 
et  désignons  par  j3  l'angle  du  plan  moyen  avec  la  face  Ayz  du 
trièdre  Axyz  défini  plus  haut. 

j3  est  le  complément  de  l'angle  d'inclinaison  du  plan  moyen  sur 
le  sol. 

Considérons  encore  les  deux  trièdres  suivants  : 

i°  Le  trièdre  (j)x'y'z'  cpii  n'est  autre  chose  que  le  trièdre 
Axyz  transporté  parallèlement  à  lui-même  au  centre  instantané 
de  rotation  ro  ;  ou-'  est  alors  l'axe  instantané  de  rotation  du 
trièdre  A xyz. 

2°  Le  trièdre  GxKyKzK,  lié  invariablcmentà  l'ensemble  C,  dans 
lequel  GzK  est  parallèle  à  As,  Gyt  dans  le  prolongement  de  GC  et 
ÇfX\  perpendiculaire  au  plan  moyen. 

Le  plan  moyen  étant  un  plan  de  symétrie,  pour  l'ensemble  C, 
Gxi  est  un  axe  principal  d'inertie  et  l'équation  de  l'ellipsoïde 
d'inertie  de  C,  relatif  à  G,  a  la  forme 

(7)  ^?-hBjK?H-C,s?-aDjKi*i=  '• 


—  te  - 

(  )n  a,  comme  on  sa  il . 

\       B-hC. 

D'autre  part,  la  distance  toA  (fig-  2)  étant  le  rayon  de  cour- 
bure p  de  la  trajectoire  (T)  de  A,  en  désignant  par  //  la  distance 
GC,  ri  par-  c  la  distance  AC,  on  a  les  formules  de  transformation 
de  coordonnées  suivantes  : 

/  ./■  =   r    hp,        y  =./',        z  --  s'  ; 
)  ./•'  —  —  g  -f-  ./']  COS  (3  -+-  (jKi  -f-  A)  sin  fj, 
J  y  =         —Xï  sinp  —  (j'i-f-  A)  cos  p, 

\    z'  =  C  -+-  Z\. 

7.  Soient,  alors,  ijl  la  masse  d'un  point  de  C;  x\  y',  :■'  ses  coor- 
données, par  rapport  au  trièdre  tùx'y'z'.  Calculons  les  projections 
X  et  Y,  de  la  force  centrifuge  qui  agit  sur  ce  point,  sur  A. a  <i 
Ay. 

Le  mouvement  du  trièdre  Axyz  est  identique  à  celui  de  la  face 
Axz  qui  glisse  sur  le  sol.  L'axe  instantané  est  toy'  et  la  vitesse  de 

rotation  -;  r  étant  toujours  la  vitesse  de  déplacement  de  A  sur  sa 

trajectoire,  ce  (pie  nous  appellerons  la  vitesse  de  la  machine.  En 
appliquant  les  résultats  classiques  qui  fournissent  l'accélération 
d'un  point  d'un  plan  mobile  qui  glisse  sur  un  plan  fixe,  on  trouve 

*-'[G)"~iG)4    — 

La  somme  N^des  moments  de  toutes  les  forces  centrifuges,  par 
rapport  à  As,  est  donc 

la  somme  7   s'étendanl  à  tous  les  points  de  l'ensemble  C. 

On  en  déduit 

N,  -  —^A  %  \—  ?  +  xi  cos  ?  +  (ri  +  *  )si"P]  —  ^  (£)  (c  -H  «i)  | 
x  [— ■  a?j  siop  -1-  (.ri+  à)  cos  fi]. 
I  h\  comme  G  est  le  centre  de  gravit*'  de  C,  on  a 

w  ^  =^£  ;^ri  =2|**1 = o; 


—  r>;;  — 
et,  de  plus,  l'ellipsoïde  d'inertie  donne 

V,,,  ,  ;       »})«  a  -l>, 

En  tenant  compte  de  ces  relations,  <ii  en  désignant  par  OÏL  la 
masse  totale  de  l'ensemble  £,  on  trouve,  ions  calculs  faits, 


l    S/=  — 3ÎL  A  nos  p  —  ^  (  A  —  lï  +  :)lu  //2  )  COS  [i  sin  fi 

P 

+  gW-)(3llGA-h  D)cos(3. 
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8.  Passons  au  calcul  de  la  somme  des  moments  des  forces  cen- 
Lrifuges  composées  pour  l'ensemble  C. 

En  désignant,  pour  un  instant,  par  p,  q,  r  les  projections  de 
la  rotation  instantanée  du  trièdre  Kxyz  sur  les  axes,  on  sait  que 
les  projections  X,  Y,  Z  de  la  force  centrifuge  composée  qui  agit 
sur  un  point  de  masse  jji  sont 


Or,  ici,  on  a 


/     dz  dy\ 

,,  /     dx  dz\ 

„  (     dy  dx\ 

z  =  -^\r"dï-qiû)- 


v 
/>  =  o,  q  =  -  ,  /=o; 

P 


les  formules  précédentes  deviennent  donc 

_.  v  dz  ç  dx 

r  p  dt  r  p   dt 

Le  moment  de  cette  force,  par  rapport  à  Ac,  est  donc 

p      dz 
^  p  y  dt 

et  la  somme  des  moments  de  ces  forces  est 

/     n  *r  v  -sri         dz 


—  ;;<>  — 
l);ms  le  cas  de  l'ensemble  C,  on  a,  pour  ions  les  points, 

dz 

-77    =    °. 

donc 

(la)  Nc  =    o. 

î).  Conservant  toujours  les  mêmes  notations,  les  projections  de 
la  force  d'inertie  qui  agit  sur  le  point  de  masse  p.  et  de  coordon- 
nées .*\  V,  "•,  sur  \.r  et  A  )  ,  sont 

-'X1ÎF'       "-"TIF- 

La  somme  des  moments  de  toutes  ces  forces  d'inertie  par  rap- 
port à  A^  est  donc 

Remplaçons  3?  et  j^  par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (8)  et 
nous  trouvons,  en  tenant  compte  de  l'égalité 

l'expression   suivante   pour   la    somme    des    moments    des    forces 
d'inertie  agissant  sur  l'ensemble  & 

04)  N/=(31LA*-HC)^f. 

10.  Enfin,  pour  calculer  le  moment  de  la  pesanteur,  il  nous 
faut  distinguer  deux  cas  : 

i°  Si  le  sol  est  horizontal,  Ky  (fig.i)  est  une  verticale  de  bas 
en   haut  et   les  projections  du  poids  total  de  l'ensemble  £  sur  les 

axes  Ax,  A.JK,  A^,  sont 

o,     — 3ïl.;r,     o. 

Les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  étant 

£  =  h  >ni  [jj.         ï)  =  Ji  cos^,         Ç  =  c7 

le  raomenl  de  ce  poids,  par  rapport  à  A  3,  esl 

(i>)  Xp=      DH^Asin 


.)/ 


a0  Si  le  sol  csi  incliné  <-i  fail  un  angle  <<>  avec  un  plan  horizon- 
tal, \ y  fail  avec  la  verticale  \  Y  (  fig.  3  |  un  angle  égal  à  <•>.  Soient, 
d'ailleurs,  ^P  la  ligne  de  plus  grande  pente  (montante)  du  plan  du 
sol,  el  il  l'angle  « I < >n t  il  Paul  faire  tourner Az  pour  l'amènera  coïn- 
cider avec  AT,  les  projections  du  poids  dllg,  donl  la  direction  esl 


Fiff.   3. 


parallèle  à  VA,  sur  les  trois  axes  Ax,  Ay,  Az,  seront 

—  DYL/g  sino»  simp,         — Dïl^cosco,        — Oïl^sinto  cos<|/, 
el  le  moment  de  ce  poids,  par  rapport  à  As,  sera 
|  i  j  bis)  N;>  =  —  0)1  gli  [sin  fi  cos  w  —  sin  w  cos  fi  sin  «[/]. 


Calcul  des  moments  pour  la  roue  motrice. 

11.  Soit,  comme  plus  haut,  Axj'zie  trièdre  entraîné  avec  la 
bicyclette. 

La  roue  motrice  est  tangente  à  Az,  en  A,  et  son  plan  coïncide 
avec  le  plan  moyen.  Soient  O  son  centre  et  Ox^y^z^  un  trièdre 
(fig-  4)  lié  invariablement  à  cette  roue  :  Ox{  étant  Taxe  de  la 
roue,  Os,  parallèle  à  Az  et  Oy{  dans  le  prolongement  de  AO. 
L'angle  y  A  j',  est  l'angle  $  du  plan  moyen  avec  le  plan  y  A  z. 

L'équation  de  l'ellipsoïde  d'inertie  de  la  roue,  relatif  au  point  O, 
est  de  la  forme 


(16) 

avec 


Ea?ï  +  F(rî  +  *ï)=i, 


I  2  F. 


—  ;»« 


E 


Comme  la  roue  est  un  solide  très  aplati,  la  différence  F  —  -  est 

très  faible. 

En  désignant  par  /•  le  rayon  de  cette  roue,  on  a  les  formules  de 
transformation  de  coordonnées 


(17) 


x  =  X\  cos  (3-f-(jKi-w)s'nP> 
y  =  —  Xx  sin  p  H- (./!-+-/■)  cos  p, 
z  =  z  ] . 


42.   Ceci  posé,  en  désignant  toujours   par  u)x'y'  z'7  le  trièdre 
obtenu  (fig.  1)  par  la  translation  du  trièdre  Kxyz  en  co,  il  suffit 


Fig.  4. 


d'appliquer  la  formule  (9)  du  n°  7  pour  avoir  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  centrifuges  agissant  sur  la  roue  d'arrière. 

En  remplaçant  dans  cette  formule  x  ely  par  leurs  valeurs  tirées 

de  (17)  et  effectuant  la  somme  \   étendue  à  tous  les  points  de  la 
roue,  on  a 


(18) 


N/  =  —  mr  cos  p -,  cos  p  sin  p  (  E  —  F  -+-  rara  ), 

P  ?" 


m  désignant  la  masse  de  la  roue. 

13.    Pour  avoir  la  somme  des  moments  des  forces  centrifuges 
composées  on  appliquera  la  formule  (11)  du  n°  8. 

Or  ici  -y-  —  -7-î  n'est  pas  nul,  car  la  roue  est  animée  d'un  mou- 

dt  (U  L 

veincni  de  rotation  aulourde  O.r.  avec  une  vitesse  angulaire  égale 


;>ii 


à     •  (  )n  ;i  donc 


tlz{  V 

d\ 

ci .  par  ^ii ite, 


dt        r  '  ' 


En  remplaçanl  y  par  sa  valeur  (17)  (,i  remarquanf  que 

2^  =  2***?  =  ~> 


on  trouve 

c2 
(19)  \;.  =  E  —  cosp. 


rp 


14.  En  appliquant  à  la  roue  d'arrière  la  formule  (i3)  du  n"  î), 
on  aura  la  somme  des  moments  des  forces  d'inertie.  Mais,  ici, 
dans  le  calcul  des  dérivées  de  x  ely  données  par  les  formules  (17), 
il  faudra  tenir  compte  de  ce  que,  à  cause  de  la  rotation  de  la  roue, 
on  a 


dt         °"  dt  r*u  dt     ~~  rri 


dx\  dyx  v  dz\        v 

—,—  =  o.  ,     =  - 

dt  dt 

Tous  calculs  faits,  on  trouve 


(•20)  N;  =  (m^+F)^f  • 

Le  résultat  est  le  même  que  si  la  roue  ne  tournait  pas,  ce  qui 
(Hait  facile  à  prévoir. 

15.    Le  calcul  du  moment  de  la  pesanteur  est  identique  à  celui 
qui  a  été  fait  pour  l'ensemble  C.  On  trouve 

1"  Dans  le  cas  du  sol  horizontal 
(21)  Np  =  —  mgr  sinjî. 

20  Dans  le  cas  du  sol  incliné 

{  2 1  bis  1  N'p  =  —  mgr  (  sin  (3  coso»  —  sin  10  cos  (j  si  11  6  ). 

Calcul  des  moments  pour  la  roue  directrice. 
I(>.  Les  calculs  relatifs  à  la  roue  directrice  sont  plus  compliqués 


(il) 


que  les  précédents  parce  que  son  plan  ne  coïncide  pas  avec  le  plan 
inoN  m  et  que,  de  plus,  ce  plan  est  animé  d'un  mouvemenl  de  rota- 
tion connu  autour  du  tube  de  direction. 

Soient  \\  le  point   de  contact  de  la  roue  directrice  avec  le  sol 

(fig-  5),  et  BF  la  direction  du  tube  de  direction  (axe  de  rotation 
du  plan  de  la  roue  d'avant)  (jui,  d'après  nos  hypothèses,  passe 
en  l>.  Désignons  par  ~k  l'angle  d'inclinaison  de  BF  sur  la  hase  \P>. 
angle  <pii,  dans  les  conditions  où  nous  nous  plaçons,  doit  être 
considéré  comme  constant.  Soient  HIT  la  trace  du  plan  de  la  roue 


directrice  sur  Je  sol  et  0  l'angle  qu'elle  fait  avec  B:;  $'  l'angle  du 
plan  de  la  roue  directrice  avec  la  normale  au  sol.  Si  l'on  remarque 
que  BF  étant  dans  le  plan  moyen,  le  plan  sBF  est  précisément  le 
plan  moyen,  le  trièdreBFsR/,  dans  lequel  le  dièdre  B z  est  égal  à  (3, 
donne 

si  n  0 


(22) 


I  a  ne  3'  =  - — n  cot  X  -t-  cos  0  ta  n  e  3 . 

COS  p 


relation  qui  permet  de  calculer  [6'  connaissant  A,  0  et  ffi. 

Ceci  posé,  aux  deux  systèmes  d'axes  Axyz  et  tùx'y'  z'  que  nous 
considérons  d'ordinaire,  adjoignons  {fig-  5)  le  système  O'.j,  y,  zi: 
lié  invariablement  à  la  roue  directrice,  dans  lequel  C'est  le  centre 
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de  la  roue,  C*,  parallèle  à  BR',  <)V,  l'axe  de  la  roue  et  0'yh  la 
droite  l>(  )'  prolongée. 

Lorsqu'on  transporte  les  axes  \xyz  parallèleinenl  à  eux-mêmes 
«•n  <)'./•"  r  "  z  ",  on  |iiissc,  ensuite,  <!<■  ces  axes  à  (J  X\y\Z\  par  une 
double  rotation  :  une  rotation  de  l'angle  8  autour  de  (  ^j",  et  une 
rotation  de  l'angle  B'  autour  de  O'c-,.  Ceci  donne,  alors,  les  (or- 
mules  de  transformation  suivantes 

/  x  =  .riCos  P'cos  8  -+-  (/''-t-J'i)  sin  [3'cOS  8    h  -3 ,  si n  0, 
(a3)  )    r  -     ~.r,sin  [J/ -*-(/•' -4- jKi.H'os  {!', 

(  z  =  b  —  a?jCOS  jâ'sin  8  —  (r'H-j'i)  sin  (i'sin  8       c,  cos  0  ; 

/•'  désignant  le  rayon  de  la  roue  directrice  et  b  la  longueur  de  la 
machine. 

Enfin,  l'ellipsoïde  d'inertie  dje  la  roue  par  rapporl  à  O'  a  une 
équation  de  la  forme 

(24)  E'*J  +  F'(^î+ -?)  =  «• 

17.  Aj)|)li(|iions,  pour  calculer  la  somme  des  moments  des  forées 
centrifuges,  la  formule  (9)  du  n°  7,  en  y  remplaçant  x  et  r  par 
leurs  valeurs  (2.3). 

£11  effectuant  les  calculs  et  tenant  compte  de  ce  que 

2  wï  =2  iJ ■  -ï  =  i  '       2 |Arf  =  l  ~  7  ' 

on  trouve 

1  N}  =  -m'r'cosp'— ^cosjl'sin  p'cos0(E'— F'-i-m'r'2) 

(25)  <  P  x  P 

/  -h  y  (  -WmVcosP'  —  (E'— F'+m'r'2)cosP'sin  £'sin  0  |, 

où  m'  désigne  la  masse  de  la  roue  d'avant. 

18.  Tour  les  moments  des  forces  centrifuges  composées,  il  nous 
faut  appliquer  la  formule  (1  1)  du  n°  8. 

Dans  le  calcul  de  ~  il  faudra  tenir  compte  de  ce  que  la  roue  est 
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animée  d'un  mouvement  de  rotation  autour  de  O' x{  ;i\<-c  une  vi- 
tesse angulaire  égale  à  —,>  v'  étanl  la  vitesse  de  déplacemenl  de  B. 
Or,  d'après  La  formule  (6)  du  n"  3,  on  ;i 

on  en  conclut 

d.r{  d\x  v  dz\  v 

~dt=°'         177      ~  /-'cosO"1'         Ht     =  r'cosO^1' 

En  prenant  la  dérivée,  par  rapport  à  /,  de  la  dernière  formule  (a3), 
on  en  Lire 

-r  —  [Xi  sin  p'sin  8  —  (r'-f-  jki)  cos  [3' sin  0  \—jy 

—  \x{  cos  (3' cos  0  -h  (V  H-  ji)  sin  [J'cos  0  4-  3j  sin  9  ]  - . 

p 

-+-  I  «i  sin  b'  sin  0  +  rt  cos  01  — 7i  • 

1  '  J  '  r  cos  0 

dz 
En  portant  cette  expression  de  -j  dans  la  formule  (i  i)  ainsi  que 

la  valeur  de  v  fournie  par  les  égalités  (23),  on  trouve,  après  ré- 
ductions, 

,  Il  y 

W';.=  — ,  E'cos  P'  —  2-(E'~  F'-+-  m'r'»)cos  p'sin  p' cos  6-7- 
p  /'  p  <"'/ 


[YmV2-+- -)  cos*P'  +  (V-  ~)sin«P'l  -sinQ 


dt 


19.    L'application  de  la  formule  (i3)  du  n"  9  à   la  roue  direc- 
trice nous  donnera,  pour  elle,  la  somme  des  moments  des  forces 

d'inertie. 

iï  'i  1  1     dx\     dy\     dz\    ,  ,  ,.    lo 

En  axant  égard  aux  valeurs  de— y- >  -5— >  -r-  données   au  n"  10, 


on  a 


^7  =CCicft<iC0S  P'cos6)-|-(r''4-^»)^(sin  P'cosÔ)H-  S!  ^  (sin  8) 

—  (^1  sin  Ô'cos  0 —  V\  s'n  G)  "~î ~r,  » 

v  l  ^  '  r  cos  11 

-'/'  =  -./-,  ^  (sinB')-t-(r'-»-  Ki)4(coap')  —  :  cosp'. 

di  di  r  ;  •   '    dt  '  /•  cos  0 


—  m  — 

Porta  ni  ces  valeurs  dans  la  formule  (i3  >.  on  a,  finalement,  par 
des  calculs  faciles, 

jrç-<»v  *4i »f) 

('"1  —  d<:'-    F'  i   rn'r'*)j  ^ain  p'cos  p'sin  8  ~  j 

[  E'^  ^(cos  P'tangO). 

20.  Enfin,  les  coordonnées  du  centre  O'  de  la  roue  directrice 
étant 

£'  =  r'sin  P'cosO,        V=r'cosP',        Ç'=  6  —  r'sin  P'sin  9, 

on  a  les  expressions  suivantes,  pour  le  moment  de  son   poids,  par 
rapport  à  Az  : 

i°  Dans  le  cas  du  sol  horizontal 

(•28)  NJ  =  —  m'r'gsin  fi'cosO; 

2°   Dans  le  cas  du  sol  incline 

(28  bis)       IMJ,  =  —  m' r'  g  (cos  o>  sin  f3'  cos  0  —  sin  u>  cos  [3'  sin  'l  \, 

avec  les  notations  précédentes. 

Equation  du  mouvement  relatif  du  plan  moyen 
par  rapport  au  sol. 

21.  Il  ne  nous  reste  plus,  pour  avoir  l'équation  différentielle  du 
mouvement  relatif  de  la  machine  par  rapport  au  trièdre  mobile, 
qu'à  égaler  à  zéro  la  somme  des  moments  que  nous  venons  de 
calculer. 

Cette  équation  est  donc 

(29)  N/-H  n>+  n;+  Nr+  n;,  +  n;:  -+-  n,-+-  n;+  njh-  np-h n^  +  n;;  =  o, 

où  les  lettres  Ny,  NV,  .  .  . ,  N  '  représentent  les  groupes  de  termes 
fournis  par  les  égalités  (10)  à  (28). 

Pour  avoir  l'équation  du  mouvement  dans  le  cas  où  le  sol  est 
horizontal,  il  faudra  prendre  pour  N^,  N'  N"  les  expressions  (1  5), 
(21)  et  (28);  au  contraire,  si  le  sol  est  incline,  on  prendra  les 
expressions  (  i5  bis).  |  21   bis)  et  (28  bis). 
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L'équation  (29)  esl  une  équation  différentielle  du  second  ordre 
entre  (3  et  la  variable  /. 

Dans  celle  équation  nous  connaissons,  en  effet,  tout  sauf  [J, 
car  le  seul  problème  qu'on  puisse,  raisonnablement,  se  poser  esl 
le  suivant  : 

Un  bicyc  lis  te  faisant  décrire  àsa  machine  un  chemin  connu, 
à  une  allure  donnée,  quel  sera  le  mouvement,  en  inclinaison, 
du  plan  moyen  par  rapport  au  sol? 

On  doit  donc  considérer  la  trajectoire  (T)  de  la  roue  motrice 
et  la  vitesse  v  comme  connues.  On  possède  alors  l'expression  de  o 
en  fonctions  de  s,  celle  de  s  en  fonction  de  /  et,  par  suite,  elle 
de  oeii/(').   D'ailleurs,  puisque 

à 

ta  n  jr  0  =  -  > 


on  connaît  aussi  0  en  fonction  de  /;  et  enfin  il  ne  faut  pas  oublier 
que  [j;  doit  être  remplacé,  en  fonction  de  [3  et  0,  par  l'expression 
donnée  par  la  formule  (22)  du  n°  16. 

22.  L'équation  que  nous  venons  de  formel-  n'a  évidemment 
qu'un  intérêt  purement  théorique. 

Pratiquement,  on  ne  devra  1  employer  qu'après  l'avoir  sim- 
plifiée. 

Pour  l'établir,  nous  avons,  en  effet,  pris  la  bicyclette  dans 
toute  sa  complexité,  mais  nous  n'avons  pas  lenu  compte  des  mou- 
vements des  jambes  du  cavalier.  Or,  s'il  est  possible  de  concevoir 
un  cas  théorique  où,  la  bicyclette  étant  mue  mécaniquement,  le 
cycliste  conserverait  les  jambes  immobiles,  dans  la  réalité  il  n'en 
est  rien.  Il  serait  donc  ridicule  de  vouloir  conserver  ceux  des 
ternies  dont  l'ordre  de  grandeur  est  comparable  à  ceux  (pie  l'on 
a  négligés  en  supposant  l'immobilité  des  jambes. 

La  discussion  numérique,  que  nous  croyons  inutile  de  déve- 
lopper ici  parce  que  nous  aurons  plus  laid  l'occasion  d'en  faire 
une  toute  semblable  en  étudiant  l'équilibre,  conduit  alors  à  ne 
conserver,  dans  les   douze  groupes  de  termes,   que  les  premiers. 

(')  Il  est  bon  de  remarquer  que  p  esl  une  quantité  qui  peut  rire  positive  ou 
négal  i\  c 


i,:, 


(  )n  parvienl  ainsi  à  l'équation  approchée,    relalivertiénl   ws^r/. 
simple,  que  voici 

(0RAs  +  C  -h  /«/•«-!-  F)^J  +(mV«+F')  y  (cose^  j 

7  <//  '  '  (Il  \  <ll  ) 


OR  // 


i: 


////• 


coa  3 


m  /■ 


7  » 


0 


-+-[(0R,cAh  D)cosPh-/wV*co9P']  j  (-\ 
—  [(OR  //  h-  mr  )  sin  (i  -+-  nt'r'cos  0  sin  p'  |^  —  o, 

dans  le  cas  du  sol   horizontal. 

Or,  si  l'on  remarque  que,  dans  cette  équation,  (3'  et  cos  9  ne  fi- 
gurent que  dans  les  termes  provenant  de  la  roue  directrice;  que 
d'une  part,  comme  nous  le  montrerons  au  n"  28,  ces  termes  sont 
en  moyenne  le  j~  des  termes  de  même  signe  et  que,  d'autre  part, 
0  étant  toujours  petit,  [j'  est  très  voisin  de  [3  et  cos  0  de  i,  on  est 
conduit  à  remplacer,  dans  l'équation  qui  précède,  $'  par  (3  et 
cos  9  par  i . 

Désignons  alors   par  M  la  masse    totale    du    cavalier  et   de   la 

bicyclette 

M  =  OÏL  -h  m  -*-  m'; 

par  /  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cette  masse  totale  à  la 
base  AB;  on  a  évidemment 

Oit  h  ■+■  mr  -4-  m' r'  =  M  /. 

D'ailleurs,  la  somme 

OR  h*  -h  G  -+-  mr*  h-  F  h-  m' r'*  -h  F 

est  la  somme  des  moments  d'inertie  des  trois  parties  de  la  masse 
totale  par  rapport  à  AB  ;  cette  somme  est  donc  égale  au  moment 
d'inertie  total  par  rapport  à  AB. 

Si  l'on  désigne  par  MA2  le  moment  d'inertie  de  la  masse  totale 
par  rapport  à  un  axe  parallèle  à  AB  et  passant  par  son  centre  de 
gravité,  on  aura  donc 

OR  h*  -+-  C  -+-  m/-*  -h  F  +  m' t ■'«  +  F'  =  M  (  l*  +  k*-  ). 

Enfin,  on  peut  poser 

D\lch+  D  +  tn'r'b  =  M  ld, 

XXVI!.  5 
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cl  d  sera  une  longueur  approximativement  égale  à  la  dislance 
du  centre  de  gravité  de  la  masse  totale  à  une  perpendiculaire  à  la 
base  AB  menée,  par  A,  dans  le  plan  moyen. 

(Pratiquement,  on  a  environ  d  =  —j 

L'équation    approchée  du    mouvement    relatif  est  alors   (sur 

sol  horizontal) 

i  <-!*$  /  E      E'\  v* 

\  M(/*  +  A-*)  -Z7f=M/^sinp-^M/-H-+-7j-cos(i 

(29  bis)  < 

Dans  une  Noie,  parue  récemment  aux  Comptes  rendus  de 
V Académie  des  Sciences  ('),  M.  Boussinesq,  en  faisant  immé- 
diatement des  hypothèses  simplificatrices,  qui  reviennentau  fond  à 
ne  pas  tenir  compte  du  mouvement  des  roues  et  de  la  direction,  est 
parvenu  à  une  équation  (2)  qui  ne  diffère  de  la  précédente  qu'en 

1       j  E       E' 

ce  que  les  deux  termes  en  —  et  —v  manquent. 
1  r        r   j  1 

Grâce  à  ses  restrictions,  M.  Boussinesq  a  pu  employer  une  mé- 
thode de  calcul  beaucoup  plus  élégante  et  plus  rapide  que  la 
notre. 

Malgré  cela,  les  longs  calculs  qui  précèdent  n'en  conservent 
peut-être  pas  moins  un  intérêt. 

Notre  équation  (29  bis)  étant  déduite  d'une  équation  (29) 
beaucoup  plus  complète,  la  comparaison  de  ces  deux  équations 
sert   de    justification   aux   simplifications   que    M.    Boussinesq    a 

faites,  avec  raison,  mais  a  priori. 

E       E' 
En  second   lieu,   les  deux  termes  en  -  et— 7  qui   figurent  dans 
7  /•        /•    l 

notre  équation  proviennent,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  de  ce 

que  nous  avons  tenu  compte  de  la  rotation  des  roues.  11  en  résulte 

donc  un  fait   intéressant  :    c'est  que  si  l'on   tient  compte  de  la 

rotation  des  roues,  V équation  différentielle  conserve  la  même 

forme  que  celle  de  M.  Boussinesq.  Par  suite,  les  résultais  fort 

intéressants  que  M.  Boussinesq  a  tirés  de  l'étude  de  son  équation, 

en  ce  qui  concerne  les  petits  mouvements  oscillatoires  du  plan 


(  '  )  >8  novembre  1898. 
(2)  Équation   (5  ),  p.  846. 
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moyen  dans  la  marche  rectiligne,  subsistent  encore  lorsqu'on  tienl 
compté  de  la  rotation  des  roues. 

Enfin,  notre  équation  (  29  |  toui  entière  nous  sera  utile,  dans  la 
suite,  pour  approfondir  !<•  problême  de  l'équilibre  el  reconnaître 
hi  nature  el  La  grandeur  <1<:  L'influence  des  termes  que  l'on  néglige 
dans  une  théorie  plus  élémentaire. 

Si,  maintenant,  on  suppose  que  Le  cycliste  tourne  son  guidon 

assez  lentement  pour  que  la  variation  de -soit  faible,  on  pourra 
négliger  le  terme  en    .  (-)■  En  supprimant,  en  outre,  les  termes 

provenant  de  la  rotation  des  roues,  on  arrive,  enfin,  à  L'équation 
élémentaire  suivante 

(29  ter)  -— -  -   -j£  =  g  sin  $  -  -  cos  p, 

qui  est  celle  dont  je  me  suis  servi  dans  mon  Nouveau  Traité  des 
Bicycles  et  Bicyclettes  (')  pour  discuter  le  maintien  et  le  ré- 
tablissement de  l'équilibre.  Je  renverrai  donc  le  lecteur  à  cet 
Ouvrage  pour  tout  ce  qui  concerne  cette  question.      (A  suivre.) 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 

SÉANCE   DU   4  JANVIER   1899. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    LECORNU. 

La  Société,  réunie  en  Assemblée  générale,  procède  au  renou- 
vellement de  son  bureau  et  à  l'élection  de  membres  du  Conseil. 

Elle  entend  et  approuve  le  rapport  de  la  Commission  des  fi- 
nances sur  l'exercice  1897- 1898. 

Communications  : 

M.  Painlevé  :  Sur  une  application  des  groupes  de  Lie  à  la 
théorie  des  équations  différentielles. 

(  '  )  Premier  Volume,  p.  /3. 
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M.  Luswr  présente  à  la  Société  le  numéro  spécimen  d'une  pu- 
blication nouvelle,  V Enseignement  mathématique;  il  fait  con- 
naître l'objet  cl  le  caractère  de  celte  Revue. 


SÉANCE  DU  18  JANVIER  1809. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    GUYOU. 

Communications  : 

M.  Fontené  :  Sur  un  nouveau  calcul  symbolique. 

M.  Laisant  :  Observation  sur  le  même  sujet. 

M.  Stormer  :  Application  de  quantités  symboliques  ana- 
logues aux  quaternions  à  l'étude  d'une  équation  indéterminée 
considérée  par  M .  Humbert. 

M.  RaflTy  :  Généralisation  des  surfaces  de  Joachimsthal. 

M.  PfCAim  adresse  une  Noie  Sur  le  prolongement  analytique 
à" une  fonction. 

SÉANCE  DU   1er  FÉVRIER   1899. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  GUYOU. 

Communications  : 

M.  Blu tel  :  Sur  certaines  propriétés  des  centres  de  courbure 
de  surfaces  particulières. 

M.  RaflTy  :  Surfaces  doublement  cylindrées  et  surfaces  iso- 
thermiques. 

M.  H.  Duport  adresse  un  Mémoire  Sur  les  hypothèses  fon- 
damentales de  la  Géométrie. 

M.  Lémerày  adresse  un  Mémoire  Sur  les  équations  fonction- 
nelles qui  caractérisent  les  opérations  associatives  et  les  opé- 
rations distributives. 

SÉANCE  DU   15  FÉVRIER    1899. 

PRÉSIDENCE   DE    If.    GUYOU. 

Elections  : 

Sont  élus,  à  L'unanimité)  membres  de  la  Société  :  M.  Drach, 
présenté  par  MM.  Painlevé  et  Borel  ;  M.  Pringsheim,  présenté  par 
MM.  Darboux  et  W.  Dyck. 
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(  Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  les  surfaces  du  troisième  ordre  qui  admet- 
tent /tour  ligne  asymptotibue  une  cubique  gauche, 

M.  Painlevé  :  Sur  1rs  singularités  essentielles  des  équations 
différentielles  d*ordre  supérieur. 

M.  Lecornu  :  Sur  une  équation  aux  différences  mêlées. 

M.  EIumbert  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  une  interprétation  géométrique  de  l'équation  modulaire. 

Dans  une  précédente  Communication  (t.  \\\  I  de  ce  Bulletin, 
p.  2*33),  j'ai  énoncé,  en  m'appujant  sur  la  théorie  de  la  transfor- 
mation des  fonctions  elliptiques,  celle  proposition  : 

((  Sur  une  courbe  unicursale  C,  dont  les  coordonnées  d'un 
point  s'expriment  rationnellement  en  fonction  d'un  paramètre  x, 
on  considère  l'involulion  définie  par  f(x) —  )xïï(^)  =  o,  /eto 
étant  des  polynômes  d'ordre  2p  — |—  1  :  si  quatre  groupes  de  l'in- 
volulion, correspondant  aux  valeurs  A,,  À27  ^3?  ^\  de  À,  sont 
formés  respectivement  par  un  point  simple,  xly  et  par  ip  points 
confondus  deux  à  deux,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  va- 
leurs \t  et  celui  des  quatre  valeurs  xL  sont  liés  par  l'équation  mo- 
dulaire pour  11  =  1  p  -f-  1 .    » 

On  peut  faire  une  application  de  cette  remarque  aux  polygones 
de  Poncelet,  d'un  nombre  impair,  2/9-f-i,  de  cotés,  inscrits  à 
une  conique  C  et  circonscrits  à  une  conique  G'. 

En  effet,  sur  l'unicursale  G,  les  valeurs  du  paramètre  x  qui  cor- 
respondent aux  sommets  d'un  polygone  sont  les  racines  d'une 
équation  de  la  forme  f(x)  —  \®(x)  =  o,  comme  le  montre  immé- 
diatement la  théorie  des  fonctions  elliptiques;  on  peut  le  voir  en- 
core en  observant  que  les  sommets  des  polygones  déterminent  sur 
la  conique  G  une  involution,  laquelle  est  nécessairement  ration- 
nelle, c'est-à-dire  du  type  f(x)  —  Xo(#)  =  o,  puisque  G  est  uni- 
cursale. 

Parmi  les  groupes  de  cette  involution,  ceux  qui  comprennent 
un  des  quatre  points  a?/,  communs  aux  deux  coniques  G  et  G', 
comprennent  en  outre/?  points  confondus  deux  à  deux,  car  le  po- 
lygone correspondant  se  replie  sur  lui-même  à  partir  du  (/?-+- i)I|,|I,e 
sommet;  donc,  en  vertu  de  la  proposition  rappelée  plus  haut,  le 
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rapport  anharmonique  des  quatre  points  a  -,  sur  la  conique  C  <'t  le 
rapport  anharmonique  des  valeurs  de  X  qui  correspondent  aux 
quatre  polygones  repliés  sont  liés  par  l'équation  modulaire  pour 

n  —  2/>  -f-  i . 

Afin  de  donner  une  forme  exclusivement  géométrique  à  ce 
théorème,  observons  que  les  centres  des  moyennes  distances  des 
sommets  des  polygones  inscrits  à  C  et  circonscrits  à  C  décrivent 
anc  conique  G''  {voir  à  ce  sujet  une  Note  de  M.  Bricard  au 
t.  X.XV1,  p.  91,  de  ce  Bulletin)  et  que,  par  suite,  le  rapport  an- 
harmonique  des  valeurs  de  \  pour  quatre  polygones  est  le  même 
<pic  celui  des  quatre  centres  des  moyennes  distances  correspon- 
dants sur  la  conique  C".  Ainsi  : 

Soient  deux  coniques  C  et  C  se  coupant  en  A,,  A2,  A3,  A/(, 
et  telles  qu'il  existe  des  polygones  de  ip  -h  i  côtés  inscrits  à  G 
et  circonscrits  à  G'  :  on  sait  que  le  lieu  des  centres  des  moyennes 
distances  des  sommets  d'un  polygone  décrit  une  conique  C". 
Cela  posé,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  A/  sur 
la  conique  C  et  le  rapport  anharmonique,  sur  la  conique  C", 
des  centres  des  moyennes  distances  correspondant  aux  quatre 
polygones  qui  ont  respectivement  un  des  points  A;  pour  sommet , 
sont  liés  par  l'équation  modulaire  du  cas  de  n  =  ip  -4-1. 

On  aurait  une  interprétation  analogue  si  n  =  zp;  l'énoncé 
suivant  résume  les  deux  énoncés,  n  étant  quelconque  : 

Parmi  les  polygones  de  n  côtés  inscrits  à  G  et  ci/'conscrits 
à  G',  il  en  est  quatre  qui  ont  pour  sommet  ou  pour  côté  un 
point  commun  ou  une  tangente  commune  à  G  et  C  :  le  rapport 
anharmonique,  sur  la  conique  C",  des  centres  des  moyennes  dis- 
tances correspondant  à  ces  quatre  polygones,  et  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  A;,  sur  la  conique  G,  sont 
liés  par  l'équation  modulaire  relative  à  la  transformation 
d' ordre  n. 

M.  Humbert  fait  la  Gommunication  suivante  : 

Sur  les  polygones  de  Poncelet. 

Parmi  les  polygones  de  n  côtés  inscrits  à  une  conique  G  et  cir- 
conscrits à  une  conique  C/,  il  en  est  quatre  qui  sont  repliés 
sur  eux-mêmes  à  partir  d'un  de  leurs  sommets. 


—  71   — 

Si  //  esl  impair,  ces  polygones  sont  ceui  qu  on  obtienl  en  par- 
tant  (I  m»  des  quatre  points  communs  à  C  el  G':  le  sommel  de 

"  ■  '         i        •       i  i  j  i  /  • 

rang  esl  le  point  de  contact  <i  une  tangente  commune  ;i  '.  et 

C',  le  sommel  suivant  coïncide  avec  lui,  el  le  polygone  se  replie 
ensuite  sur  lui-même,  de  sorte  que  tous  ses  sommets  sont  doubles, 
à  l'exception  <lu  premier. 

Si  //  csi  pair,  en  faisant  la  même  construction  à  partir  d'un 
point   V  commun  à  C  et  (/,  on  trouve,  pour  le  sommet  de  rang 

//  4/11 

— )-  i,  un  autre  point,  commun  \  ;  le  pot  ygone  revient  ensuite  sur 

lui-même,  et  Ions  ses  sommets  sont  doubles,  à  l'exception  de  V 
et  V.  Enfin,  en  faisant  la  construction  à  partir  du  point  de  con- 
tact d'une  tangente  commune  à  C  et  C',  on  trouve  un  polygone 
dont  tous  les  sommets  sont  doubles,  et  parmi  eux  figure  un 
deuxième  point  de  contact  de  tangente  commune. 
Cela  posé,  je  dis  que  : 

Le  centre  harmonique  des  sommets  d'un  polygone  quel- 
conque par  rapport  à  une  droite  donnée  est  un  point  fixe,  si 
la  droite  coupe  la  conique  C  en  deux  sommets  doubles; 

ou,  en  langage  non  projectif  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  sommets  cV un  poly- 
gone quelconque  est  un  point  fixe  si  les  deux  points  à  V infini 
sur  la  conique  C  sont  des  sommets  doubles. 

Cela  résulte  immédiatement  d'un  théorème  que  j'ai  fait  con- 
naître ailleurs  (Journ.  de  Math.,  4e  série,  t.  111,  p.  36a)  et  qui 
s'applique  évidemment  au  cas  actuel  :  le  centre  des  moyennes 
distances  des  points  communs  à  une  courbe  C  et  à  chacune  des 
courbes  d'un  faisceau  est  un  point  fixe  si,  quand  un  des  points 
communs  s'éloigne  à  l'infini,  un  second  s'éloigne  en  même  temps 
à  l'infini,  dans  la  même  direction.  En  particulier  : 

Le  centre  harmonique  des  sommets  cV  un  polygone  quel- 
conque, par  rapport  à  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact 
de  C  avec  deux  des  tangentes  communes  à  C  et  C,  est  un 
point  fixe. 
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SÉANCE  DU   1"    MARS  1899. 

PRÉSIDENCE   l>E   M.   TOUCHE. 

Communication  : 

M.  Bourlel  :  Sur  la  théorie  des  opérations,  appliquée  aux 
fonctions. 

SÉANCE  DU  15  MARS  1899. 

PRÉSIDENCE     DE    M.     Gl'YOU. 

Co  m  m  u  n  icat  io n s  : 

M.  Fontené  :  Sur  l'emploi  des  signes  en  Géométrie. 

M.  Borel  :  Sur  le  prolongement  des  fonctions  analytiques. 

M.  Blutel  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  une  propriété  des  trajectoires  obliques 
d'une  famille  de  géodésiques. 

Si  l'on  imagine  sur  une  surface  quelconque  deux  familles  de 
courbes  (u  =  const.  et  v  =  const.)  se  coupant  sous  un  angle  con- 
stant et  telles  que  le  rapport  de  leurs  courbures  géodésiques  soit 
constant  en  tous  les  points  de  la  surface,  on  démontre  aisément 
que  les  deux  systèmes  de  courbes  en  question  coupent  sous  des 
angles  constants  une  même  famille  de  courbes  parallèles  et,  par 
suite,  une  même  famille  de  lignes  géodésiques  de  la  surface. 

La  réciproque  est  vraie. 

Si  l'on  considère  un  triangle  curviligne  formé  sur  la  surface  à 
l'aide  de  deux  courbes  CK,  Cv  et  d'une  courbe  parallèle  associée, 
les  longueurs  des  côtés  portés  par  Cu  et  C^,  sont  proportionnelles 
aux  sinus  des  angles  opposés  dans  ce  triangle.  Cette  propriété,  à 
peu  près  évidente  par  la  Géométrie,  conduit,  pour  un  triangle 
curviligne  formé  à  l'aidede  trois  courbes  Cw,  C^, ,  C^,  à  un  énoncé 
analogue  à  celui  que  fournit  le  théorème  des  projections,  appliqué 
à  un  triangle  rectiligne. 
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M.    \\M',\i>K  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  quelques  paradoxes  de  Statique  non  euclidienne. 

I .  J'ai  déjà  signalé  quelques  paradoxes  de  Statique  non  eucli- 
dienne, par  exemple  ceiix-ei  : 

Dans     une     balance    de    l'espace    de    Lobatchewsky,     la     charge 

propre  du  support  dépasse  la  somme  des  charges  qui  se  fonl 
équilibre,  tandis  que  si  la  balance  csi  étudiée  dans  l'espace  de 
FUemann,  la  fatigue  propre  du  support  est  toujours  moindre  que 
la  somme  des  charges. 

L'emploi  des  (ils  permet,  d'accentuer  encore  ces  paradoxes. 

J'avais  effleuré  cette  remarque  clans  une  Noie  sur  la  Statique 
non  euclidienne  imprimée  dans  mes  Leçons  de  Mécanique  phy- 
sique; mais  le  paragraphe  qui  termine  cette  Note  contient  une 
erreur  et  je  me  propose  dans  cet  article  de  reprendre  la  question 
à  son  origine. 

2.  On  sait  que  la  Statique,  c'est-à-dire  la  théorie  du  groupe 
d'équivalence  d'un  système  de  vecteurs,  domine  les  trois  géomé- 
tries;  on  peut  résumer  cette  théorie  en  trois  propositions  dont 
voici  les  deux  plus  simples  : 

i°  La  composition  des  forces  concourantes  est  la  même  dans  les 
trois  géométries  et  cette  composition  engendre  à  la  fois  la  théorie 
des  fonctions  dites  circulaires  et  la  Trigonométrie  sphérique  ; 

2°  La  réduction  des  vecteurs  d'un  plan  qui  sont  perpendicu- 
laires à  une  même  droite  se  ramène,  par  l'emploi  d'une  méthode 
due  à  Monge,  à  la  composition  de  deux  forces  égales  agissant  du 
même  côté  de  leur  perpendiculaire  commune  et  voici  la  loi  de 
cette  composition  :  si  les  forces  égales  ont  l'intensité  P  et  si  la 
distance  de  leurs  lignes  d'action  comptée  sur  leur  perpendiculaire 
commune  est  2/7,  la  résultante  des  deux  vecteurs  passe  par  le  mi- 
lieu de  celte  perpendiculaire  commune  et  son  intensité  \\  est 

Il  =  2  P<p(/>  1; 

la   fonction   'j(.r)   ne   peut   d'ailleurs    avoir    que    l'une    des    trois 
xxvii.  6 
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formes  suivantes  : 


<?(#)  — 


k 


<p(a?)  =  i 
cp(a?) 


.  a: 


'•f 


.r 

cosT 

k 


(espace  <le  Lobatchewsky), 
(espace  d'Euclide), 

(espace  de  Riemann). 


3.  Ces  résultats  étant  rappelés,  considérons  deux  poutres,  l'une 
A  fixe,  l'autre  B  mobile;  les  deux  poutres  sont  perpendiculaires 
à  l'axe  XY  et  symétriques  par  rapport  à  cet  axe;  la  poutre  infé- 
rieure B  porte  un  système  de  quatre  poulies,  et  la  poutre  A  un 
système  de  deux  poulies,  de  manière  qu'un  fil  sans  fin  s'enroule 
sur  ces  poulies  et  supporte  une  poulie  libre  G,  la  connexion  de 
cet  enroulement  étant  indiquée  par  la  figure  ci-dessous. 


La  partie  B  est  supposée  guidée  de  manière  à  ne  pouvoir  se  mou- 
voir que  par  une  translation  dans  le  plan  de  la  figure  :  cette  trans- 
lation non  euclidienne  ayant,  bien  entendu,  la  droite  XY  pour 
axe.  Si  la  petite  poulie  G  est  sollicitée  par  une  force  F,  et  si  les 
brins  du  fil  pendant  sont  suffisamment  rapprochés,  la  force  F 
produira  une  tension  T  du  fil,  telle  que  l'on  aura 

F  =  ?T, 
en  sorte  que  si  a  désigne  l'angle  des  brins  qui  réunissent  les  deux 
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poutres  avec   la  perpendiculaire  à   \^    <i   de  longueur  •>./>,  que 
forment  les  fils  de  base,  la  poutre  rigide  B  sera  soumise  à  un  effort 


descendant  égal  à 


(  £  ) 


dette  force  est  toujours  descendante  ou  nulle  dans  les  eas  de 
l'espace  de  Riemann  ou  d'Euclide;  mais,  dans  l'espace  de  Lobat- 
chewsky,  ectte  force  pourrait  être  ascendante,  et  elle  le  sera,  en 
particulier,  lorsque  a  =  o. 

En  ce  dernier  cas  le  corps  B  fonctionnerait  tout  d'abord 
comme  ascenseur  et  grimperait  le  long  du  fil  tendu. 

4.   On  peut  encore  donner  une  autre  forme  à  ces  paradoxes. 

Si  les  deux  pièces  A  et  B  étaient  reliées  par  une  lige  mince, 
avant  pour  axe  X\ ,  cette  tige  serait  comprimée  dans  le  dernier 
cas  qu'on  vient  de  considérer. 

Et  le  paradoxe  consiste  en  ceci  que  le  (il,  tiré  vers  le  bas  sur 
le  premier  corps  B  sur  lequel  il  s'appuie,  pourrait  pourtant  com- 
primer le  corps  B  sur  le  corps  A  avec  un  effort  plus  grand  que 
l'action  directe  exercée  par  la  force  directement  appliquée. 

Ces  transmissions  d'efforts  ne  violent  d'ailleurs  pas  le  principe 
du  travail  virtuel. 

Seulement  on  pourrait  ainsi,  par  un  simple  étalement  du  fil  en- 
roulé et  sans  multiplication  de  brins,  renverser  et  augmenter 
V  effet  de  la  force. 

En  d'autres  termes,  un  fil  simple  pourrait,  sans  multiplication 
des  brins,  jouer  le  rôle  d'un  levier. 
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MÉMOIRES  i;t  communications. 


ÉTUDE  THÉORIQUE  SUR  LA  BICYCLETTE; 
Par     M.     C.     Bo  I    R  l.liT. 


Deuxième   Parti  e. 

!23.  Dans  la  recherche  des  conditions  d'équilibre  d'une  bicy- 
clette, nous  supposerons  toujours,  dans  la  suite,  (jne  Je  bicycliste 
fait  tourner  ses  pédales  d'un  mouvement  uniforme.  En  d'autres 
termes,  nous  admettrons  que  la  vitesse  v  du  déplacement  du  point 
de  contact  A  de  la  roue  motrice  avec  le  sol,  vitesse  que  nous 
appellerons  vitesse  de  la  machine,  est  constante. 

C'est  d'ailleurs  là  l'hypothèse  la  plus  conforme  à  la  réalité. 

On  pourrait,  il  est  vrai,  étudier  théoriquement  l'influence  de 
la  variation  de  la  vitesse  v  sur  l'équilibre;  mais  ce  serait  là  une 
étude  d'un  intérêt  purement  théoricpie,  qui  ne  correspondrait  à 
rien  de  pratique. 

En  se  servant  des  équations  (29)  ou  (29  bis)  on  pourrait  facile- 
ment montrer  que  l'équilibre  peut  être  complètement  réalisé  par 
de  simples  variations  de  vitesse;  mais  les  résultats  curieux  aux- 
quels on  serait  conduit  seraient  pratiquement  irréalisables. 

Vu  l'inertie  de  sa  masse,  le  cycliste  ne  peut  faire  varier  sa  vi- 
tesse que  d'une  façon  relativement  lente  et  en  admettant  même,  ce 
qui  est  tout  à  fait  improbable,  qu'il  puisse  acquérir  Je  sens  instinctif 
de  la  grandeur  de  la  variation  de  vitesse  nécessaire,  à  chaque  in- 
stant, pour  maintenir  l'équilibre,  il  ne  pourrait  jamais,  pratique- 
ment, obtenir  assez  rapidement  cette  variation  pour  qu'elle  fût 
efficace. 

De  telles  oscillations  de  vitesse  fatigueraient  d'ailleurs,  à  la  fois, 
le  cycliste  et  sa  bicyclette. 

2'<.    Cette   restriction    première    faite,    définissons   Véquilibre. 

Une  bicyclette  est  en  équilibre  lorsqii 'elle  ne  glisse  pas  laté- 
ralement . 
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Or,  pour  (| h <*  l;i  machine  n<'  glisse  pas,  il  faut  el  il  suffît  que 
L'angle  [3  du  plan  moyen  avec  La  normale  au  soi  ne  dépasse  pas,  en 
valeur  absolue,  une  valeur  limite  s  qu  on  appelle  I  angle  de  frot- 
tement de  glissement  latéral. 

Donc,  pour  (/h  une  bicyclette  décrivant  une  trajectoire  |  I  ) 
donnée  )  à  une  vitesse  v  connue,  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il 
suffit  que  Vangle  &  fourni  pur  l'équation  différentielle  l  29.) 
vérifie  ht  double  inégalité 

1  lo)  -<p  <p<«p. 

Si  Ton  pose 

tangcp  =/, 

f  est  ce  qu'on  appelle  le  coefficient  de  frottement  de  glissement 
latéral  de  la  machine,  el  La  condition  (3o)  s'écril 

-/<tangp<+/. 
Deux  cas  peuvent  alors  se  présenter: 

i°  L'équation  (29)  est  vérifiée  par  une  valeur  constante  de  {$.. 
Pour  qu'il  y  ait  équilibre  il  suffît  alors  que  fi  ait  cette  valeur  et 
qu'en  outre  L'inégalité  (3o)  soit  satisfaite. 

Le  plan  moyen  conserve  une  inclinaison  constante  par  rap- 
port au  sol  ;  c'est  ce  que  nous  appellerons  l' équilibre  parfait. 

20  S'il  n'existe  pas  d'intégrale  de  l'équation  (29)  qui  se  ré- 
duise à  une  constante,  le  plan  moyen  oscillera  entre  deux  positions 
extrêmes;  so/i  inclinaison  par  rapport  au  sol  sera  variable. 
Nous  dirons  alors  que  l'équilibre  est  imparfait. 

Nous  allons  étudier  ces  deux  cas  séparément. 

Équilibre  parfait  sur  un  sol  horizontal '. 

25.  D'après  notre  définition  même,  il  y  a  équilibre  parfait  si  fi 
reste  constant. 

Or,  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  la  trajectoire  (T)  de  la  roue 
d'arrière  est  convenablement  choisie.  En  effet,  en  écrivant  que 
L'équation   (29)   est    vérifiée   par  une  valeur  constante  de  fi,  on  a 
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une  relation  qu'on  peut  considérer  comme  une  équation  différen- 
tielle du  premier  ordre  en  p  et  s,  dans  le  cas  du  sol  horizontal,  car 

on  a 

s  ,         b 

t  =  -      et      tanin)  =  -  • 

v  p 

En  intégrant  cette  équation,  on  obtiendra  une  famille  de 
courbes  (T)  que  nous  nommerons  les  courbes  d'équilibre  par- 
fait et  que  nous  allons  d'abord  rechercher. 

A  cet  effet,  prenons  l'équation  pratique  (29  bis)  du  n"  22;  sup- 

ds 
posons-y   (3   constant    et    remplaçons    dt    par  —  Nous    obtenons 

l'équation  différentielle 

d  / 1  \       Q  1 


ds\p/       dp        v"-d        hV' 


en  posant 

_i_/E       E' 
Ml\r 


'  ~r~) 


on  en  lire,  en  intégrant, 


j        £"tang(3 


(3.)  r^  +  «^ 

Il  étant  une  constante  arbitraire. 
Distinguons  alors  plusieurs  cas  : 

i°   Si   H  =  o,  -est  constant  :  la  courbe  est  un   cercle  ou  une 

P 
droite. 

20  Si  H  ^é  o,  et  p  ?é  o  :  la  courbe  est  une  spirale  qui  est  rapi- 
dément  asymptote  au  cercle  de  rayon  — - — -  (car,  comme  s  =  vt. 

.1  1  J  g  tan<rj}     V  ' 

s  est  positif  et  croît). 

3°  Si  H  ^zé  o,  et  fi  =  o  :  la  courbe  est  asymptote  à  une  droite  (car 

quand  s  croît,  -  tend  vers  zéro). 

Dans  les  cas  où  H  est  différent  de  zéro,  la  détermination  de  la 
courbe  se  termine  par  deux  quadratures.  On  a,  en  effet,  en  posant 

*ds       ^tan^p  \\d   —  - 


fds       g  ton*?  H^ 

l    r  =   I  vo*<bds  -h  cr0, 
y  =  /  %\Yitydt  4-  y0. 
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Les  courbes  d'équilibre  parfait  dépendent  donc,  en  apparence) 
de cin<|  paramèl res  arbitraires,  [3,  1 1 ,  •!>„,  ./•„  el  r„.  En  fait,  il  n'y  en  a 
que  quatre;  et  il  j  en  a  trois  qui  sont  des  paramètres  <lc  position. 

La  forme  de  la  courbe  ne  dépend  que  <lc  fi. 

Remarquons,  en  effet,  que  lorsque  II  /  <>,  [i  ;/  o,  on  peut  écrire 
l'équation  (3i)sous  la  forme 


Or* 


en  prenant,  dans  le  crochet,  le  signe  (+)  ou  le  signe  ( — )  suivant 
(jue  11  est  positif  ou  négatif,  s0  étant  une  nouvelle  constante  arbi- 
traire. 

Si,  alors,  on  compte  les  arcs  sur  la  courbe  à  partir  du  poinl 
pour  lequel,  actuellement,  s  =  s0,  l'équation  (3i)  prend  la  forme 

qui  ne  contient  plus  de  constante  arbitraire. 

11  n'y  a  donc,  en  réalité,  que  quatre  constantes  :  xQi  y0,  >l0  et  (3. 
Les  trois  premières  sont  des  constantes  de  position;  quand  elles 
varient,  la  courbe  ne  change  pas  de  forme,  mais  se  déplace  unique- 
ment dans  le  plan. 

Au  point  de  vue  de  la  forme,  il  n'y  a  donc  que  trois  familles  de 
courbes,  chacune  à  un  paramètre  fi  :  à  savoir,  les  cercles  (ou 
droites)  et  les  deux  spirales  fournies  par  l'équation  (3i   bis). 

Nous  ferons  maintenant,  de  suite,  une  remarque  de  la  plus 
haute  importance  : 

Etant  donnée,  dans  le  plan  du  sol,  une  courbe  quelconque 
et  un  point  A  sur  cette  courbe,  on  peut  toujours  trouver  une 
courbe  d'équilibre  parfait  passant  par  ce  point  Ael  ayant, 
en  ce  point,  un  contact  du  troisième  ordre  avec  la  courbe  don- 
née. 


Prenons,  en  effet,  le  point  A  pour  origine  des  coordonnées  el 

ur  axe  des  x  la  tangente  en  A  à  la  courbe  donnée. 

Toutes  les  courbes  d'équilibre  parfait  passant  en  A  et  tangentes 
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en   \  à  l'axe  des  ./",  seront  données  par  les  formules 


V  Qp2  Q  h 

X  =     I       COS  <l(/s 

'  I) 
j^  =    /     si n  '|  d.s. 


Or,  ces  équations  contenant  deux  constantes  arbitraires  (3  cl  il, 
on  peut   toujours  les  choisir  de  façon  que,  pour  s  =  o,  la  courbe 

d  équilibre  parfait  et  la  courbe  donnée  aient  la  même  courbure  -  et 

même  seconde  courbure  :  -~  • 

dp 

Cette  proposition  capitale  nous  sera  très  utile  dans  la  suite. 

!26.   D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  le  long  d'une  courbe 
d'équilibre  parfait, 


ds\pj       d   p  "  p  ld        dty\p) 


est  constant,  <b   désignant  l'angle  de  la  tangente  à  la  courbe  avec 
une  direction  fixe. 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre  le  long  de  cette  courbe,  il  suffit 
donc  que  l'angle  (3  soit  constant  et  que  l'on  ait 


(32) 

avec 


*->-r,[*+'Mï)\ 


tangp</. 
Si  Ton  désigne  par  p,  le  rayon  de  seconde  courbure 


dz 


l'égalité  (32)  peul  s'écrire 


l;in 


gp==  — [q 

p  g  I 


Pid 

P2 
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Pratiquement,  comme  </  esl  petit  el  que  Q  esl  voisin  de  i,  si 
la  courbure-   varie  lentement,   la   valeur  numérique   du  crochet 

r 

sera  voisine  de  i,  <•!  l'on  aura,  sensiblement, 

i  ;;  '   his  )  I  ans  p  —  > 

% 

formule  qui,  d'ailleurs,  serait  plus  strictemenl  applicable  au  cas  <ln 
cercle,  sur  lequel  nous  reviendrons  plus  loin. 

27.    \\;uii  de:  continuer,  nous  ferons  ici  une  petite  digression. 
La  spirale  d'équilibre  parfait,  définie  par  l'équation  intrinsèque 


n«2  '  V1  /« 


Qv 

présente  un  intérêt  tout  spécial  dans  la  théorie  du  virage. 

Dans  cette  courbe,  en  effet,  pour  s  =  o,  p  est  infini  ;  elle  a  donc, 
eu  ce  point,  un  contact  du  deuxième  ordre  avec  une  droite.  Si, 
ensuite,  on  ne  prend,  à  partir  de  s  =  o,  qu'un  petit  arc  de  cette 
courbe,  on  a  sensiblement,  le  long  de  cet  arc, 

I  __  gtangft 

Ce  petit  arc  se  confond  donc  avec  celui  d'une  courbe  dans 
laquelle  la  courbure  est  proportionnelle  à  l'arc. 

Dans  notre  Nouveau  Traité  nous  avons  eu  occasion  de  consi- 
dérer cette  dernière  courbe  que  nous  avons  appelée  courbe  de 
Cornu  et  nous  avons  montré  que  c'était  l'arc  de  raccordement  de 
la  ligne  droite  au  cercle,    lorsqu'un  cycliste  effectue    un   virage. 

Le  raisonnement  que  nous  avons  fait  clans  notre  Ouvrage  ('  ) 
présente  une  petite  la-cune  que  nous  allons  pouvoir  combler. 

Nous  avons  prouvé,  en  effet,  que  l'arc  de  Cornu  est,  sensible- 
ment, celui  que  décrit  la  machine,  dans  un  temps  très  court,  lors- 
qu'on tourne  le  guidon  avec  une  vitesse  angulaire  à  peu  près  con- 
stante,   en   quittant   la   ligne  droite.   Pour  être  complet,  il    nous 

(')  Nouveau  Traité  des  Bicycles  et  Bicyclettes,  r'  Partie,  p.  w\  à   127. 
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aurait  encore  fallu  prouver  que  Véquilibve  était  possible  sur  cet 
arc.  Or  ce  qui  précède  suffit  à  faire  cette  preuve,  puisque  cet 
arc  de  Cornu  coïncide  avec  une  courbe  d'équilibre  parfait. 

Pour  effectuer  un  virage,  il  suffit  donc  que  le  cycliste  provoque, 
par  un  mouvement  brusque  du  buste,  l'inclinaison  du  plan  moyeu. 
Il  décrira  ensuite  la  courbe  d'équilibre  parfait  (ou  arc  de  Cornu) 
correspondant  à  cette  inclinaison,  jusqu'à  ce  qu'il  ait  atteint  le 
rayon  de  courbure  du  virage  circulaire  à  décrire. 

28.  Les  discussions  précédentes  nous  ont  prouvé  que  le  cercle 
est  toujours  une  courbe  d'équilibre  parfait  et  que  les  autres 
courbes  sont  des  spirales  rapidement  asymptotes  à  des  cercles. 

Pour  cette  raison,  le  cercle  a  pratiquement  une  importance 
toute  spéciale  et  peut  être  considéré  comme  la  seule  courbe  d'équi- 
libre parfait  sur  un  sol  horizontal.  Nous  croyons  donc  utile  d'exa- 
miner ce  cas  d'une  façon  beaucoup  plus  approfondie,  en  prenant, 
non  pas  l'équation  approchée  (29  bis)  mais  l'équation  complète 

(»9). 

p  étant   ici   constant,  l'angle  8  l'est  également  et  la  valeur  de 

l'angle  [3  pour  laquelle  il  y  a  équilibre  parfait  est  donnée  par 
l'équation  (29)  du  n°  21  où  l'on  annule  toutes  les  dérivées  de  (â, 
9,  (V  et  p. 

L'équation  qui  fournit  [i  est  alors 

(  33  )  N/  +  n>  +  n;  4-  n;  +  N';.  +  np  +  n;,  +  N"p  =  o, 

où  l'on  a 

N/=  -3)1hcosfi-(\  —  B  +,m/<2)^  cosjisinp, 
P  P 

N}-  =  —  mr    cos  p  —  (  E  —  F  -+-  m  r2  )  —  cos  [J  sin  p, 

?  ?" 

N"f=  -m'r'cosB'  — (E'— F'-f-m'r'2)^  cos3' sinfi'cose, 

p  p2 

n;,  =  -  —  cos  a.  n;  =  —,  -  cos  3 . 

/•   p  r    p        ' 

N,,  =  —  DXlgh  sin  fJ,         1%  =  —  ra^r  sin  p, 
N;y  =  —  m'^r'sinp'cosO. 

Dans  ces  égalités,  il  faut  toujours  supposer  que  [i'  a  été  rem- 
placé, en  fonction  de  j3  et  0,  par  sa  valeur  fournie  par  la  for- 
mule (22  )  du  n"  16. 


—  Hli 


L'équation  (>M)  ainsi  obtenue  esl  assez  compliquée.  Nous 
allons  y  rechercher  les  termes  principaux  pour  lui  substituer  une 
équation  approchée  et,  vu  L'importance  pratique  <l<;  ce  cas,  nous 
chercherons  l'ordre  de  grandeur  des  approximations  que  nous 
ferons. 

Remarquons  i<»ui  d'abord  que  (3'  ci  cos8  ne  figurent  explicite- 
ment que  dans  N*,  N"c,  N",  c'est-à-dire  dans  les  termes  qui  pro- 
viennent de  la  roue  (lavant.  Or  chacun  de  ces  termes  a  des  ana 
logues  de  même  signe  dans  les  groupes  provenant  de  l'ensemble  & 
et  de  la  roue  d'arrière,  et  le  rapport  d'un  terme  de  la  roue  d'avant  à 
l'ensemble   des   termes  analogues   (qui  ont   même  signe)  est  en 

moyenne  de  l'ordre  de  grandeur  de  -rrr- 
Or  on  a,  en  moyenne, 

/  =  im,  25,         r'  =  o"\  35,         M  g  =  8ok*,         m' g  =  3k«  ; 

par  suite, 

rn'r'  I  . 

(environ). 


Ml         ioo 

(3'  et  cosB  ne  figurent  donc  que  dans  des  termes  qui,  en  moyenne, 
ne  représentent  chacun  que  le  ~$  des  termes  de  même  forme  et 
de  même  signe.  Si  donc,  dans  ces  termes,  nous  remplaçons  fi'  et 
cosQ  parles  valeurs  approchées  (3  et  i,  nous  ferons,  sur  le  premier 
membre  de  l'équation,  une  erreur  relative  beaucoup   plus  petite 

que  Tïïô- 

Cette  approximation  revient  au  fond,  comme  on  le  voit,  à   ne 

pas  tenir  compte  du  changement  de  forme  du  système  résul- 
tant de  la  rotation  du  guidon. 

Un  calcul  facile,  quoique  un  peu  long,  montrerait  que  l'erreur 
relative  commise  sur  le  premier  membre  de  l'équation,  en  ne 
tenant  pas  compte,  d'une  part,  du  mouvement  des  jambes  et, 
d'autre  part,  du  déplacement  de  la  base  par  rapport  à  la  trace  du 
plan  moyen,  serait  aussi  environ  T^,  plutôt  supérieure.  On  en 
conclut  que,  pratiquement,  il  est  illusoire  de  conserver  $'  dans 
l'équation  (33)  et  qu'on  ne  diminue  pas  son  degré  d'exactitude 
en  remplaçant  f(J  par  [iS  et  cosO  par  i. 

Faisons  cette  substitution  et  remarquons,   comme   au  n"   22, 
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que  l'on  ;t 

M  =  ;)|t  h-  m  -h  ///', 

M  /  =  ;)li  A  -1    mr  H-  m'/', 
AI  (  /^  -i-  /.  ^  ;  =  C  +  ;)lW/2-t-  F  H-  m/2-f-  F'+w'r'», 

MA-  étant,  comme  plus  hauL,  Je  moment  d'inertie  de  l'ensemble 
du  cavalier  et  de  sa  machine  par  rapport  à  un  axe  parallèle  à  A.B 
et  passant  par  son  centre  de  gravité,  lorsque  le  guidon  est  droit. 
D'ailleurs,  d'après  les  propriétés  connues  des  ellipsoïdes  d'iner- 
tie, on  a 

\  _  B  <  C,         E  —  F  <  F,         E' -  F'  <  F'; 

on  en  conclut 

A-B-f  DÏL/t2  H-  E  —  F  -+-  m/-2  h-  F'—  F' -h  mV! 
<  G  -+-  OR  A2  +  F  -+-  mr*+  F'-t-  m'r'2, 
ou 

A  _  B  +  ;)|i/^+  E-F  +  mr«+  F'—  F'+mV*<  M  (Z*+£2). 

On  peut  donc  poser 

A  —  B  -t-OïL^-f-  E-F+  ffi7-«+  E'-  F'h- *»'/•'*  =  t)M(/2h-  A2), 

y,  étant  un  coefficient  numérique  plus  petit  que  i  . 

Avec  ces  notations,  on  parvient,  finalement,  à  l'équation  sui- 
vante : 

(33  bis)      (Ml+  -  -h  ^A-cosp  —  r< M  (/*  +  **)  ^cos(3  sinp  —  M/^sinf^  o 

\  r         r  I  p  P 

qui  détermine  l'angle  [3  d'équilibre  parfait  lorsque  la  machine  dé- 
crit un  cercle  de  rayon  o. 

Les  conclusions  précédentes  se  résument  de  la  façon  suivante  : 

i°  Si  Von  ne  tient  pas  compte  des  mouvements  du  cycliste 
pur  /apport  à  sa  bicyclette,  il  est  illusoire  de  tenir  compte 
dans  les  calculs,  du  changement  déforme  du  système,  résul- 
tant de  la  rotation  du  guidon. 

2°  En  supposant  le  cavalier  immobile  par  rapport  à  la  ma- 
chine et  celle-ci  de  forme  invariable,  mais  en  tenant  compU 
de  la  rotation  des  roues,  il  suffit  pour  aue  la  bicyclette  soit  en 
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équilibre,  en  décrivant  un  cercle  de  rayon  p,  qu'elle  fasse  avec 
/c  sol  un  angle  constant  dont  le  complément  S  vérifie  l'équa- 
tion i  33  bis)  et  que  cet  angle  3  501/  tel  que  I  on  <ui 

(34)  tangp      /. 

29.  L'équation  (33  6/s),  quoique  déjà  simple,  ne  l'est  pas  en- 
core assez,  pour  les  applications  pratiques,  car  elle  esl  complète 
el  du  quatrième  degré  en  Lang  (3. 

Nous  allons  encore  la  réduire.  Ecrivons-la,  à  <<-i  effet,  sous  la 
forme  sui\ ante  : 

c2  r        i    ,  e      ë'        y  /      /2  i 

Le  coefficient  de  frottement  de  glissementy  est  compris  entre 

0,2  el  o,3  (J);  on  en  conclut,  à  cause  de  la  relation  (34), 

<\\\  fi    C  0,2. 

D'autre  paît,  en  moyenne,  dans  une  bicyclette, 

l-h  y  =  ,,n'JO 


et  comme  vj  <  i ,  on  a 


p 


Par  suite,  pour  tout  cercle  de  rayon  o  supérieur  ou  égal  à 
î  o,n,  on  a 

2.(l  +  Ç)ri„P<o,o3. 

La  quantité  E  est  le  moment  d'inertie  de  la  roue  d'arrière  par 
rapport  à  son  axe.  Ce  moment  d'inertie  est  plus  faible  que  celui 
d'une  roue  homogène  de  même  masse  et  de  même  rayon;  on  a 
donc 

E<-  mr>-. 

2 

En  supposant,  par  exemple,  les  deux  roues  identiques,  ce  qui 


(')  Voir  Nouveau  Traité,  re  Partie,  pages  i3g  à  \\-\. 
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a  lieu  dans  presque  toules  les  bicyclettes,  on  en  conclut 

.     /E        E'\     .  mr  . 

—  I 1 — ;      <  tt-,  =  °,°'  <  environ  ). 

M  /  \  /■        /•  /        M  I 

Si  donc,  dans  le  crochet  de  Ja  formule  qui  donne  tang  p,  on 
néglige  les  deux  derniers  termes,  on  aura  une  valeur  approchée 
de  |3  pour  laquelle,  dans  les  cas  usuels  où  le  rayon  p  ne  lombe 
pas  au-dessous  de  iom,  l'erreur  relative  est  plus  petite  que-^. 

Pratiquement,  la  formule 

(35)  tangp  =  -^- 

est  donc  largement  suffisante. 

En  premier  lieu,  supprimer,  dans  l'équation  (33  ter),  le  terme 

-L-  ( 1 — -  )  — ,  revient  à  admettre  que  les  roues  ne  tournent 

Ml\r         rl]9g  * 

pas. 

Dans  l'équation  (33  bis)  le  terme  correspondant  vient  s'ajouter 

au  terme  M/  —  cos(3.  L'effet  de  la  rotation  des  roues  est  donc  d  aug- 
menter  dans  l'équation  (33  bis)  le  coefficient  de  —  cos(3.   Tout   se 

passe,  par  conséquent,  comme  si  les  forces  centrifuges  agissaient 
sur  une  masse  plus  grande  sans  que  le  poids  total  fût  modifié. 

La  rotation  des  roues  augmente  donc  V inertie  du  système 
et,  par  suite,  la  stabilité. 

Mais  la  discussion  numérique  qui  précède  prouve  qu'à  cause 
de  la  grande  légèreté  des  roues  cette  influence  de  la  rotation 
des  roues  est  tout  à  fait  négligeable  par  rapport  à  celle  des  forces 
centrifuges,  qui  seules  interviennent  effectivement  dans  le  main- 
lien  de  l'équilibre. 

En   second  lieu,   la    suppression  du  terme  ^- (  / -f- -V  )  sin  3, 

dans  l'équation  (33  fer),  revient,  approximativement,  à  admettre 
que  les  forces  centrifuges  ont  une  résultante  unique  appliquée  au 
centre  de  gravité. 

Pour  s'en  convaincre,  il  suffit  de  remarquer  qu'une  théorie 
élémentaire,  telle  (pie  celle  que  j'ai  exposée  dans  mon  Traité, 
dans  laquelle  on  fait  celle  hypothèse,  conduit  précisément  à  la 
formule  [  35  ). 
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En  somme,  en  désignanl   par  oc  l'angle  d'inclinaison  du  plan 
moyen  sur  le  sol, angle  < j u i  esl  le  complément  de  (3,  on  peul  ('non 
cer  les  conclusions  finales  que  voici  ■ 

Le  point  de  contact  de  /a  roue-arrière  décrivant,  sur  un  sol 

horizontal,  un  cercle  de  rayon  p,  à  la  vitesse  constante  c,  il 
suffit,  pour  q u1  il  y  ait  équilibre,  que  Vangle  d'inclinaison  a 

du  plan  moyen  reste  constant  et  que  Von  ait  (avec  une  cireur 
relative  plus  petite  que  <> ,  <>3) 

(36)  tanga  =  £|, 

avec 

<   >:>  t;mo-a>-. 

Ce  sont  exactement  celles  que  j'ai  énoncées  dans  mon  Nouveau 
Traité  (i,c  Partie,  p.  46). 

Je  renverrai  donc  le  lecteur  à  ce  Volume  pour  tout  ce  qui  con- 
cerne les  conséquences  qu'on  peut  tirer  de  ces  conclusions. 

Mon  but  ici  était  surtout  de  justifier  la  formule  pratique  (36) 
et  ai  évaluer  V erreur  commise. 

30.  Il  nous  reste,  pour  terminer  l'étude  de  l'équilibre  parfait 
sur  sol  horizontal,  à  voir  si  cet  équilibre  est  stable. 

Supposons  donc  que  la  bicyclette  décrive  un  cercle  de  rayon  p 
et  soit  (30  l'angle  d'équilibre  parfait  correspondant.  Troublons 
infiniment  peu  l'équilibre  et  soit  [30  +  s  la  nouvelle  valeur  de  [j, 

l'équation  (29  bis)  nous  fournira  l'accélération  angulaire  --=-£  : 

M(J*+A»)^f  =  M/*siii(PoH-0—  (M/-+-:    -k^')  -cos(p0  +  «)■ 

ctt-  \  r         r  /   p 

Or,  J30  étant  l'angle  d'équilibre,  on  a 

/  E        E'\  v2 

M  Ig  sin  (30  —  f  M  /  -4-  -  ■+•  —  1  —  cos  fj0  =  o  ; 

on  en  conclut 

M(/s      /2)^  =sin»rM/^cosp0+  (Ml  +  ^  +  p  )  —  siapol- 

La  quantité  entre  crochets  est  toujours  positive  :  il  en  résulte 

<i-  B 
•  pic  -~  et  t  sont  de  même  signe. 


8«S 


V équilibre  est  donc  instable. 

En  d'autres  termes,  lorsque  La  machine  décrit  rigoureusement 
m,  cercle,  c'est-à-dire  lorsque  le  cycliste  ne  fait  aucun  mouve- 
ment du  guidon,  l'équilibre  est  instable. 

Ce  n'est  que  grâce  à  la  mobilité  du  guidon  et,  par. suite,  en  mo- 
difiant Légèrement,  à  chaque  instant,  sa  trajectoire  que  le  cycliste 
parvient  à  maintenir  l'équilibre. 

Les  équations  (zg  bis)  el  (zy ter)  du  n"  22  peuvent  servir 
utilement  à  faire  l'étude  du  rétablissement  et  du  maintien  de 
l'équilibre  au  moyen  du  guidon. 

M.  Boussinesq  (loc.  cit.)  emploie  l'équation  (29  bis)  clans  le 
cas  de  la  marche  en  ligne  droite;  moi-même,  dans  mon  Nouveau 
Traité  des  Bicycles  et  Bicyclettes  (ier  \AoL,  p.  68  a  81),  j'ai  fait 
usa°-e  de  l'équation  (29  ter)  pour  formuler  des  conclusions  prati- 
quement suffisantes.  Je  crois  inutile  de  les  reproduire  ici. 

Je  ferai  cependant  une  remarque  finale  qui   a  son  importance. 

Les  discussions  de  M.  Boussinesq  et  les  miennes  ont  montré  (pie 
théoriquement  le  maintien  de  l'équilibre  par  le  guidon  est  pos- 
sible. 

Au  point  de  vue  pratique  cela  ne  suffit  pas. 

Pour  qu'en  fait  cet  équilibre  ne  soit  pas  une  acrobatie,  il  faut 
encore  que  les  mouvements  du  guidon,  nécessaires  à  son  maintien, 
soient  faciles  à  exécuter  et  puissent  devenir  instinctifs.  Pour  cela 
il  faut  que  la  bicyclette  ait  une  forme  telle  que  naturellement  le 
ouidon  ait  des  tendances  à  se  mouvoir  dans  le  sens  favorable  au 
maintien  de  l'équilibre.  Les  mains  du  cycliste  11  ont  plus  alors  qu'à 
suivre  le  guidon  et  à  régler  ses  mouvements. 

Ceci  revient  à  dire  que,  pour  que  l'équilibre  théorique  soit  pra- 
tiquement réalisable,  guidon  en  mains,  il  faut  que,  dans  une  cer- 
taine mesure,  la  machine  s'équilibre  d'elle-même  lorsqu'on  aban- 
donne le  guidon. 

Une  bicyclette  n'est  bien  stable  que  si  elle  donne  un  bon  lâche- 
mains.  L'étude  de  l'équilibre  sans  les  mains  est  donc,  au  point  de 
vue  pratique,  de  la  plus  haute  importance. 

Gomme  nous  l'avons  dit  au  début,  les  données  expérimentales 
nous  manquent  pour  pouvoir  faire  une  étude  précise  de  celte 
question;  cependant,  en  me  bornant  à  des  considérations  tout  à 
fait  élémentaires,  j'ai   Pu?  dans  mon  Nouveau  Traité  (ierVol., 
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p,  87  à  107)5  l;i  sérier  <l  assez,  près  pour  pouvoir  formuler  des 
règles  pratiques  de  construction  <l  une  bicyclette  stable,  que  icx-* 
périence  a  sancl  ionnées. 

Les  raisons  qui  précèdent  fournissenl  l'explication  de  la  diffi- 
culté  <le  la  marche  en  arrière,  sur  une  bicyclette  ordinaire  (/oc. 
cit..  p.  3a  à  .)-  }. 


Equilibre  parfait  sur  un  sol  incliné. 

31.  Lorsque  le  plan  du  sol  laii  avec  un  plan  horizontal  un 
angle  o>,  l'équation  différentielle  qui  donne  3  en  fonction  du 
temps  est,  en  faisant  des  approximations  analogues  à  celles  que 
nous  avons  laites  pour  écrire  l'équation  (29  bis)  du  n°  21, 


d*3 


(38) 


(   M  (/*-+-  A:2)  -j~  =  M.lg\  sin  p  cos  ta  —  sin  to  cos  3  sin  ij/] 


IM/  +  - 


V\    t>* 


rf 


cos  (jj  —  M /û? cos 8    =    . 
r  *a*  V  p 


où  •!>  désigne  l'angle  que  fait  la  base  AH  de  la   machine  avec  une 
ligne  de  plus  grande  peu  le  du  plan  du  sol. 

Le  long  d'une  courbe  d'équilibre  parfait  jii  est  constant.  Une 
telle  courbe  vérifie  donc  l'équation 

AI  A;' (si n  p  cos  o)  —  sin  10  cos  j3  sin  <!/  ) 

/              F         E'\  t'2  /7    /(j 

—  (  M/h h  -,     -cos  S  —  M/rfcos3~(- 

\  r         r  /    p  r  r  dt  \  p 

On  voit  alors,  immédiatement,   que  toutes  les  droites  du  plan  du 
sol  vérifient  cette  équation,  car  le  long  d'une  droite  à  est  constant 

et  -  est  nul. 

P 

Il  suffit,  alors,  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  que  l'on  ait 
(39)  tang  [3  =  tang  o>  sin  <l. 

Pour  trouver  toutes  les  autres  courbes,  remarquons  que.  la 
droite  AB  étant  la  tangente  en  A  à  la  courbe  (T)  de  rayon  de 
courbure  p,  on  a 

p  ds 

par  suite,  en  supposant  toujours  la  vitesse  e  constante, 

dt  \p]  :=  V  dl  Ko)  ds  dt  =     7  dl 


■s  \  ■> 
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L'équation  précédente  s'écrit  alors 


(4o)  y^Ç.)    '    §  \    ^[uogpco.  •-•ta  ••»!+]; 

ce  qui  esl  une  équation   différentielle   du   premier  ordre  cuire- 

et  '}. 

Dès  que  cette  équation  esl  intégrée,  si  Ton  prend  dans  le  plan 
du  sol  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  tels  que  Ox soit  une  ligne 
de  plus  grande  pente,  on  a  les  courbes  d'équilibre  parfait  par  deux 
<  pi  ad  ratures 

l    x  —    I  COS  'l.pd'l  H-  x0, 

(40  J 

y  =  j  sin  <|/.p<ft|<  +r(,. 

où  il  faut  imaginer  nue  o  est  connu  en  fonction  de  il. 

Ces  courbes,  comme  dans  le  cas  du  plan  horizontal,  dépendent 
de  quatre  constantes  arbitraires;  mais,  ici,  il  n'y  a  que  deux  para- 
mètres de  position  #0,  y0  et,  au  point  de  vue  de  la  forme,  elles 
dépendent  de  deux  paramètres  [[j  et  la  constante  d'intégration  de 
l'équation  (4°)]- 

Ceci  s'explique  aisément. 

Dans  le  cas  du  plan  horizontal,  dès  qu'on  a  une  courbe  d'équilibre 
parfait  on  en  a  une  infinité  d'autres  en  transportant  celle-ci  d'une 
manière  quelconque  dans  son  plan. 

Au  contraire,  dans  le  cas  du  sol  incliné,  une  courbe  d'équilibre 
parfait  reste  telle  lorsqu'on  la  transporte  parallèlement  à  elle- 
même,  mais  elle  perd,  en  général,  cette  propriété  lorsqu'on  la  fait 
tourner  dans  son  plan. 

L'importante  remarque  énoncée  au   n"  25  subsiste  encore   ici. 

Etant  donnés,  dans  le  plan  du  sol,  une  courbe  quelconque  et 
un  point  A  sur  cette  courbe,  il  existe  toujours  une  courbe 
d'équilibre  parfait  passant  en  A  et  ayant,  en  ce  point,  un  con- 
tact du  troisième  ordre  avec  la  courbe  donnée. 

Soient,  en  effet,  il0  l'angle  de  la  tangente  à  la  courbe  en  A,  avec 
une  ligne  de  plus  grande  pente;  x0,y0  les  coordonnées  de  A. 

On  peut  toujours  choisir  (3  et  la  constante  d'intégration  de 
l'équation  (  {o)  de  façon  que  cette  équation  admette  une  intégrale 
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,  i 


telle  que,  pour  •l      •!>„.  el   '    (  -  )  aïeul  les  mêmes  valeurs  que 

sur  la  courbe  donnée  en  \.  En  prenanl  pour  p  cette  intégrale,  les 
formules  su i\  antes 

./■  /        COS  <V.0  «<V     I     I 


V" 


i         ^      cos<|/.pety 


I  0 


fourniront  la  courbe  d'équilibre  parfait  cherchée. 

\ti  | >< > î 1 1 1  de  vue  analytique,  dès  qu'on  se  donne  [3  el  la  valeur 

initiale  de-»  pour  une  valeur  donnée  de  'l,  l'intégrale  esl  déter- 

P 
minée. 

Il  \  a  cependant  une  exception  curieuse. 

Considérons,  en  effet,  une  droite  quelconque  du  plan  du  sol  fai- 
san! avec  une  ligne  de  plus  grande  pente  un  angle  'l0.  Prenons 

tang  (3  =  tang  to  si n  <\>Q. 

L'équation  (4°)  s'écrit  alors 

Si  l'on  cherche  alors  l'intégrale  de  cette  équation,  (elle  que,  pour 

<|<  =  ^o>         -  —  o. 
P 

l'équation  (^o  bis)  ne  fournil  pas  immédiatement  la  valeur  de 
/T  (7)  cln'  se  présente  sous  forme  indéterminée.  Pour  avoir  cette 
valeur,  il  faut  prendre  la  dérivée  de  l'équation  (4o  bis),  puis  y 
faire  -  =  o,  ^  =  t}j0.  On  trouve  ainsi,  pour  I -rr  (7)  =  Woj 
l'équation  du  second  degré 

Q  4' 

ttjj  H-   -7  M0H ^—  SI  11(0  cos ^0  =  o. 

it  v- a 

Elle  donne  deux  valeurs  pour  w0,    toutes  deux  finies  el  diffé- 
rentes de ~y  si  cos*i>0^o.    Il  y  a   doue,   dans  ce   cas,    deux 

courbes  intégrales   répondant   aux   conditions  initiales  données. 
Pour  ces  courbes,   la  direction  <!/ =  <|/0  est   une  direction   asymptO- 


<I2  

tique.  On  a,  en  effet,  en  posant  -y,-  (-)  =  u. 

U^^1  v'2f/     /. 

dS  —   0  d'h  —   —. : ; — ; : «7  : 

Ml)  <b0 —  si  il  <\>    g  si  11  U) 

on  voit  alors  que,  pour ^  =  ^0, l'élément dfs  est  comparable  à  t^-t-' 

puisque  //  -f-  -v  ne  s'annule  pas  ;  et,  par  suite,  pour  <]>=^0,  s  devient 

infini  comme  log(<l  —  <l0).  A  toute  droite  du  plan  correspondent 
donc  deux  courbes  d'équilibre  parfait  qui  lui  sont  asymptotes. 

C'est  un  fait  tout  semblable  à  celui  que  nous  avons  trouvé  dans 
le  cas  du  sol  horizontal. 

Wl.   Ceci  posé,  le  long  d'une  courbe  d'équilibre,  la  quantité 
—    Q  -+-  d  —rr  [  -  )  I  ■+•  sinu)  sindi 

p^L         d*t  \P/J 

reste  constante. 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  suffit  donc  que  V angle  J3  soit 
constant  et  que  V on  ait 

(4-2)  tans  3  =  Q  -+-  d.-jj  I  - )     +  tangw  sinù 

avec 

tangp</. 

Si   l'on  désigne   par  p,    le  rayon    de   seconde    courbure    de    la 

courbe  (T) 

do 

la  relation  (42)  peut  s'écrire 

^2     r       pi  ^i 

(42  6js  )  tan<r  3  =  Q  —  — -    -h  tangeo  sinù 

or       .p^-cosu)  L  p*2  J 

avec 

1     TE        E'l 

Pratiquement,  si  le  rayon  de  courbure  p  est  grand,  si  la  cour- 
bure varie  lentement  (p,  petit)  et  si  l'on  néglige  la  rotation  des 
roues,  la  formule  (4^  bis)  devient 

(43)  tanjr3=  +  tangw  cos<L 

°'         p^-cosio 

largement  suffisante  dans  les  applications  pratiques. 
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En  particulier,  lorsque  la  machine  esl  dirigée  suivant  la  Ligne 
de  plus  grande  pente  du  sol,  on  a  <l  o  el  la  formule  (  {3)  de- 
\  ienl 

tane  3     -  • 

'    '  p  g  COSOJ 

Enfin,  «'m  désignant  par  x  l'angle  d'inclinaison  de  la  machine 
sur  le  sol  (y.  esl  !<■  complément  de  (3) on  a,  dans  ce  cas  particulier, 

p  g 
tangoc  -    L  ,  coa  tu. 

v- 

()u  retrouve  ainsi  la  formule  élémentaire  de  notre  Nouveau 
Traité  |i"'  Partie,  page  54,  formule  (III )|. 

Equilibre  imparfait . 

33.  A  première  vue,  sans  réflexion,  on  pourrait  croire  que  le 
problème  général  de  la  direction  d'une  bicyclette  doit  s'énoncer 
ainsi  : 

Faire  décrire  au  point  de  contact  de  la  roue  motrice  un 
chemin  donné  à  V avance. 

Il  est  aisé  de  se  rendre  compte,  sans  aucun  calcul,  que  ce  pro- 
blème est  généralement  insoluble.  En  d'autres  termes,  le  pro- 
blème de  l'équilibre  imparfait,  ainsi  énoncé,  n'a  pas  de  solution, 
en  général,  si  l'on  admet  (ce  qui  a  lieu  dans  la  réalité)  que  la  vi- 
tesse v  de  la  machine  reste  constante. 

En  effet,  comme  nous  l'avons  expliqué  au  n°  21,  dès  qu'on  se 
donne  la  trajectoire  (T)  de  la  roue  motrice, la  vitesse  v  et  les  con- 
ditions initiales,  l'intégrale  (3  de  l'équation  (29)  est  parfaitement 
déterminée. 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre  (imparfait)  il  faudrait  (pie,  quel  que 
soit  le  temps  £,  |3  reste  compris  entre  deux  limites  œ  et  — z:  et 
cela  n'aura  pas  lieu  en  général. 

Pour  s'en  convaincre  il  suffit  de  remarquer  que,  si  l'on  se  donne 
(3  en  fonction  du  temps,  on  pourra  considérer  l'équation  (29) 
comme  fournissant  p  en  fonction  de  s,  et,  par  suite,  comme  défi- 
nissant (T).  On  peut  donc  choisir  la  trajectoire  (T)  de  façon 
que  [3  soit  telle  fonction  qu'on  voudra  de  t  et,  par  conséquent,  de 
façon  qu'il  n'y  ait  pas  équilibre. 
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(  )n  peut  donc  énoncer  le  résultai  important;  que  voici  : 

En  marche  uni  forme,  un  cycliste  ne  peut  pas,  en  général, 
faire  décrire,  exactement  et  indéfiniment,  à  la  roue  motrice 
un  chemin  arbitraire,    donné  à  l'avance.  Cela  n'est  possible 
f/ue  dans  un  temps  limité,  au  bout  duquel  la  chute  est  inévi- 
table, éi  moins  que  le  cycliste  ne  modifie  sa  route. 

En  fait,  un  cycliste,  qui  veut  faire  suivre  à  sa  bicyclette  un  che- 
min donné,  fait  décrire  à  la  roue  motrice,  non  pas  ce  chemin  lui- 
même,  mais  un  chemin  voisin  sur  lequel  l'équilibre  est  pos- 
sible. 

Nous  appellerons,  d'une  façon  générale,  courbe  d^équilibre, 
toute  courbe  sur  laquelle  l'équilibre  est  possible.  Les  courbes 
d'équilibre  parfait,  étudiées  plus  haut,  ne  sont  qu'un  cas  liés  par- 
ticulier de  celles-ci,  dont  l'équation  peut  contenir  autant  de  para- 
mètres arbitraires  qu'on  voudra. 

On  obtiendrait,  par  exemple,  une  collection  déjà  très  vaste  de 
courbes  d'équilibre  de  la  façon  suivante  :  Dans  l'équation  (29), 
remplaçons  .(3  par  une  fonction  périodique  du  temps,  telle  que  la 
valeur   absolue  de    [j  reste    toujours   inférieure    à   o  ==  arc  tang^/*. 

Remplaçons  ensuite  /  par  -  et  nous  aurons  une  équation  différen- 
tielle en  0  et  s  qui  définira  les  courbes  d'équilibre. 

Le  problème  général  de  la  direction  d'une  bicyclette  serait  alors 
le  suivant  : 

Supposant  toujours  la  vitesse  v  constante,  soit  (C)  une 
courbe  tracée  sur  le  sol.  Portons  sur  les  normales  et  (C),  de 
part  et  d'autre  du  pied,  des  longueurs  égales  à  une  jtetile 
longueur  0  donnée  à  l'avance;  nous  obtiendrons  ainsi  deux 
courbes  parallèles  (C)  et  (C")  limitant  une  bande,  un  sentier 
de  largeur  20,  ayant  la  courbe  C  pour  ligne  médiane.  Trouver 
une  courbe  d'équilibre  comprise  tout  entière  et  l'intérieur  du 
sentier  ainsi  défini. 

\111s1  présentée,  la  question  aura  vraisemblablement  une  solu- 
tion dans  le  cas  général. Si,  en  eflet,  on  observe  ce  fait  capital  que 
L'équation  du  mouvement  relatif  du  plan  moyen  ne  contient  que 
le  ravon  de  courbure  p  de  la  courbe  (T),  on  conçoit  que,  loul  en 
substituant  au  chemin  (C),  que  Ton   veut  suivre  approximative- 
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ment,  une  courbe  (T)  très  voisine,  on  pourra  cependanl  disposer 
,1,.  |a  variation  «le  p  dans  des  limites  assez  larges  pour  que  la 
courbe  I  T  I  s,»ii  une  courbe  <l  équilibre. 

En  fait,  si  ce  problème  peul  présenter  un  intérêt  analytique,  il 
est,  au  point  de  vue  pratique,  peu  intéressant,  car  toul  cycliste 
habile  se  serl  de  légers  mouvements  du  buste  pour  réaliser,  dans 
l<«-  meilleures  conditions  possibles,  le  changement  de  trajectoire 
en  question.  Or,  tous  nos  calculs  sont  faits  dans  I  hypothèse  où  le 
buste  reste  immobile  par  rapport  au  cadre. 

C'est,  sans  aucun  doute,  par  des  mouvements  du  guidon  que  le 
eveliste  dirige  el  maintient  sa  bicyclette  à  l'équilibre,  en  gros; 
mais  il  corrige,  par  des  déplacements  imperceptibles  du  torse,  ce 
que  cet  équilibre  théorique  peut  avoir  de  défectueux. 

I  ne  élude  très  approfondie  de  l'équilibre  théorique  ne  serait 
donc,  à  noire  avis,  qu'un  exercice  analytique  pur,  sans  application 
pratique. 

34.  Quoi  qu'il  en  soit,  nous  admettrons  donc  que  la  machine 
suit  une  courbe  d'équilibre.  (3,  par  suite,  variera  dans  les  limites 
_  o  v[  _j_t«  qUi  sont,  en  fait,  assez,  resserrées;  de  plus,  si  le  cy- 
cliste est  habile,  les  variations  de  [3  ne  seront  que  très  lentes. 
Dans  chaque  double  oscillation,  -£  et  -^  s'annulent  chacun  deux 
fois,  en  changeant  de  signe.  Il  en  résulte  (pie  les  valeurs  numé- 
riques   de   -?  et  -rf  seront,    sauf   exception    rare,    toujours    très 
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petites. 

La  valeur  de  l'angle  [i  sera  donc,  à  chaque  instant,  très  voisine 
de  celle  que  Ton  obtient  en  annulant,  dans  l'équation  du  mouve- 
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ment  relatif  du  plan  moyen,  -J-  et  -^—  • 

Or,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut  (nos  25  et  31),  il  existe, 
en  chaque  point  de  la  trajectoire,  une  courbe  d'équilibre  parlait 
avant  avec  elle  un  contact  du  troisième  ordre  en  ce  point.  1)  ail- 
leurs, si  Ton  annule-?  el  ^|  dans  l'équation  du  mouvement  relatif, 

dt       al'1  l 

la  valeur  obtenue  pour  (3  ne  dépend  que  des  deux  rayons  de  cour- 
bure première  et  seconde,  p  et  p,.  Ces  deux  rayons  étant  égaux, 
sur  la  trajectoire  suivie  par  la  roue  arrière  cl  sur  la  courbe  d'équi- 
libre parfait  osculatrice,  on  parvient  au  résultai  suivant  : 
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Lorsqu'une  bicyclette  est  en  équilibre  Imparfait,  V angle  [3 
est,  ii  chaque  institut,  très  sensiblement,  égala  l'angle  d'équi- 
libre qui  correspond  à  la  courbe  d' équilibre  parfait  oscula- 
trice,  au  point  de  contact  de  la  roue  motrice  avec  le  sol,  à  la 
trajectoire  de  ce  point. 

La  valeur  de  l'angle  fi  nous  est  donc  donnée  par  la  formule  (42) 
ou  (  \>.  bis)  du  n"  32  : 


(il  M 


S* 


cosco 


r        i  /E      E'\     ?l,n 


dans  le  cas  général  d'un  sol  ineliné  d'un  angle  w  sur  un  plan  hori- 
zon lai. 

Le  cas  particulier  du  sol  horizontal  s'obtient  en  faisant  a)  =  o 
dans  celle  formule. 

Pratiquement,  en  négligeant  l'effet  de  la  rotation  des  roues  et 
en  admettant  que  o  est  grand  et  varie  lentement,  on  pourra  appli- 
quer la  formule  suivante 

v- 
tane  3  = \-  tane  w  sind», 

c  '  Ç>g  COSO)  ' 

qui  ne  contient  plus  le  rayon  de  seconde  courbure  o{. 
Dans  tous  les  cas  il  faudra,  en  outre,  que  l'on  ait 

tang[i</. 


MÉMOIRE  SUR  LES  SURFACES  DU  TROISIÈME  ORDRE 
QUI  ADMETTENT  POUR  LIGNE  ASYMPTOTIQUE  UNE  CUBIQUE  GAUCHE; 

Par     M.     Cm.     Bioche. 

J'ai  montré  (')  que,  si  l'on  appelle  conjugués  par  rapporta 
une  cubique  gauche,  des  points  conjugués  harmoniques  par  rap- 
port aux  extrémités  d'une  corde  de  cette  cubique,  toute  surface 
du  troisième  ordre  qui  admet  comme  ligne  asymptotique  une 
cubique  gauche  peut  se  définir  comme  le  lieu  des  conjugués  des 
points  d'un  plan  par  rapport  à  celte  cubique,  ou    le  lieu  des  pôles 

(')  Bull,  de  l(i  Soc.  math,  de  France,  t.  XXVI,  p.   <\~:  1898. 
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du  plan  par  rapport  am  quadriques  passant  par  cette  cubique; 
j'appelle  une  pareille  surface  conjuguée  du  plan . 

En  général,  le  plan  coupe  La  cubique  <-n  mois  points  distincts  ; 
ces  points  sont  alors  des  points  doubles,  el  la  surface  contienl  les 
tangentes  à  la  cubique  en  ces  points;  réciproquement,  toute  sur- 
face du  troisième  ordre  contenant  une  cubique  gauche,  possédant 
sur  cette  cubique  trois  points  doubles  et  contenant  les  tangentes 
en  ces  points,  admet  la  cubique  comme  asymptotique  ('  ). 

J'étudie  dans  ce  Mémoire  La  surface  dont  je  viens  de  parler,  et 
je  complète  cette  étude  en  considérant  les  surfaces  correspondant  : 
i°  au  cas  <>ù  Le  plan  coupe  la  cubique  en  des  points  dont  dcn\ 
sont  confondus;  ■>."  au  cas  où  le  plan  est  oscillateur  à  la  cubique. 


Î.QUATIOJN    ET    PROPRIETES    CARACTÉRISTIQUES 
DE    LA    SURFACE    GÉNÉRALE. 

I .  Discussion  des  surfaces  du  troisième  ordre  à  trois  points 
doubles.  — J'ai  rappelé  une  propriété  caractéristique  de  celles  de 
ces  surfaces  qui  admettent  une  cubique  gauche  comme  asympto- 
tique;  on  peut  en  trouver  de  plus  simples.  Pour  les  obtenir,  je 
vais  discuter  l'équation  générale  ;  celle-ci  peut  s'écrire,  en  suppo- 
sant les  points  doubles  réels, 

XYZ  —  (AYZ  -+■  BZX  -+-  GXY)T  +(aX  -h  (3  Y  -+■  yZ)T*  +.  8T3  =  o, 

les  points  doubles  étant  pris  pour  sommets  du  tétraèdre  de  réfé- 
rence. Si  l'on  effectue  la  transformation 

X  +  AT  =  a?,         Y  4-  FÎT  =  y,         Z  H-  GT  =  Z, 

l'équation  prend  la  forme 

xyz  -^{ax  -+-  by  -+-  c'z  )  /2—  dtÀ  —  o. 

Lue  surface  du  troisième  ordre,  à  trois  points  doubles,  con- 
tient, en  général,  douze  droites  ;  on  voit  immédiatement  (pic  ce 
sont  les  suivantes  : 


(')  Voir  Mémoire  cité,  p.    m  el    •  ■; 
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i"  Trois  droites,  dans  le  plan  £  =  o,  passanl  chacune  par  deux 
des  points  doubles  ; 

2°     Trois  droites  dans  le  plan 

a  x  H-  by  ■+■  cz  ■+■  (Il  —  o, 

qui  soni    les  intersections  de  ce  plan   par  les  faces  <ln  tétraèdre 
autres  que  celle  qui  contient  les  points  doubles; 

.)"  Six  droites  formant  les  couples  donnés  par  les  équations 


y  z  -+-  al-  —  o, 
z.r  -+-  ht1  —  o, 
,r  )-  -h   et2  —  o, 


by  +C-3+  dt  =  o , 
c  z  -h  <7  r  —-  dl  =  o. 
r/.r  -+-  />)-  -f-  tf(  =  o  ; 


ces  dernières  sont  sur  nue  quadrique  O,  axant  pour  équation 

beyz  ■+-  cazx  +  abxy  -t-  d{ax  -+-  by  ■+■  cz  -h  <Y/)/  —  abefî  =  o. 

Si  la  surface  du  troisième  ordre  contient  une  cubique  passant 
par  les  points  doubles,  et  les  tangentes  à  celle  cubique  en  ces 
points,  les  tangentes  en  question  appartiennent  an  dernier  groupe 
de  droites.  Je  vais  donc  chercher  dans  quel  cas  trois  de  ces  droites 
peuvent  être  tangentes  à  une  cubique  gauche. 

2.  On  voit  immédiatement  que,  si  l'un  des  coefficients  a,  6,  c, 
est  nul,  la  quadrique  ()  se  décompose  en  deux  plans-  or,  deux 
tangentes  à  nue  cubique  ne  peuvent  être  dans  un  même  plan.  On 
doit  donc  supposer  abey^o]  or,  dans  ce  cas,  on  peut  par  une 
transformation  homographique  conservant  le  tétraèdre  de  réfé- 
rence mis  en  évidence,  ramener  l'équation  à  la  forme 

xyz  -h  A  /  (t  -{-y  -\-  z  —  ht)  =  o  ; 

l'équation  de  la  quadrique  Q  devient  alors 

yz  -+-  z.r  -+-  xy  —  ht  (x  -\-  y  ■+•  z  —  ht  >  -+-  A  t'1  =  o. 

On  peut  remarquer  que,  si  la  surface  du  troisième  ordre  est  con- 
juguée du  plan  des  points  doubles  par  rapport  à  une  cubique 
tangente  à  trois  droites  passanl  respectivement  par  ces  points, 
cette  surlace  doit  contenir  le  pôle  du  plan  par  rapport  à  Q,  pôle 
qui  est  l'intersection  des  plans  des  couples  de  droites  passanl  par 
les  points  doubles. 
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En  effet,  s'il  existe  une  cubique  gauche  réalisanl  l<>  conditions 
énoncées  «'Ile  doil  avoir  pour  tangentes  trois  génératrices  d  un 
même  système  d<-  Q;  elle  doil  «loue,  toucher  aux  points  doubles 
chacune  des  quadriques  inscrites  dans  Q,  !<•  long  de  la  section 
faite  par  le  plan  «le  ces  points;  parmi  ces  quadriques,  il  y  en  a 
une  qui  contient  la  cubique;  le  pôle  du  plan  par  rapport  à  cette 
quadrique,  ou  par  rapporl  à  Q,  doil  être  sur  la  surface  du  troi- 
sième ordre.  Or  ce  pôle  est  donné  par 

x     y  =  z  =  v  ht. 

On  trouve  alors  l'équation  de  condition 

In  h*   ■-  jA)=  o. 

Si  l'on  suppose  que  le  second  facteur  est  nul,  la  quadrique  Q  a 
pour  équation 

rz  -h  zx  -h  xy  —  h(x  -t- y  -f-  z)-\ —  =  o. 

C'est  un  cône;  les  six.  droites  de  la  surface  du  troisième  ordre 
sont  confondues  deux  à  deux  el  concourantes.  Elles  ne  peuvent 
donc  être  des  tangentes  à  une  cubique  gauche.  Leur  point  de  con- 
cours est  évidemment  un  point  double  de  la  surface;  celle-ci  est 
la  surface  du  troisième  ordre  à  quatre  points  doubles. 

Ce  cas  devant  être  écarté,  on  ne  peut  prendre  que  la  solu- 
tion h  =  o,  et  l'équation  de  la  surface  devient  (') 

xyz  -+-  A  (  z  -+-  y  -+-  z)  t-  =  o . 

3.  Propriétés  caractéristiques  des  surfaces  conjuguées  de 
plans  à  trois  points  doubles.  —   Si  le  plan  /  =  o  est  à  l'infini, 

le  point 

x—y—z- o 

esl  centre  de  la  surface,  et  il  est  clair  que,  si  la  surface  contient  une 
cubique  asvmptotique,  elle  en  contient  une  seconde.  Il  est  facile 
de  constater  qu'elle  contient  les  cubiques 


Y  < 


h 
K 


x  —  K 


+1 
x  —  K 


r  < 


)  -  =  -  K  - 


K  — 


x  —  K 


(')  M.  Poincaré  a  en  occasion  de  rencontrer  cette  surface  à  propos  de  recherches 
»ur  les  fonctions  abéliennes  (Journ.  (te  Math,  de  M.  Jordan,  1895). 
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J'ai  posé  A  =  K-.  IJ  est  clair  qu'il  ne  peut  y  avoir  d'autres  eu- 
biques  asymptotiques,  puisque  ces  cubiques  soni  les  seules  tan- 
gentes à  trois  droites  passant  par  les  points  doubles. 

Ces  deux  cubiques  sont  sur  une  même  quadrique 

yz  -h  zx  -4-  oc  y  -+-  9  K2  =  o. 

Ou  peut,  d'après  la  discussion  précédente,  considérer  une 
surface  du  troisième  ordre,  conjuguée  d'un  plan,  comme  caracté- 
risée par  les  propriétés  suivantes  : 

i°  La  surface  a  trois  points  doubles,  par  chacun  desquels 
passent  deux  droites  non  situées  dans  le  pian  des  points 
doubles. 

i°  Les  plans  de  ces  couples  de  droites  se  coupent  sur  la  sur- 
face. 

Ces  propriétés  permettraient  de  reconnaître,  sur  un  modèle  de 
surface  du  troisième  ordre  à  trois  points  doubles,  si  celui-ci  repré- 
sente une  conjuguée  de  plan.  Mais  on  peut  encore  trouver  un 
énoncé  caractéristique  plus  simple. 

4.  Il  résulte,  en  effet,  de  la  discussion  faite  plus  liant  qu'une 
surface  du  troisième  ordre  à  trois  points  doubles  ne  peut  posséder 
que  trois  droites  ne  passant  pas  parles  points  doubles.  Dans  le  cas 
où  la  surface  est  conjuguée  d'un  plan  par  rapport  à  une  cubique 
que  ce  plan  coupe  en  trois  points  distincts,  ces  trois  droites 
existent  effectivement  et  sont  concourantes;  cette  dernière  pro- 
priété est  caractéristique  des  surfaces  que  j'étudie. 

Donc  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  sur- 
face du  troisième  ordre  à  trois  points  doubles  admette  une 
cubique  gauche  comme  asympto  tique  est  que  cette  surface  pos- 
sède une  section  plane,  composée  de  trois  droites  concourantes, 
ne  passant  pas  par  les  points  doubles. 

Le  point  de  concours  de  ces  droites  est  une  sorte  d'ombilic, 
toutes  les  sections  normales  avant  une  courbure  nulle.  D'après  une 
remarque  que  j'ai  signalée  autrefois  (' ),  il  doit  passer,  par  le  point 
en  question,  trois  lignes  de  courbure  dont  les  directions  alternent 

(')  Bull,  de  la  Soc.  math,  de  France  t.  WIll.  p.  i5o;  1890. 
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avec  celles  des  droites  ;  si  I  équation  de  la  surface  esl 

xyz      K'i  .r  ,  .1    \-z)      o, 

en  coordonnées  rectangulaires,  les  lignes  de  courbure  sonl  évi- 
demment les  sections  par  les   plans 

y  ^  z,         z  =  ./•.  f       y, 

< 1 1 1 1  soni  des  plans  de  symétrie. 

,').  (  )n  sait  que  l'équation  d'une  surface  du  troisième  ordre  peut 

s'écrire  ('  ) 

A  tf  +  B  $:i  h-  G  y3  -4-  I  )  o'»  +  E  s3  =  o, 

a,  [j,  y,  8,  r  étant  des  fonctions  du  premier  degré  liées  par  la 
relation 

Eckardt,  en  étudiant  les  surfaces  sur  lesquelles  trois  droites  se 
coupent  en  un  point  et  sont  dans  un  même  plan,  a  trouvé  que,  si  la 
surface  avait  trois  points  doubles,  son  équation   pouvait  s'écrire  (2) 

a3  _+_  (j3  +  y3  +  ^  (  $3  _|_  E3  )  =  0j 

les  points  doubles  étant  dans  le  plan 

o  —  E  =  o, 

et  correspondant  à  des  valeurs  de  a,  (3,  y,  g,  e,  proportionnelles 
aux  nombres  de  l'un  des  systèmes  suivants 

2       — 2       — 2        l        I  , 
— 2  2       — 2        I        I  , 

—  2       — 2  2       II. 

D'après  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  la  surface  est  une  conjuguée 
de  plan;  son  ombilic  est  le  point 

*  =  P  =  Y  =  o, 
et  les  trois  droites  qui  y  passent  sont  dans  le  plan 

k  +  p  +  Y  =  o, 

(')  SYLVESTER,   Cambridge  and  Dublin  Math.   Journal,   t.  VI,  p.   199;   l85j 
[2)  Eckardt,   Math.  Annalen,  t.  \:  [876. 
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à  l'intersection  de  celui-ci  avec  chacun  des  plans 

x  -  o,         p  -   o,        y  =°- 

6.  Une  surface  de  la  nature  de  celles  dont  je  viens  d'établir  les 
propriétés  est  déterminée  quand  on  connaît  les  points  doubles  cl 
trois  droites  qui,  passant  respectivemenl  par  ces  points,  ne  se 
rencontrent  pas.  Il  est  facile  de  voir  qu'on  obtient  la  construction 
suivante,  pour  le  système  complet  des  douze  droites  de  la  sur- 
face. 

Soient  a,  [3,  y  les  points  doubles,  A,  13,  (]  les  droites  corres- 
pondantes. Soit  A'  la  droite  passant  par  y.  et  rencontrant  B  et  C; 
soient  B',  (7  des  droites  définies  d'une  façon  analogue;  on  forme 
un  hexagone  gauche. 

Soient  a,  a!  les  points  conjugués  de  a  sur  les  côtés  de  l  hexa- 
gone qui  passent  par  a;  soient  de  môme  A,  b'  et  c,  ries  conjugués 
de  S  et  y;  les  droites  ad,  bb' ,  ce'  se  coupent  en  un  poinl  w. 

Les  douze  droites 


Py, 

Y«, 

aB, 

A, 

B, 

G, 

A', 

B, 

G', 

aa' , 

bb\ 

ce' 

sont  situées   sur  une    surface   du  troisième  ordre  ayant  pour  om- 
bilic (o;  cette  surface  a  pour  cubiques  asymptotiques  : 

i°  La  cubique  tangente,  en  a,  [3,  y,  aux  droites  A,  B,  C; 
2°   La  cubique  tangente  en  a,  (3,  y,  aux  droites  A/,  B',  C. 

IL 

TlEPllKSEATATION     SUR     LE    PL  \  \  . 

7.  Représentation  de  la  surface  à  l rois  points  doubles  sur  le 
plan  dont  elle  est  la  conjuguée.  —  La  correspondance  qui 
existe  entre  les  points  de  la  surface  et  ceux  du  plan  donne  immé- 
diatement une  représentation  de  la  surface  sur  le  plan.  Si  l'équa- 
tion de  la  surface  est 

xyz  h-  (./•  -\-y  4-  z  )/-  =  o, 


—  io;i  — 
l.i  cubique  asymplotique  I  esl  I  intersection  des  Irois  cônes 

zx     (  z  - -.#•  1/       ;/' 

/r —  (  ./•      y)t        !  i  '       o. 

Les  plans  polaires  <l  un  poinl  (X,  ^  ,  Z,  O)  du  plan  se  coupenl 

en  un  poinl  |  a?,  r,  :■,  /  i  tel  que 


\  (\       Z  i       Y*(Z  —  \  »       Z*|  \  -    ï  i  XYZ 

L'image  de  la  secl  ion  par  le  plan 

a./'  -H  $y  -+-  "(Z  H-  $£  =:  o 
,i  pour  équation 

a\2(v  _Z)-+-pY2(Z—  \)  -+■  yZ2(  \  —  V  )— 3XYZ  =  o. 

Dans  la  représentation  générale  que  M.  Cremona  a  donnée  des 
surfaces  du  troisième  ordre  ('),  les  images  des  sections  planes 
sont  des  cubiques  passant  par  six  points  fondamentaux.  Dans  la 
représentation  que  j'indique  les  points  sont,  confondus  deux  à 
deux  aux  sommets  A,  l>,  C  du  triangle  de  référence,  les  cubiques 
étant  tangentes  à  trois  droites  coA,  uC,  <oC.  Le  point  w  est  le 
point  de  concours  des  plans  osculateurs  à  L,  en  A,  B,  C. 

<S.  Images  des  droites  de  la  sur/ace.  —  i"  Les  trois  droites 
qui  joignent  les  points  doubles  sont  leurs  propres  images,  chaque 
point  avant  pour  image  son  conjugué  par  rapport  au  segment 
déterminé  par  les  points  doubles; 

2"  Les  droites  qui  passent  par  l'ombilic  ont  pour  images  les 
traces  coA,  wB,  coC  des  plans  osculateurs  à  la  cubique  T; 

3°  Les  tangentes  à  Y  ont  pour  images  les  points  A,  1>,  C; 

4°  Les  tangentes  à  Y1  ont  pour  images  des  coniques  circonscrites 
à  \\\(]  el  ayant  pour  tangentes  deux  des  droites  w  A,  wB,  wG. 

Images  des  coniques.  —  Parchaque  point  de  la  surface  passent 
douze  coniques  dont  les  plans  passent  respectivement  par  b ts 
droites.    On   obtient   facilement  leurs   images   en    énumérant    les 

(')  Mémoire  de  Géométrie  /nue  {Journal  de  Crellc,  t.  08  :  1868 
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lignes  du  plan  qui  ont  des  conjuguées  du  deuxième  degré  ('), 
el  en  voyanl  commentées  lignes  s'associent  avec  les  images  des 
droites  de  façon  à  constituer  des  images  de  sections  planes. 

Soit  M  un  point  du  plan,  ou  trouve  : 

i"  Les  trois  coniques  passant  par  A,  B,  C,  M  et  tangentes  à  Tune 
des  droites  (oA,  <o  B  ou  wC; 

2°  Les  trois  coniques  passant  par  M  et  deux  des  points  A,  B,  G3 
les  tangentes  en  ces  points  passant  par  o>  ; 

.)"  Les  trois  cubiques  passant  par  A,  B,  C,  M,  tangentes  en 
A,  I),  C,  à  (oA.  wB,  o)C,  et  ayant  en  un  des  points  A,  B,  C  un 
point  double  ; 

4°  Les  trois  droites  MA,  MB,  MG. 

9.  Cubiques  tracées  sur  la  surface.  Second  mode  de  repré- 
sentation. —  On  peut  obtenir  les  divers  systèmes  de  cubiques 
tracées  sur  la  surface  en  cherchant  quelles  sont  les  courbes  du 
plan  qui  ont  pour  conjuguées  des  cubiques,  ou,  plus  simple- 
ment, les  courbes  dont  les  images  n'ont  que  trois  points  d'inter- 
section avec  les  images  des  sections  planes,  en  dehors  des  points 
fondamentaux.  Mais  la  représentation  précédente  a  l'inconvénient 
de  posséder  des  points  fondamentaux  confondus;  on  obtient  une 
représentation   à    points   fondamentaux    distincts   en   remplaçant 

X,  Y,  Z  par  ^>  y>  y*  L'équation  générale  des  images  des  sections 

planes  est  alors 

aYZ(Y  —  Z)  -+-  PZX(Z  —  X)  +  ;XY(X  -  ¥)-+-  8XYZ  =  o. 

Les  points  fondamentaux  sont  A,  B,  C  et  les  points  A',  B',  C 
où  les  droites  (oA,  wB,  (oC  coupent  les  cotés  du  triangle  de  ré- 
férence ABC. 

Cette  représentation  peut  se  déduire  dune  définition  géomé- 
trique de  la  surface.  En  effet  les  équations  qui  liaient  les  coor- 
données d'un  point  (X,  Y,  Z,  O)  du  plan  de  la  représentation  à 
celles  d'un  point  (^r,  y,  £,  t)  de  la  surface  pouvaient  s'écrire 

y<L+.zX—  (Y-Z)*  =  o, 
.rZ  -t-zX—  (Z  — X)*  =  o, 

j  \  4-  r  \  —  (X  —  Y)t  =  o. 


(')   Voir,  pour  la  question  du  degré  de  la  conjuguée  d'une  ligne,  mes  Recherches 
sur  les  surf  aces  algébriques,  etc.  (Bull.  Soc.  math,  de  France,  t.  XXVI;  1898). 


II).-, 

Si  I  on  remplace  dans  ces  équations   \ ,  ^  .  Z  par     t     -  ~  j  elles 

(lc\  iennenl 

.  ï       zl      (Z      Y)t 

r\  /  \  /.  )/  o, 

'Ai    ^  (Y  —  X)t       o. 

Ou  voit  alors  que  (X,  Y,  Z,  O)  représentent  les  coordonnées  d'un 
poinl  tel  < | m <*  ses  plans  polaires  parrapporl  aux  quadriques 

y-  ■+■  z'1-  -h  2(^  —  «)/ 

sa       a?2 -h  2(-a  —  a?)*  :    o, 

-#X2  -f-  2(iC — J')/  =  O 

se  coupent  au  point  (#,  y,  z,  f).  La  Surface  du  troisième  ordre  est 

doue  le  lieu  des  conjuguées  des  points  du  plan  ï  =  o  par  rapport 
au  réseau  défini  par  les  trois  quadriques  précédentes. 

11  est  facile  d'obtenir  la  représentation  des  droites  et  celle  des 
coniques  de  la  surface.  Je  n'y  insiste  pas.  Pour  obtenir  les  images 
des  cubiques  il  suffit,  comme  je  l'ai  rappelé,  de  chercher  des 
courbes  du  plan  qui  coupent  une  section  plane  quelconque  en 
trois  points  autres  que  les  points  fondamentaux.  Je  ferai  simple- 
ment 1'énuniération  des  systèmes  d'images  de  cubiques  ainsi  ob- 
tenus, après  avoir  indiqué  comment  sont  représentées  les  deux 
cubiques  asymptotiques. 

10.  Représentation  des  cubiques  T  et  V .  —  Les  points  de  T 
ont  pour  conjuguées  dans  le  plan  les  traces  des  tangentes,  autre- 
ment dit  la  section  de  la  développable  des  tangentes.  Cette  courbe 
est  du  quatrième  ordre,  elle  a  trois  rebroussements  en  A,  13,  G,  les 
tangentes  en  ces  points  étant  toA,  toB,  toC.  Son  équation  est 

Y*Z2-hZ2X2+X2Y2—  aXYZ(X-f-Y  +  Z)=  o; 

cette  courbe  est  l'image  de  T  dans  le  premier  mode  de  représen- 
tation ;  on  en  déduit  immédiatement  l'image  de  T  dans  le  deuxième 
mode  de  représentation  :  c'est  la  conique 

Y2.+-  Ya-f-Z*  —  iXL  —  i'L\  —  2XY  =  o, 

inscrite  dans    \I>G  el  ayant  pour  points  de  contact   V,  IV,  G'. 
L'image  de  V  dans  le  premier  mode  est  l'intersection  du  plan 
x  x  v  1 1 .  8 
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avec  la  quadrique  qui  contient  I"  et  P,  car  cette  quadrique  con- 
tienl   les  cordes  de  T  menées  par  les  points  de   V.  C'esl   donc  la 

conique 

\'A  -hZX-4-  XY  =  <». 

circonscrite  à  \BC  et  ayant  pour  tangentes  les  droites  conjuguées 
de  (•>  A,  uB,  wC  par  rapport  aux  couples  de  cotes  du  triangle. 
L'image  P  dans  le  deuxième  mode  de  représentation  est 

\   h  Y  -+-  Z  =  o, 

c'est-à-dire  la  droite  qui   passe  par  les  conjuguées  de  A',  IV  el  C 
par  rapport  aux  segments  BC,  CA,  AB. 


m. 

SYSTÈMES     Di:    CUBIQUES    GAUCHES. 

11.   É  numération   des  systèmes  de  cubiques  tracées  sur  la 
surface.  —  Ces  systèmes  ont  les  images  suivantes  : 

Premier  mode  de  représentation.  Deuxième  mode  de  représentation. 

1°  Coniques  circonscrites  à  ABC;  i°  Droites; 

2°    Quartiques    à    points    doubles  y."  Coniques  circonscrites  à  A'B'C'; 
en   A,  B,    C,   avant  pour  tangentes 
io  A  .  tu  B,  te  C  ; 

3°  Cubiques   circonscrites  à  ABC  3°  Coniques     passant     par     deux 

tangentes  en  deux  de  ces  points  à  sommets  de  A'B'C  et  l'un  des  som- 

des  droites  passant  par  oj,  et  ayant  mets  opposes  de  ABC,  par  exemple 

un  point  double  en  l'un  d'eux;  A'B'A: 

4°    Coniques     passant    par    deux  4°    Coniques     passant     par    deux 

sommets  de    ABC  et   tangentes   en  sommets  de  ABC  et  l'un   des  som- 

l'un    d'eux    à    une    droite    passant  mets  opposés  de  A'  B'  G',  par  exemple 

par  io.  ABA  ; 

5°  Quartiques  passant  par  A,  B,  C  ;  5°    Cubiques     passant    par    deux 

v  touchant  coA,  a>B,  coC;  ayant  en  sommets  de  ABC  et  par  les  sommets 

un    de   ces   points   un  point  double  de  A'B'C,  ayant  en  l'un  de  ces  der- 

ordinaire,  en   un   autre  un   binode]  niers  un  point  double; 

6°   Droites;  6°  Coniques  circonscrites  à  ABC: 

7    Courbes   du    cinquième    degré  70  Quartiques    ayant    des    points 

ayant  en  A,  B.  C  des  binodes  dont  double-  en  A',  B'.  C  el  passant  par 

les  tangentes  sont  coA,  u>B,  coC.  \.  B.  C. 
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<  )n  peul  vérifier  lénumération  précédente  en  projetant  d  un 
poinl  double  les  points  de  la  surface  sur  un  plan.  On  ;i  ainsi  une 
troisième  représentation  ayant  l'inconvénienl  de  ne  j > ;» s  faire  jouer 
le  même  rôle  à  tous  les  points  doubleSi  mais  ne  donnant  comme 
images  que  des  coniques  <>u  des  cubiques  unicursales. 

1-.  Propriétés  des  systèmes  de  cubiques.  On  peut  recon- 
naître que  l'une  quelconque  des  ligues  énumérées  peul  être  assu- 
jettie à  passer  par  deux  points  du  plan.  On  obtient  ainsi  vingt- 
deux  cubiques  passant  par  deux  points  de  la  surface;  savoir  : 

Une  cubique  de  chacun  des  systèmes  r\  •>.".  6°,  -",  soit  quatre 
cubiques  ; 

Six  cubiques  de  chacun  des  systèmes  3 ",  4°>  5°,  soit  dix-huit 
cubiques. 

Deux  de  ces  cubiques,  i"  et  2°,  passent  j >;i r  les  trois  points 
doubles. 

Six  de  ces  cubiques,  3°,  passent  par  deux  points  doubles. 

Douze  de  ces  cubiques,  4"  et  5°,  passent  par  un   point  double. 

Deux  de  ces  cubiques,  6°  et  y°}  ne  passent  par  aucun  point 
double. 

La  cubique  T  fait  partie  du  système  2°  et  F  du  système  1"; 
deux  cubiques  de  ces  systèmes  sont  sur  une  même  quadrique,  car 
ces  cubiques  se  coupant  en  cinq  points  on  peut  faire  passer  une 
quadrique  par  ces  cinq  points  et  deux  couples  de  deux  points  pris 
respectivement  sur  chaque  cubique. 

On  voit  de  même  que  deux  cubiques  des  systèmes  3"  passant 
par  les  mêmes  points  doubles  sont  sur  une  même  quadrique  ('); 
qu'il  en  est  de  même  de  deux  cubiques  des  systèmes  4°  et  5° 
passant  par  le  même  point  double,  et  de  deux  cubiques  des 
systèmes  6"  et  70. 

13.  Projections  d' une  cubique  gauche.  —  Parmi  les  cubiques 
il  y  a  lieu  de  signaler  celles  qui  sont  sur  des  cônes  contenant  F; 
elles  ont  pour  nuages,  dans  le  premier  mode  de  représentation. 


(')  Il  s'agit  de  cubiques  de  systèmes  différents,  c'est-à-dire,  dont  les  image-, 
ne  possèdenl  pas  les  mêmes  points  fondamentaux:  par  exemple  les  cubiques  re- 
présentées dans   le   deuxième    mode   par  des   coniques  circonscrites  à    \  I;   \  el 

C  1  ;  < 
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les  traces  des  cônes;  autrement  dit,  les  projections  de  I'  sur  le 
plan  des  points  doubles,  (les  projections  sont  des  coniques  cir- 
conscrites à  U3C;  ou  peut  déduire  de  la  représentation  sur  le  plan 
des  propriétés  caractéristiques  des  systèmes  de  Coniques,  cir- 
conscrites à  un  triangle  et  susceptibles  d'être  les  projections 
d'une  cubique  gauche. 

Il  suffit  de  remarquer  que  les  cubiques  de  la  surface  du  troi- 
sième ordre  qui  sont  sur  des  cônes  contenant  F  sont  tangentes 
à  r,  chacune  au  sommet  du  cône  correspondant;  donc  leurs 
images  sont  tangentes  à  l'image  de  F.  Si  l'image  d'une  de  ces 
cubiques  est,  dans  le  premier  mode  de  représentation, 

(i)  XYZ-+-  jjlZX  -+-  vXY  =  o, 

son  image  dans  le  deuxième  mode  de  représentation  esl 

(  2  )  X  X  -+-  u  Y  -+-  V  Z  =  o. 

et  la  condition  pour  que  cette  dernière  droite  soit  tangente  à  la 
conique,  image  de  F, 

V       Y2  -+-  Z2  -  2  YZ  —  >Z\  —  2XY  =  o, 

s'exprime  par 

(3)  ;j.v  -h  vX  -+-  Àjj.  f=  o. 

11  s'agit  d'interpréter  cette  équation  de  condition.  Or  les  tan- 
gentes en  A,  B,  C  à  la  conique  (  i  )  coupent  Jes  côtés  opposés  du 
triangle  de  référence  en  des  points  situés  sur  la  droite 

X         Y        Z 

—    H 1 =  O, 

A         p        v 

qu'on  peut  appeler  droite  de  Pascal,  correspondant  à  la  co- 
nique.   L'équation    de  condition   (3)   exprime  que  la   droite  (a) 

passe  par  le  point 

X  =  Y  =  Z, 

c'est-à-dire  ])ar  le  pôle  w  du  plan  par  rapport  à  la  cubique. 

Donc  la  condition  pour  qu'un  faisceau  de  coniques  circon- 
scrites à  un  triangle  soit  constitué  par  les  projections  d'une 
cubique  gauche  est  que  les  droites  de  Pascal,  correspondant 
aux  coniques  du  faisceau,  passent  par  un  point  fixe. 
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14.  (h\  |  >  «  *  1 1 1  remarquer  aussi  que  l«'  pôle  <!<■  la  droite  z  =  o,  par 
rapport  à  la  conique  »  i  ►,  étanl  donné  par 

\       \         /. 

/  ;;  —  v 

(équation  |  3  I  exprime  que  ce  poinl   est  sur  la  conique 

\/.      /\      \\      o. 

circonscrite  à  A.BC,  el  ayanl  pour  pôle  <l<'  s  o  le  point  o>.  Donc 
on  obtient  cel  autre  énoncé  :  In  condition  en  question  est  que  le 
pôle  d'un  des  côtés  du  triangle,  par  rapport  à  chaque  conique 
du  faisceau,  soit  sur  une  conique  circonscrite  au  triangle. 

Gel  énoncé  s'applique  très  simplement!  dans  certains  cas;  ainsi, 
si  Ton  considère  les  cercles  passant  par  un  point  \,  la  condition 
pour  que  ces  cercles  soient  les  projections  d'une  cubique  gaucln 
esl  que  leurs  centres  soient  sur  un  cercle  passanl  par  A.  Le  centre  to 
de  ce  cercle  est  le  pôle  du  plan  par  rapport  à  la  cubique. 

15.  On  voit  facilement  que  si  l'on  se  donne  un  système  (S)  de 
coniques  possédant  les  propriétés  précédentes,  il  y  a  une  infinité 
de  cubiques  admettant  ces  coniques  comme  projections.  En  effet, 
la  connaissance  du  système  (S)  ne  donne  que  trois  points  de  la 
cubique  et  le  pôle  du  plan  des  trois  points;  ou,  mieux  encore,  on 
peut  voir  que  par  deux  points  de  l'espace  il  passe  deux  cubiques, 
se  projetant  suivant  les  coniques  (2). 

Si  l'on  imagine  une  cubique  (T),  deux  des  coniques  du  System 
de  projection  se  coupent  aux  points  A,  B,  G,  traces  de  la  cubique 
et  en  un  quatrième   point  D,   trace  de  la  droite  des  sommets  des 
cônes  ayant  ces  coniques  pour  traces.  Or  il  est  facile  de  voir  que 
les  droites  de  Pascal  correspondant  au  faisceau  des  coniques  qui 
passent  par  A,  B,  G,  D,  enveloppent  une  conique  S  inscrite  dans 
ABC,  les  points  de  contact  étant  sur  AD,  BD,  GD.  Si  donc  on  se 
donne  deux  points,  O,,  02,  et  si  l'on  prend,  pour  D,  la  trace  de 
0,0;,  sur  le  plan  des  coniques  (S),  la  conique  S  est  déterminée 
Les  tangentes  menées  de  w  à  S  sont  les  droites  de  Pascal  de  deux 
coniques  -,,  S2  du  système  (S).  Celui-ci  est  constitué  par  les  pro- 
jections   des   deux  cubiques,   intersections  soit   des  cônes  O,-,, 
0222,  soit  des  cônes  0,ï2,  02S,  (*). 


(')  J'ai   donné,  dans  une  Note  insérée  aux    Vouvelles  Annales  de  Mathéma- 
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1().  Les  cubiques,  intersections  de  ta  surface  <lu  Lroisième  ordre 
par  les  cônes  contenant  T,  possèdent  des  propriétés  intéressantes. 
Si  l'on  fait  une  transformation  homographique,  rejetant  à  l'infini 
le  plan  des  points  doubles,  chacune  de  ces  cubiques  est  le  lieu  du 
milieu  des  cordes  menées  par  un  point  de  V.  La  surface  est  alors 
engendrée  par  la  translation  de  Tune  d'elles. 

On  déduit  alors,  des  propriétés  générales  des  surfaces  de  trans- 
lation (1),  (pie  ces  cubiques  forment  deux  systèmes  conjugués 
sur  la  surface,  et  que  chacune  est  la  courbe  de  contact  d'un  cône 
ayant  pour  sommet  le  point  où  une  tangente  à  V  coupe  le  plan  des 
points  doubles. 

La  surface,  avant  deux  cubiques  asvmptoliqucs,  est  donc  trans- 
formée homographique  d'une  surface  qui  peut  être  considérée,  de 
deux  façons  différentes,  comme  surface  de  translation. 

IV. 

SURFACES    PARTICULIÈRES. 

17.  Surface  conjuguée  d'un  plan  tangent.  —  Si  un  plan 
coupe  une  cubique  en  un  point  et  la  touche  en  un  autre,  la  con- 
juguée du  plan  par  rapport  à  la  cubique  a  deux  points  doubles, 
dont  l'un  doit  être  considéré  comme  résultant  de  la  coïncidence 
de  deux  points  doubles.  Je  prends  pour  tétraèdre  de  référence 
celui  qui  se  conserve  dans  une  transformation  homographique  con- 
servant la  cubique  et  le  plan.  Si  l'on  représente  la  cubique  par  les 
équations 


X        Y        Z 


"V  * 


A3  "  X«~   I         .  X 

la  surface  conjuguée  du  plan  \  =oa  pour  équation 

XYZ-t-Y*T  —  2XT2=  o. 

Celle   surface   se   conserve    par  les    transformations   homogra 
phiques  qui  conservent  le    tétraèdre   et    la  cubique  ;   on   en    dé- 


tiques  (p.  Vji,  1898),  une   étude  élémentaire    «lu  système  de  coniques  constitué 
par  les  projections  d'une  cubique  gauche. 
(')  Voir  les  Leçons  suc  la   Théorie  des  surfaces,  de  M.   Darboux,  t.  1.  p.  to3. 


III 

diiii   Immédialemenl   qu'elle  n'a  |>;is  d'autres  droites  nue  les  sui- 
vant es  '■ 

i"  T  o,  Z  =  o,  tangente  à  I,  au  poinl  où  celle-ci  coupe  le 
plan  ^  —  o,  c'est-à-dire  au  poinl  double  ordinaire; 

a0  I  <>,  ^  :  o,  droite  joignant  les  <I<mi\  points  doubles;  le 
plan  ^        o  est   tangent  à  la  surface  tout  le  long  de  cette  droite; 

3°  T  o,  \  =  o,  intersection  des  plans  oscillateurs  à  I  ,  aux 
deux  points  doubles  de  la  surface 

(g  \  =  o,  ^  =  o,  tangente  à  I  ,  au  point  où  celle-ci  touche  le 
plan  \  =  o,  c'est-à-dire  m»  point  double  qui  résulte  de  lu  coïnci- 
dence de  deux  points  doubles;  en  ce  point  le  cône  des  tangentes  se 
décompose  en  deux  plans  \  —  o,  Y  =  o,  tangents  à  la  surface, 
chacun  le  long  d'une  droite. 

Si  une  cubique  autre  que  F  élait  ligne  asjmptotiqne  de  la  sur- 
face, elle  se  conserverait  par  les  transformations  conservant  le  té- 
traèdre de  référence;  le  plan  Y  =  o  devrait  être  sécant  an  point 
double  ordinaire  Y  =  Z  =  T  —  o,  tangent  à  l'antre  point  double 
X  =  Y=T=o,    de    sorte    fjue    les    équations    de    la     cubique 

poliraient  s'écrire 

\  Y  Z        T 


A  fXa         B  ;jl3  i  |Ji  ' 

l'équation   de   la  conjuguée  du   plan  Y  =  o,  par  rapport  à  celle 

cubique,  serait 

XYZ  H-  AT*  T  —  2  BXT*  =  <>. 

qui  ne  coïncide  avec  la  première  que  si 

A  =  B  =  i . 

Donc  la  surface  n'admet  qu'une  cubique  comme  asvmpto- 
tique. 

18.  Cubiques  gauches  de  la  surface.  —  On  peut  obtenir  des 
représentations  de  la  surface  sur  le  plan,  analogues  à  celles  que  j'ai 
données  pour  la  surface  générale;  ces  représentations  ont  l'une  et 
l'autre  l'inconvénient  de  correspondre  à  des  systèmes  de  points 
fondamentaux  qui  ne  sont  pas  tous  distincts.  Il  y  a  alors  avantage 
à  projeter  la  surface  sur  le  plan  Z  =  o  en  prenant  pour  centre  de 
projection  le  point  double  opposé;  car  ou  n'a  plus,  pour  images 
des  cubiques  gauches  de  la  surface,  que  (\v>  coniques  ou  dv>  eu- 
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biques  unicursales  et,   en  outre,  on  a  immédiatement  l'équation 
des  cubiques  de  la  surface  dans  l'espace. 

Si  l'on  suppose  !<•  plan  T       o  à  l'infini,  la  section  par  le  plan 

Z  =  AX-f-BY  +  C 

a  pour  projection,  sur  le  pian  Z.  =  o, 

\Y(  \\    i    BY-+-C)H-Y2—  2X  =o. 

Les  courbes  représentées  par  cette  équation  ont  pour  asymptote 
()\,  une  autre  asymptote  étant  parallèle  à  OY,  elles  ont  trois 
points  communs  en  O,  la  tangente  étant  OV. 

Les  coniques  qui  représentent  des  cubiques  gauches  doivent 
avoir  trois  points  fondamentaux  communs  avec  les  images  des  sec- 
tions planes;  en  faisant  l'énumération  des  combinaisons  possibles 
a  priori,  entre  les  points  pris  trois  à  trois,  et  en  écartant  celles 
<  1 1 1  i  ne  donneraient  pas  des  coniques  proprement  dites,  on  ne 
trouve  que  les  suivantes  : 

i°  Les  trois  points  sont  à  l'infini 

y{x —  a)  —  (3  =  o; 

2°  Deux    points    sont    à   l'infini   et   distincts,    le    troisième    est 

en  O 

xy  —  olx  —  fiy  =  o  ; 

les  cubiques  situées  sur  des  quadriques  passant  par  Y  sont  don- 
nées par  cette  équation; 

)"  Deux  points  sont  en  O,  le  troisième  sur  OX  à  l'infini 

y(y  —  ax)  —  pa?=  o; 

4°  Les  trois  points  sont  confondus  en  O 

x(ax-h  $y)+y-2—-Ax  =  o; 

on  peut  voir  que  les  seules  cubiques  à  point  double  qui  n'aient 
avec  les  images  des  sections  planes  que  trois  points  communs,  en 
dehors  des  points  fondamentaux,  correspondent  aux  sections  planes 
passant  par  le  point  double  à  L'infini  sur  OV  Il  n'y  a  donc  pas  de 
cubiques  gauches  ayant  pour  images  des  cubiques  planes. 

Il  est  assez  remarquable  que  cette  surface  particulière  admette 
seulement  quatre  cubiques  gauches  passant  par  deux  points,  la  sur- 
lac*'   générale  en  ayant  vingt-deux,  el  la   surface  plus  particulière 
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qui  esl  conjuguée  d'un  plan  osculateur  en  admettant  une  double 

infinité,  «oui me  on  va   le  voir. 

19.  Surface  conj uguée  d'un  plein  osculateur.     -  Si  la  cubique 

ii  pour  éq  ual  ion 

\         \        /.       T 

X=*  ==  X*  "     /  I  ' 

la  surface  conjuguée  du  plan  T  =  o  a  pour  équation 

\T-2—  3YZT       >/       o; 

c  esl  la  surface  réglée  à  directrices  confondues,  connue  sous  le 
nom  de  sur/ace  de  Cayley.  Toute  surface  de  Cayley  esl  suscep- 
i  ible  de  la  définition  précédente. 

Si   le  plan  T  — o  esta  l'infini,  les  asympto tiques  sont  données 

par 

y  =  z*  -h  A,         x  =  z:i  -+-  3  A  z , 

el  la  surface  est  le  lieu  du  milieu  des  cordes  d'une  quelconque  de 
ses  asymptotiques;  elle  peut  donc  s'engendrer  d'une  infinité  de 
tarons  par  la  translation  d'une  cubique  gauche. 

On  a  immédiatement  les  lignes  tracées  sur  la  surface  en  pro- 
jetant celle-ci  sur  le  plan  X  =  o;  ce  qui  donne  les  résultats  sui- 
vants : 

i°   Les  coniques  de  la  surface  ont  pour  équations 

y  =  jZ*-hpz-+-  qt         x  =  3z(pz-{-  q); 

2°  Les  cubiques  gauches  passant  par  le  centre  de  projection, 
situé  à  l'infini  sur  OX,  ont  pour  équations 

y  =  az2  +  fc  +  c,         x  ==  3  z(az2-i-  ùz  -+-  c)  —  2  z:i  ; 

3"   Les  autres  cubiques  sont  données  par 

v  =  -z*-hpz-hq-+-- j,  x  =  3z(pz-+-q)  + -,• 


3        '  l  J    '    z  —  b 


Il  résulte  de  là  qu'on  peut  faire  passer  une  cubique  par  quatre 
points  de  la  surface.  Ce  fait  se  constate  a  priori,  si  l'on  remarque 
qu'un  côqe  du  second  ordre,  passant  par  la  directrice  et  une  gé- 
nératrice, coupe  l;i  surface  suivant  une  cubique. 
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ÉTUDE  SUR  LES  SURFACES  RÉELLES  DÉFINIES  PAR  L'ÉQUATION  ;;,.,„,  =  o; 
Par     M  .      D E      M 0 N TC HEU TL  . 

Nous  avons  rattaché  les  surfaces  défi  nies  par  L'équation 

au  mouvement  de  deux  plans  et  d'une  droite,  et  nous  en  avons 
déduit  un  mode  de  construction  de  ces  surfaces  (').  Le  procédé 
indiqué  s'étend  à  toutes  celles  qui  vérifient  l'équation  (i),  aux 
réelles  aussi  bien  qu'aux  imaginaires.  Il  a  toutefois  l'inconvénient 
d'introduire,  dans  la  détermination  de  celles-là,  des  éléments  ima- 
ginaires, tels,  par  exemple,  que  les  développables  isotropes. 

Nous  nous  proposons,  ici,  de  considérer  à  part  les  surfaces 
réelles  et  de  déduire,  du  mode  de  génération  précédemment  ex- 
posé, un  mode  particulier  à  celles-ci,  où  n'entrent  que  des  élé- 
ments réels. 

Mais  avant  d'aborder  directement  la  question,  nous  allons,  en 
vue  d'en  préparer  la  solution,  présenter  sous  deux  nouveaux 
aspects  notre  méthode  générale  de  construction. 

Rappelons  que  notre  première  méthode  consiste  à  mener  une 
droite  parallèle  à  l'intersection  de  deux  plans  roulant  sur  deux 
développables  isotropes,  et  passant  par  le  milieu  du  segment 
qui  joint  les  points  de  contact  de  ces  plans  avec  deux  courbes 
tracées  respectivement  sur  les  développables.  Cette  droite  est  l'élé- 
ment de  la  congruence  normale  aux  surfaces  cherchées. 

Nous  pouvons  présenter  ce  mode  de  construction  sous  un  autre 
point  de  vue,  en  énonçant  une  proposition  que  nous  allons  dé- 
montrer. 

Théorème.  —  Si  Von  Imprime  à  un  système  de  trois  plans  : 
P,  P',  P',  aux  intersections  parallèles  I,  I',  I",  un  mouvement 

tel  que  les  deux  premiers  plans  P,  P7  roulent  respectivement 
sur  deux  développables  isotropes,  le  troisième  plan  P"  passent t 

(')  \'<>ir  Bulletin  delà  Société  mathématique,  t.  XXVI,  p.  io3. 


constamment  pat'  le  segment  de  droite  qui  /<>im  les  points  de 

contint  des  plans  l\  p'  avec  deux  courbes  respectivement 
tracées  sur  chaque  développable  isotrope,  toute  droite  du 
plan  V parallèle  aux  trois  intersections,  et  dans  un  rapport 

de  distances  constant  avec  deu.r  d 'roi/es  I,  [^  constitue  l'élé- 
ment le  plus  général  de  la  congruence  normale  aux  surfaces 
définies  par  Véquation  i  i). 

Ce  théorème  esl  évident,  dans  lecas'où  le  rapport  des  distances 
est  ['unité;  car  alors  nous  ayons  une  droite  passant  par  le  milieu 
du  segment,  et  parallèle  à  l'intersection  des  plans  isotropes;  nous 
avons  vu  qu'une  telle  droite  est  normale  aux  surfaces  eu  ques- 
tion . 

11  reste   à  établir  que  la    proposition  est  encore  vraie,  quand   le 

rapport  des  distances  s—  a  une  valeur  quelconque,  d'ailleurs  con- 
stante, pour  toutes  les  positions  de  la  droite. 

Pour  cela,  continuons  à  définir  les  développables  isotropes,  et 
les  deux  courbes  tracées  sur  ces  surfaces,  au  moyen  des  mêmes 
fonctions  A,  A,,  B,  1$,  que  précédemment  (')  et  donnons  à  \  la 
forme  nouvelle 


t  — 


=  'à 


X  A  m,  -h  Xt  A ,  u  -+-  X  B  -4-  X  i  H 


i  *>\ 


où  r-  représente  une  quantité  constante.  Cherchons  les  coor- 
données de  la  développée  moyenne  des  surfaces  correspondantes. 
En  désignant,  comme  nous  l'avons  fait  déjà,  par  X,  Y,  Z, 
\,,  Yj,  Z)  les  coordonnées  des  points  de  contact  des  plans  iso- 
tropes avec  les  courbes  tracées  sur  les  développables,  on  trouve 

XXh-XjX,  XY-hXtY,  XZ-+-  X,Z, 

A  -h  A  !  A  +  A|  A  —  A 1 

Un  tel  point  est  bien  situé  sur  le  segment  qui  relie  les  points 
de  contact,  et  dans  un  rapport  de  dislances  constant  à  ses  extré- 
mités. Or,  la  normale  aux  surfaces,  par  définition,  passe  par  ce 
point.  On  vérifie  d'ailleurs  qu'elle   est   parallèle  à  l'intersection 


(  '  )  Voir  l'article  <léj.i  cité 
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<lrs  plans  isotropes  ;  elle  est  donc  située  dans  le  plan  P"  el  vérifie 
toutes  Jes  conditions  du  théorème. 

Deux  développables  isoiropes  étant  données,  ;iin>i  (jue  les 
courbes  tracées  sur  chacune  d'elles  (ce  qui  revient  à  donner  les 
(onctions  A.  B,    Y,,  13,),  on  peut  étudier  la  variation  des  surfaces, 

correspondant  à    la   variation  du   rapport  y- •  On  constatera,   par 

exemple,  que  tout  point  du  segment  estsusceptible  de  décrire  une 
surface  minima,  pour  une  détermination  convenable  des  fonc- 
tions. 

Pour  A  =  )M  on  obtient  les  surfaces  dont  la  développée 
moyenne  est  tracée  par  le  point  milieu  du  segment. 

Pour  /  =  o  ou  "ki  =o  les  surfaces  se  réduisent  aux  courbes 
tracées  sur  les  développables. 

Remarquons  que  les  fonctions  qui  figurent  ici  dans  l'expression 

de  !■  sont 

il  2Âi      a  2  À  a  Xi 

A  -h  Ai  X  H-  A,  A  4-  X,  A  +  A, 

Nous  pouvons  encore  envisager,  sous  un  autre  aspect,  le  sys- 
tème des  plans  mobiles. 

Considérons  un  faisceau  de  plans  et,  dans  un  de  ces  plans, 
donné,  une  droite  D,  parallèle  à  l'intersection  du  faisceau.  Sup- 
posons tous  ces  éléments  mobiles,  et  dépendant  de  deux  para- 
mètres. La  droite  D  constitue  l'élément  d'une  congruence.  Le 
mouvement  du  système  étant  donné,  si  l'on  veut  que  cette  droite 
soit  normale  à  une  famille  de  surfaces,  il  faudra  définir  convena- 
blement sa  distance  à  l'intersection  du  faisceau.  D'ailleurs,  la  na- 
ture des  surfaces  dépendra  de  la  nature  du  mouvement  du  système. 
On  peut  donc  se  poser  les  deux  problèmes  suivants  : 

i°  Étant  donnée  une  famille  de  surfaces,  déterminer  les 
conditions  que  doit  remplir  le  mouvement  du  faisceau  ; 

2°  Etant  donné  le  mouvement  du  faisceau,  déterminer  la 
nature  des  surfaces. 

Implicitement,  nous  avons  considéré  un  pareil  système,  et  les 
résultats  obtenus  peuvent  se  résumer  dans  ce  théorème  : 

Théorème.   —  Soit  un  faisceau  mobile,   dépendant  de  deux 
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variables,  tel  que  deux  de  ses  plans  roulent  sur  deux  dévelop- 
pables  isotropes  y  soient  encore  deux  courbes  tracées  respecti 
ventent  sur  ces  développables ;  dans  i<>ui  plan  du  faisceau, 
partageant  <l<uis  un  rapport  constant  le  segment  gui  relie  les 
points  de  contact  des  courbes  aux  plans  tangents,  il  existe 
une  droite  parallèle  à  l'intersection  du  faisceau  et  normale  à 
une  famille  de  surf  aces  définies  par  V  équation  (i);  cette  droite 
est  c<'//r  qui  passe  par  le  point  d'intersection  du  />l<>n  et  <ln 
segment. 

On  pourrai  1  choisir,  pour  plan  contenant  la  normale,  L'un  des 

plans  isotropes,  mais  alors  la  surface  se  réduirai!  à  une  courbe. 

I. 

Ces  préliminaires  établis,  nous  pouvons  aborder  la  question 
des  surfaces  réelles. 

Ecrivons  l'expression  de  ç  sous  sa  forme  primitive 

\  =  A  uA  -+-  Ai  u  -h  B  -h  Btl 

où  A.,  B  sont  des  fonctions  de  w,  A,,  B,  des  fonctions  de  ut.  On 
vérifie  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  de  réalité  des  sur- 
faces correspondantes  est  que  les  quantités 

u,     A,     B;         uit     A,,     B, 

soient  respectivement  conjuguées.  Nous  supposerons,  désormais, 
qu'il  en  est  ainsi. 

Nous  nous  proposons  donc  de  rattacher  ces  surfaces  à  un 
s\stème  de  plans  mobiles,  analogue  à  celui  que  nous  avons  consi- 
déré, dans  le  cas  général,  mais  dont  tous  les  éléments  soient 
réels. 

Dans  ce  but,  nous  allons  faire  une  étude  sommaire  du  faisceau 
mobile  de  plans,  dont  l'intersection  commune  est  celle  des  deux 
plans  isotropes  définis  par  les  équations 

\  (i —  u-)x  -r-  i{\  -+-  ui)y  H-  iuz   -4-2C  =  o, 
(1)  ' 

(  (1  —  u\  ).r  —  M  i  -h  u\  )y  -4-  2  //|  ;  -  -  2G1  =  0. 

Nous  désignons  ici  par  C,  Q*\  les  fonctions  A  —  wB,  A<  —  //|B|. 
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Pa 


r.Suite'  GetG'  sonl  ,<:|  des  fonctions  conjuguées,  el  l'inter- 
section des  plans  est  une  droite  réelle. 

(:  et  G,  étant  des  fonctions  respectives  (d'ailleurs  conjuguées) 
«e  "  et  de  u{ ,  des  considérations  analytiques  très  simples  permet- 
tent de  vérifier  qu'on  peut  les  écrire  sous  la  forme 

L   =  ~ïïT  ■+■  *  — -t 
dp  doc 

C„  étant  une  solution  réelle  de  l'équation 

en  d'autres  termes,  C0  étant  une  fonction  harmonique 
Nous  avons  supposé  a  et  p  définis  par  les  relations 


Posons 


(3) 


Ex  =  ( ,  _  a2+  ^  _  2aj3  ^Co 

G*  =  2ap^  -  (  , .+_  a2  _  02 )JK  _  2p^._2  ^o  t 


^2C0 


/est  ici  une  quatrième  coordonnée  que,  à  moins  de  mention  spé- 
ciale, nous  supposerons  toujours  égale  à  l'unité 

Si  l'on  tient  compte  de  ces  formules,  le  système  (2),qui  définit 
le  faisceau  mobile,  peut  s'écrire 

(4)  j  Ex—  iGx=  o, 

(    Ea;  -f-  «G^=  o. 

Nous  sommes  ainsi  amenés  à  considérer  le  système  des  quatre 
Plans  du  faisceau  définis  par  les  équations 

(5)  j  E«— *GX=  o.         |<;C  =  0> 

(    E*-t-  iG:=  o,  <;,  _  0 


II!» 

auquel  on  peul  substituer  le  ^  \  -- 1  < •  1 1 1 « ■  plus  général 

\  K.  —  iGx  =  o,         /  I  «., 

i  (»  i 

/    K  ,    .    /  < . ,       o,  /    I'- ,        /    I  • ,       «». 

(  )n  vérifie  que  le  système  de  plans  défini  par  1rs  deux  équa- 
lions  de  ta  seconde  colonne  constitue  !<•  système  le  plus  général 
des  plans  orthogonaux  <ln  faisceau;  d'ailleurs  les  quatre  plans 
forment  un  faisceau  harmonique. 

Remarquons  que,    pour   les    valeurs    réelles    de  .„■>   les    plans 

orthogonaux  sont  réels.  Nous  supposerons  qu'il  en  est  toujours 
ainsi. 

I  ,e  système  des  plans  orthogonaux  du  faisceau  est  appelé  à  jouer. 
par  «apport  aux  surfaces  réelles,  un  rôle  analogue  à  celui  du  sys- 
tème des  plans  isotropes  primitivement  considéré  par  rapport  aux 
surfaces  quelconques;  aussi  allons-nous  l'étudier  avec  quelques 
développements. 


Le  premier  système  orthogonal  qui  attire  notre  attention  est 
celui  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  les  parties  réelles  et  le> 
parties  imaginaires  des  premiers  membres  des  équations  des 
plans  isotropes.  On  a  ainsi  les  deux  équations 

(7)  Er=  O,  Gx  =  0. 

Nous  allons  chercher  à  caractériser  nettement,  au  point  de  vue 
géométrique,  le  mouvement  de  ces  deux  plans  orthogonaux, 
comme  nous  l'avons  fait  pour  le  mouvement  des  deux  plans  iso- 
tropes. 

Dans  ce  but,  écrivons  d'abord  les  deux  systèmes  d'équations 
qui  définissent  les  enveloppes  de  chacun  de  ces  plans,  a  et  (3  étant 
ici  considérées  comme  les  variables  indépendantes.  En  dérivant 
les  premiers  membres  des  équations  (7)  par  rapport  à  chacune  de 
ces  variables,  on  trouve  les  deux  systèmes 

Ex=  o,         Gx  =  o. 
Hx=  o.         Kx  =  o, 

K,  ■-  o,  Hx=  o. 
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Nous  avons  tenu  compte  dr  l'équation 

d*C0        d*C0  _ 

da2    +    dp2 

On  remarque  que  les  deux  dernières  équations  sont  les  mêmes 
dans  les  deux  systèmes.  La  droite  qu'elles  déterminent  contient 
donc  les  deux  points  de  contact  des  deux  plans  avec  leurs  enve- 
loppes et  n'est  autre,  par  conséquent,  que  le  segment  qui  relie 
les  deux  points.  11  est  l'analogue  du  segment  relatif  aux  plans  iso- 
tropes  que  nous  avons  déjà  considéré.  Pour  la  brièveté  du  lan- 
gage, nous  appellerons  désormais  ces  deux  segments  :  segment 
isotrope,  segment  orthogonal. 

Les  équations  de  celui-ci  peuvent  s'écrire 


a 

- 

-+- 

<*2C0 

adatK3 

— 

P 

4* 

a2 

■+■ 

p* 

a2 

-+- 

'y 

» 

(J2 

Z 

-f- 

-+• 

P 

a2 

a2 

4- 

P; 

> 

.r 


D'autre  part,  les  paramètres  directeurs  de  l'intersection  du  fais- 
ceau, étant  proportionnels  aux  cosinus  de  la  normale  aux  surfaces 
définies  par  l'équation  (i),  le  sont  aux  quantités 

i oc  =z  u -i- u i ,         2|3  =  i(u1 — u),         a2-h(j2 — i :  =  uit} — i. 

Si  l'on  tient  compte  de  ces  relations,  et  qu'on  désigne  par  y, 
l'angle  de  l'intersection  du  faisceau  avec  l'axe  des  2,  on  trouve 
pour  valeur  du  cosinus  de  l'angle  du  segment  orthogonal  avec 
celte  intersection  l'expression 


/■ 


cosv 

L  =  COS   -  • 

1  2 

Or,  si  l'on  cherche  maintenant  la  valeur  du  cosinus  de  l'angle 
du  même  segment  avec  l'axe  des  z,  on  trouve  cette  même  valeur. 
Le  segment  fait  donc  un  angle  égal  avec  Taxe  des  c-  et  avec  l'inter- 
section du  faisceau,  et  cet  angle  est  la  moitié  de  celui  que  fonl 
entre  elles  ces  deux  dernières  droites.  Le  segment  est  donc  parai- 


-  hil  - 

lèle  à  chacune  d'elles.  (  )n   vérifie  d'ailleurs  cette   dernière  pro- 
priété en  remarquant  que  le  segmenl  orthogonal  esl  situé  dans  le 

plan 

II,       .-,./■       /, 

plan  parallèle  à  I  intersection  du  faisceau  el  à  l'aie  des  z.  Nous 
pouvons  donc  formuler  le  théorème  suivant  : 

Ihéorème.  —  Quand  deux  plans  d'un  faisceau  mobile 
roulent  respectivement  sur  deux  développables  isotropes  con- 
juguées ;  si  l'on  égale  à  <>  les  parties  réelles  et  imaginaires  des 
premiers  membres  des  équations  de  ces  plans,  on  obtient  un 
système  orthogonal  réel  du  faisceau*  Ses  deux  plans  roulent 
sur  deux  surfaces  dont  les  points  (la  contact  respectifs  sont  sur 
une  ligne  droite,  bissectrice  dé  l'angle  formé  par  une  direc- 
tion fixe  et  par  /' intersection  du  faisceau. 

Nous  prenons  ici  Je  terme  angle  dans  le  sens  où  il  s'applique  à 
des  droites  non  concourantes. 

Remarquons,  en  passant,  que  si  l'on  élimine  les  quantités  a,  [îi, 
C0  et  les  dérivées  de  C0  entre  les  trois  équations 

qui  délinissent  l'enveloppe  de  l'un  des   plans   orthogonaux,  et  les 

deux:  équations 

dKx  <MX 

— —  —  o,  — —  =  o, 

on  obtient  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(p  _t_  y/j  _,_  pi  _j_  q-2  y.  r  +  2  q{p  -+-  y/i  -{-//•*+-  q*  )  s  H-  (i-h  p*  +  2  q*  )  t  =  o. 

Nous  obtenons  ainsi  une  équation  de  la  forme 

\r  h-  B.s-  -+-  Ct  =  o, 

où  A3  B,  G  sont  des  fonctions  de  p  et  de  q  et  dont  nous  connais- 
sons l'intégrale  générale.  Cette  intégrale  définit  l'enveloppe  des 
plans  déterminés  par  l'équation 

Ex=  o. 

XXVII.  n 
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En  permuta  ni  j>  avec  <j  et  r  avec  t1  on  aurait  l'équation  relative 
;iu  second  plan  orthogonal. 

Il  existe  nue  relation  intéressante  entre  le  segment  orthogonal 
et  le  segment  isotrope.  Tous  deux  rencontrent  chaque  dévelop- 
pable  suivant  la  même  génératrice  et  forment,  par  suitet  avec  ces 
deux  génératrices  un  quadrilatère. 

En  effet,  si  l'on  se  reporte  au  système  (3),  on  constate  aisément, 
que  les  génératrices  des  dévcloppables  sont  définies  respective- 
ment par  les  deux  systèmes 

Ex  —  iGx  =  o,         Fx  -+-  iGx  =  o, 
H.r  —  i  \\r  =  o,         H.r  -+-  i¥Lx  =  °- 

D'ailleurs,  le  segment  orthogonal  est  donné  par  les  équations 

11^  =  o,         \\x=o. 

On  voit  donc  que  ce  segment  rencontre  les  génératrices.  Le 
segment  isotrope  les  rencontre  également  par  définition.  Notre 
proposition  reste  donc  établie. 


111.  2 


Si  Ton  considère  l'ensemble  des  quatre  plans  isotropes  et  ortho- 
gonaux définis  par  les  équations  (5)  avec  les  deux  segments  cor- 
respondants, on  remarquera  qu'il  existe  une  droite  parallèle  à 
l'intersection  du  faisceau  et  rencontrant  les  deux  segments.  On 
peut  chercher  à  déterminer  un  système  orthogonal  du  faisceau  par 
la  condition  que  cette  droite  partage  le  segment  isotrope  dans  un 
rapport  constant.  C'est  ce  système,  (pie  nous  allons  chercher  à 
déterminer,    en    calculant  la    valeur    correspondante  de   la  quan- 

•   ,  X' 
1 1 Le  y  • 

Partons  du  système  orthogonal  le  plus  général,  tel  qu'il  a  été 
défini  parles  équations  (6),  et  déterminons  les  enveloppes  de  cha- 
cun de  ces  plans. 

Si  nous  désignons  par  .r,,  y{.  ;,,  /, -\  X^y^  z2,  t2}  les  coor- 
données respectives  de  ces  deux  enveloppes,  nous  obtiendrons, 


—  hi;{  — 
en  tenant  compte  des  équations  |  3  >.  les  deui  sysl<  mes 

'(/   i:,       "   «...      -/il,       ri  k,       o, 
1)7.  1)7. 

a"K,        /  Gj     30, 

à\*  „  'A  '  .  . 

I   ,  (-,         JÀH  r,  —  2 A   k.    =  o, 

dot       '       <)y. 

•\  11  —  l 


Posons 


Un  calcul,  dont  nous  omettons  le  développement,   substituera 

;ui\  systèmes  précédents  les  deux  systèmes  suivant 

(    E.ri=-  Plc-0,  GXl=Pl^, 

1         ll  2COS210  '  ll  ?.  COS  •>,*') 

Ejrj  =  ?o  e°,  G.,;  =  p2e-°, 

(9)  6-eap-eVa  e6^e  a:. 

-         '-  2COS'2f6  *  r_  2COS2iO 

p,  et  p2  sont  ici  des  facteurs  de  proportionnalité. 

Constatons,  en  passant,  l'existence  de  deux  relations  entre  les 
coordonnées  des  enveloppes,  indépendantes  du  système  ortho- 
gonal choisi. 

On  trouve,  en  effet, 

EXl  E.,-.:  4-  G.riG.,;=  o, 
Hj^Hjt.h-  K.rKr:=  o. 

Cela  posé,  écrivons  l'équation  générale  des  plans  passant  par 
les  deux  points  de  coordonnées  xK ,  y  K ,  c, ,  tt  ;  x.2,  j'2,  c>,  fa,  ou,  en 
d'autres  termes,  par  le  segment  orthogonal  cpii  relie  ces  deux 
points.  Si  nous  désignons  par. r:,,r:î,  s3,  /:{  les  coordonnées  d'un 
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troisième  poinl  variable  quelconque,  nous  aurons  l'équation 

,r      y       z       t 
•'•i     r,     Zi     /, 

X, ,        7'2        «2        /> 
a?3      y%       *S       *3 

En  Lcnant  compte  dn  système  (3),  les  propriétés  des  détermi- 
nants permettent  d'écrire  cette  équation  sous  la  forme 

Ex      G,r      \\x      Kx 
E.r,     G,,     H,,     k,, 

Ljr.       Grjpa       Hx,       K.r0 

E.r8     G,,     H,3     K,, 

Supposons   les   quantités  #3,y3,  ^:>,  /:t  choisies   de    telle   sorte 

c|ii'on  ait 

E.ra  =  o,         Gx,  =  o, 

l'équation  précédente  deviendra 


E.v      (7- 


II 


E^-,     G.Tl      UXi 

E,^.        ''.r.,        'fr 


K-r.  — 


E 


K 


^0^!        "x,        J^.r, 

E.r,      G.r,      K^, 


H.r.  -  o 


et,  en  tenant  compte  des  deux  systèmes  (8)  et  (9), 

„    r_   db  do  1 

K.r3     E^ <jx  «  -h  2  COS2J0  H* 


àv. 


Si   l'on  a   donné  le   système  orthogonal,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  la  quantité 


—    ~20 


l'équation  précédente  définit  le  faisceau  des  plans  passant  par  le 
segment  orthogonal.  Ce  segment  lui-même  peut  donc  être  défini 
par  les  deux  équations 


(10) 


\  hx G.r        -+-  9.  COS218  H.»-  =  o, 

)  ut.  u[i 


i   r    M       r 


-h  1  eus  2 /<)  K,  =  o. 


-»:, 


(  )n  vérifie  que  le  premier  de  ces  plans  esl  parallèle  à  l'intersec- 
tion du  faisceau  qui  contient  les  plans  orthogonaux  h  isotropes. 
I  )n  reste,  il  sul  fi  i ,  pour  s  en  rendre  compte,  de  remarquer  que,  des 
trois  plans  définis  par  les  équations 

I  o.  «i  ,         o,  II.,-  =  o, 

les  <Iimi\  premiers  contiennent  cette  intersection,  tandis  que  !<• 
dernier  lui  est  parallèle. 

Le  plan  défini  par  l'équation  (10)  contient  la  droite  que  nous 
avons  considérée  au  début.  Cette  droite,  eu  effet,  rencontre  le 
segment  orthogonal,  el  par  suite  le  plan  (10),  qui  contieul  ce 
segment.  Elle  est  parallèle  à  l'intersection  <lu  faisceau;  le  plan, 
étant  lui  aussi  parallèle  à  cette  intersection,  contient  la  droite 
tout  entière.  Par  suite,  il  contient  le  point  où  cette  droite  ren- 
contre le  segment  isotrope,  point  que  nous  voulons  déterminer, 
de  telle  sorte  qu'il  partage  ce  segment  dans  un  rapport  constant. 
Pour  cela,  écrivons  les  équations  des  coordonnées  d'un  point  véri- 
fiant cetle  condition;  portons  ces  valeurs  dans  l'équation  du 
plan  (10)  en  question  et  nous  obtiendrons  ainsi  une  équation  où 
figureront  0  et  ses  dérivées.  Cette  équation  définissant  0  définira, 
par  le  fait  même,  le  système  orthogonal  cherché-. 

Les  coordonnées  du  point  sont  données  par  les  formules 

jxX-f-fXjXi  _  [-iV  +  ^iY,  [xZ-t-fiiZ,  jiT-h(X|T| 

Xq  — j     y~Q  —  )     „-o  —  ■ ?      r()  — 

IX  -+-  [Xi  ix  -H  fXi  \x  -+-  fXi  [X  ~  \n 

où  —  garde  une  valeur  constante. 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  du  plan  il  vient 


E*o  7>-  --  G-ro  ^  +  COS219  H.r„  =  o  ; 


du         x°  d? 


E.ro,  Q*,i  H.r0  étant  des  fonctions  connues  de  a  et  de  fi,  on  voit  (pie 
le  problème  dépend  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  et  du  premier  degré. 

IV. 

Au  point  où  nous  en  sommes  de  notre  étude,  nous  nous  trou- 
vons en  état  de  résoudre  le  problème  que  nous  nous  sommes  pro- 
posé au  début.  La  solution  ressort,  comme  un  simple  corollaire, 
des  résultats  que  nous  venons  d'établir. 
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Nous  venons,  on  effet,  d'établir  l'existence  d'une  droite  parallèle 
à  l'intersection  du  faisceau  et  coupant  le  segment  isotrope  en  un 
point  dont  le  rapport  de  distances  aux  extrémités  est  constant. 
Or,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  commencement,  une  telle 
droite  constitue  l'élément  d'une  congruence  normale  aux  surfaces 
définies  par  l'équation  (1).  Cette  droite  et  ces  surfaces  sont  d'ail- 
leurs réelles,  puisque  les  fonctions  qui  y  figurent  sont  deux  à  deux 
conjuguées.  Il  suffit  donc,  pour  résoudre  le  problème  que  nous 
avons  en  vue,  de  rattacher  cette  droite  mobile  à  un  système  d'élé- 
ments géométriques  réels.  C'est  ce  qu'il  est  aisé  de  faire. 

Considérons  le  système  des  deux  plans  orthogonaux  réels,  que 
nous  venons  de  définir  au  moyen  de  la  relation  (i  1)  et  du  seg- 
ment orthogonal  reliant  les  points  de  contact  de  leurs  enve- 
loppes (').  La  droite  de  la  congruence  normale  aux  surfaces 
réelles  est  parallèle  à  l'intersection  des  deux  plans  et  coupe  le 
segment  correspondant.  Elle  est  donc  liée  à  ce  système  orthogo- 
nal comme  la  droite  normale  aux  surfaces  quelconques  définies 
par  l'équation  (i)  l'est  aux  plans  isotropes  et  à  leur  segment.  Seu- 
lement, dans  le  cas  actuel,  au  lieu  de  décrire  deux  courbes,  les 
extrémités  du  segment  décriront  deux  surfaces  dont  les  points 
sont  associés  deux  à  deux;  ce  sont  les  surfaces-enveloppes  des 
plans  orthogonaux. 

On  peut  encore  considérer  le  système  de  trois  plans  aux  inter- 
sections parallèles,  formé  de  deux  plans  orthogonaux  et  d'un  troi- 
sième plan  passant  par  le  segment  orthogonal.  Une  droite  de  ce 
plan,  mais  ici  une  droite  seulement,  d'ailleurs  parallèle  à  leur 
intersection,  constituera  la  normale  aux  surfaces  cherchées. 

On  connaît  la  position  de  cette  normale  par  rapport  aux  extré- 
mités du  segment  isotrope.  Si  l'on  voulait  déterminer  complète- 
ment sa  position,  au  moyen  d'éléments  géométriques  exclusi- 
vement réels,  il  faudrait  chercher  son  rapport  de  distances  aux 
extrémités  du  segment  orthogonal.  Nous  croyons  inutile  de  déve- 
lopper ce  calcul. 

Des  considérations  précédentes,  appuyées  sur  un  calcul  facile 
que  nous  omettons,  on  déduit  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Soit  un  faisceau  harmonique  de  quatre  plans, 


(')  Nous  supposons  qu'on  ;i  pris  pour  0  une  solution  réelle. 
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dont  deux  tangents  à  des  développables  isotropes,  et  deux 
orthogonaux  réels;  si  lfon  choisit  le  système  de  ces  derniers 
de  /(•//<•  sorte  que  la  droite  parallèle  à  V intersection  du  fais- 
ceau, qui  s} appuie  sur  les  deux  segments  orthogonaux  et  iso- 
tropes, soit  normale  ,)  une  famille  de  surfaces,  ces  surfaces 
ne  saoul  (tutics  que  les  surfaces  réelles  définies  par  V  équa- 
fion 

Nous  ;illoi)s  considérer  un    troisième   système  orthogonal   du 

faisceau.  Chacun  des  plans  de  ce  faisceau  partage  le  segmenl  iso- 
trope dans  un  rapport  donné.  Cherchons  à  déterminer  un  système 

orthogonal  dont  les  deux  plans  coupent  le  segment  isotrope  en 
deux  points  dont  les  rapports  de  distances  aux  extrémités  <ln 
segment  aient  une  valeur  constante. 

Désignons  par  .r,,  r»,  Z\,  t{  ;  x.2,  y2,  z2,  t2  les  coordonnées  des 
points  de  rencontre  des  plans  orthogonaux  avec  le  segment  iso- 
trope. Ces  points,  appartenant  au  segment  en  question,  pourront 
être  représentés  par  les  formules 

u'X-4-u'.X,  fri'Y-f-^Y,  it'Zn-^Z,  ,        fx'T-f-fi'jTi 

x\  =    T~, 1 '        J'i  —        7J~, — 77' ">        ~i  — 


i*  h-  \x\  v-  -+■  iJi  ij-  -+-  î*i 


■J. 


1*1 


■r2  —  — — ir~,     ~ji      '       J  2  —        ,.",..'/       '        s2  —        ir~,       t,      »        ri  —    ~,       ïi 


[AH- Fi  lx  +Iai  lx  "M*!  F 

i  il 

-r-)  —  représentent  ici  des  quantités  constantes. 

ri  ri 

Le  système  orthogonal  le  plus  général  a  pour  équations 

\"EXi  —  X'  Gx,  =  o. 

Si  l'on  cherche  à  exprimer  que  ce  système  est  satisfait  quand 
on  fait  x  =  x{,  ...  clans  la  première,  x  =  x2,  ...  dans  la  seconde, 
on  trouve  l'équation  de  condition 

EXl  E*,  h-  G.r,  GXi  =  o 

qui,  en  tenant  compte  des  relations  faciles  à  vérifier 

Ex  —  iG\  =  o,         Ex,  -+-  iG\t  —  <>. 

se  réduil  à  la  relation 

lA'lx",  -+-  'j.\  •x"  —  O. 


t*l 
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On  voil  donc  qu'il  suffira  d'écrire 


.r, 

X* 

= 

[jlX  -+- 

!J-i 

x, 

|XH- 

[J.X  — 

M- 

I-1! 

1 

> 

et  les  équations  du  système  orthogonal   peuvent  s'écrire 

G.r,  Ex  —  EXl  G.r  =  o, 
GXa  E.r  -4-  Ex.:  Gx  =  o. 

Si,  j)ar  le  point  de  rencontre  de  ces  plans  avec  le  segment  iso- 
trope, nous  menons  une  parallèle  à  l'intersection  du  faisceau, 
celle  droite  partagera  le  segment  isotrope  dans  un  rapport  con- 
stant, et,  par  suite,  sera  normale  à  une  famille  de  surfaces  cher- 
chées. D'ailleurs  les  plans  et  le  segment  étant  réels,  les  surfaces 
le  sont  elles-mêmes.  Nous  avons  donc  un  système  orthogonal  de 
plans  du  faisceau  qui  contiennent  chacun  une  droite  normale  à  une 
famille  de  surfaces  réelles  définies  par  l'équation  (i).  Nous  obte- 
nons ainsi  une  nouvelle  solution  du  problème. 

Parmi  les  couples  de  plans  orthogonaux,  que  nous  venons 
d'étudier  en  dernier  lieu,  considérons  celui  pour  lequel  on  a 

et  aux  fonctions 

X,     Xi,     Y,     Yi,     Z,     Zj,     T,     Tj 

substituons,  dans  les  formules  qui  donnent  les  coordonnées  des 
points  de  rencontre  du  segment  isotrope  avec  les  plans  orthogo- 
naux, les  fonctions  analogues 

(i  +  *)X,     (i— *)X„     (i+t)Y,     (i—  »)Yt,    .... 

Les  coordonnées  de  ces  points  seront  alors  données  par  les  for- 
mules 

zx  =      Z-+-Z,,        t{=     T  +  T,,, 
Zi  =  /(Z-Z,),        ti  =  i(T-Tl). 

Telles  sont  les  coordonnées  de  ces  points  de  rencontre,  c'est- 
à-dire  des  points  qui  décrivent  les  développées  moyennes  des  sur- 
laces, dont  les  normales  sont  situées  dans  chacun  de  ces  plans. 
Or,  dans  le  cas  des   surfaces  minima   (surfaces  qui,  on  le  sait,  se 


X\  —       X  -+-  Xj, 

Ji=      Y  +  Y1} 

a?»  =  i(X  —  X,), 

yz^iÇY-Yi), 
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confondent  avec  leurs  développées  moyennes),  les  deux  groupes 
de  formules  que  nous  venons  d'écrire  définissenl  les  surfaces  <|u<' 
M.  Ossian  Bonnet  ;i  qualifiées  <l<-  surfaces  adjointes  (h).  Nous 
pouvons  conserver  cette  dénomination  pour  tous  les  roupies  de 
surface  vérifiant  l'équation  (i  )  donl  les  coordonnées  des  dévelop- 
pées moyennes  sont  données  par  les  formules  précédentes. 

D'après  cette  convention,  si  l'on  étudie  la  déformation  des  sur- 
faces <|ui  correspond  au  déplacement  d'un  poinl  du  segment  iso- 
trope, allant  d'un  plan  orthogonal  à  l'autre,  on  constate  que  la 
surface  initiale  se  transformera  finalement  en  son  adjointe,  après 
s'être  identifiée  successivement  avec  toutes  les  surfa<  es  associées. 
On  pourrait  établir,  pour  toutes  les  surfaces  \  érifiant  l'équal  ion  (  i), 
une  théorie  analogue  à  celle  des  surfaces  associées  et  adjointes, 
relatives  aux  surfaces  minima. 

On  voit,  par  tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  quel  lieu  étroit 
rattache  les  surfaces  définies  par  l'équation 

=  o 


au2 du\ 


au  faisceau  de  plans  que  nous  venons  d'étudier.  Les  surfaces  et  le 
faisceau  dépendent  des  mêmes  fonctions,  en  sorte  que,  de  part  et 
d'autre,  le  degré  de  généralité  est  le  même.  A  toute  propriété  des 
surfaces  correspond  une  propriété  du  faisceau  et  réciproquement. 
On  peut  même  distinguer,  dans  les  équations  des  coordonnées 
des  surfaces,  les  fonctions  d'où  dépendent  les  développables  iso- 
tropes de  celles  d'où  dépendent  les  diverses  courbes  tracées  sur 
les  développables.  Si  l'on  écrit,  en  effet,  ç  sous  la  forme 

|  =  (i  H-  uiii)(B  -h  B])  -h  uCi  -+■  iii  G 

les  développables  isotropes  dépendent  seulement  des  fonctions  C, 
G,,  tandis  que  les  fonctions  B,  B,  caractériseront  les  courbes 
tracées  par  ces  développables. 

(')   Voir  Darboux,  Théorie  des  Surfaces,  T.  I,  Liv.  III,  Cli.  Y. 
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SUR  LES  ÉQUATIONS  FONCTIONNELLES  QUI  CARACTÉRISENT 
LES  OPÉRATIONS   ASSOCIATIVES  ET  LES  OPÉRATIONS  DISTRIBUTIVES; 

Par   M.    Lémeray. 


Dans  une  Communication  précédente  ('),  j'ai  considéré  les 
algorithmes  d'une  même  série  [N]*,  ce  sont  ceux  qui  expriment  les 
itérées  successives  d'une  fonction  donnée 

y=  N(a,a?), 

de  la  variable  x  et  d'un  paramètre  a.  Si  l'on  se  donne,  pour 
N(«,  x),  la  fonction  a  -\-  x,  on  obtient  la  suite  des  algorithmes 
naturels  :  addition,  multiplication,  élévation  aux  puissances  ...  ; 
de  sorte  qu'expliciter  une  fonction  au  moven  des  signes  usuels, 
c'est  pouvoir  l'exprimer  par  les  fonctions  directes  et  inverses  dé- 
finies par  les  itérées  de  l'addition  (-). 

On  peut  généraliser  ce  point  de  vue  en  choisissant  pour  N(a,  x), 
non  plus  a-i-x,  mais  une  autre  fonction.  Les  algorithmes  que 
l'on  formera  ainsi  constitueront  une  série  différente,  en  géné- 
ral, de  la  série  usuelle,  et  permettront  d'expliciter  un  certain 
nombre  de  fonctions. 

Je  vais  donner  une  application  des  fonctions  générales  puis- 
sances-?, puissances-/?,  etc.,  considérées  dans  ma  Note  précédente, 
aux  solutions  de  quelques  équations  fonctionnelles. 

Abel  (3)  a  étudié  l'équation  (I),  et  a  ramené  sa  solution  à  une 
quadrature;  plus  récemment  M.  Bourlet  (')  a  considéré  les 
équations  (111)  et  (V);  il  a  montré  qu'elles  se  ramènent  à  celle 
d'Abel  et  a  donné  leur  condition  de  possibilité. 

La  solution  de  ces  équations  se  rattache  étroitement  au  problème 
de  l'itération. 


(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  1898,  p.  10. 

(-)  Los  théorèmes  concernant  l'addition,  la  multiplication,  l'élévation  aux 
puissances  se  tirent  comme  cas  particuliers  des  théorèmes  de  ma  Note  précé- 
dente. C'est  en  cherchant  à  atteindre  ce  résultat,  que  j'ai  été  amené  à  considérer 
les  algorithmes  d'une  même  série.  (  Voir  aussi  :  Assoc.  française,  Bordeaux,  189,5. 1 

(3)  Œuvres  complètes,  t.  [,  Mémoire  VI. 

(1)  Annales  de  l'École  Normale,  avril-mai   1897. 
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I.  Equation  >T  \l><-l.       Cette  équation  esl  la  suivante 

si  g  esl  donné,  il  existe  toujours  des  fonctions^  qui  \  satisfont. 

En  effet,  l'on  a 

/(/■..)  -  «p-»(?a?-+-«pj  »■ 

Remplaçons  dans  l<i  deuxième  membre^  pai •_/<  »  ,  s),  on  a 

/[*>/(.r>*)]  =  ?   M?'-      Y?    '(f^  +  f^l 
et,  comme  cdcd""'  u  —  //, 

le  deuxième  membre  étant  symétrique  en  .r,  r,  z,  il  doit  en  être 
de  même  pour  le  premier.  Donc,  quand  f  est  donnée  et  qu'on 
cherche  cp,  il  faut  que/  présente  ce  genre  de  symétrie  reconnue 
par  Abel.  La  condition  est  d'ailleurs  suffisante.  D'après  la  défini- 
tion de  la  commutativilé  et  de  l'associativité,  les  fondions  f  qui 
présentent  la  symétrie  abélienne  sont  associatives  et  commuta- 
tives  (1). 

Prenons  les  notations  générales  déjà  employées,  et  posons 

<pa?  =  (N-+-i)(rt,  —  i  ;a?), 
alors 

cp— ix  =  (N  ■+-  i)(a,  i  ;x)  =  N(a,;r)         (par  définition), 

elf(x,y)  peut  s'écrire 

/(ar,^)  =  N[a,(N-hi)(a,— i;ar)  +  (N-Hi)(a,-i;jr)]i 
or, 

N(a,/?  +  gr)  =Nla,/>;N(a,^)]  ; 
donc 

/(.r,jO  =  NJa,(N  -+-  i)(a,  -  i  \x)\  N[«,(N  -l-  i)  (a,  -  i  ;/  |j . 

On  voit  que,  si  l'on  considère,  ce  que  l'on  peut  toujours  faire,  vx 
comme  un  logarithme-/  de  mode  N.  f(x,y)  est  le  produit-M  de 
même  mode;  les  fonctions,  produits-M,  possèdent  la  symétrie 
abélienne. 


(')  Les  fonctions  définies  parles  opérations  associatives  el  comtnutatives  jouis- 
sent évidemment  de  la  propriété  d'être  indéfiniment  symétriques  au  sens  em- 
ployé par  M.  Bourlel  [loc.  cit.). 
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Considérons  maintenant  le  problème  inverse.  On  vérifiera 
d'abord  que  f(&iy)  est  un  produit-M.  Il  y  aura  ensuite  à  voir 
quel  est  le  mode  N  de  ce  produit;  alors  la  fonction  cherchée  yx 
sera  le  logarithme-/  de  mode  N.  Pour  trouver  le  mode  de  f(x,y), 
il  suffit  de  l'itérer;  d'après  notre  Note  précédente,  cette  itéra- 
tion fournira  la  puissance-/?  de  mode  N.  Remplaçons^  par  y0  et 
itérons  par  rapport  à  y0  ;  c'est-à-dire  calculons  /[x,/(a:,y0)], 
f\xif{x  -  •  *>yo)]'  •  •  i  so't  m  Ie  nombre  des  substitutions;  on  arri- 
vera à 

/"'(^ro)  =  (/+!)(#>  ™;7o); 

écrivant  N  au  lieu  de/*-)-  i,  nous  aurons  pour  l'itérée  Y 

(A)  Y  =  N(ar,i»;jr0); 

pour  m  =  i 7  on  retrouvera /(#, y 0);  on  peut  fixer  y0y  par  l'équa- 
tion 

/O,jo)  =  #, 

j'0  sera  l'initial  d'effet  nul;  en  inversant  l'équation  (A),  on  aura 

n=(N  +  i)(6,-i;Y)-(N  +  i)(ft,-i;/0); 

la  fonction  cherchée  est  donc  de  la  forme 

<p(a?)=K[(N-M)(6,-i;3?)  —  (N  +  i)(ô,-  i;*)], 

«  étant  un  initial  convenable,  K  un  facteur  constant  arbitraire. 
L'équation  est  donc  satisfaite  par  les  fonctions  logarithmes-/  géné- 
ralement. 

A  côté  de  l'équation  d'Abel,  il  convient  de  considérer  l'équation 

(II)  yf(x,y)=vx  —  oy. 

On  verrait  facilement  que/ doit  être  un  quotient-D,  <p  est  encore 
un  logarithme-1^  et  plus  généralement  un  logarithme-/. 

2.  Fonctions  admettant  un  théorème  cV addition  donné  : 

(III)  Etw-f-P)  =  /(E«,  Et>). 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que/possède  la  sy- 
métrie abélienne.  Posons  avec  M.  Bourlet 
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d  où 

/        Z    '  //.         j  =  H   'c. 

I l'équal ion  peu i  alors  9'écnre 

z  «.#■  hS-ij       z   i( /■«./■, j). 

el  l'on  retombe  sur  l'équation  d'Abel.  On  ;i  vu  « | m < * ,  si  /  est  un  pro- 
duit-Mj  3   '  esl  le  logarithme-/ de  mode  \;  «l'on 

z  './■      i  N    hi)(c,  -    i;  ■'■). 
el ,  par  su  [te, 

N<  M  ,-(.')  =  N(m;  Ni»), 

par  conséquent,  si  y  est  un  produit-M  de  mode  N,Eest  la  fonc- 
tion directe  de  mode  N;  on  peut  multiplier  par  une  constante 
arbitraire  les  variables  elles-mêmes,  et  l'on  a 

N[K(m  +-p)|  =  N[Kw;  N(Kt>)]. 

Donc,  ])lus  généralement,  les  puissances-/;  satisfont  à  l'équation. 
Les  puissances-P  et  les  puissances-/;  satisfont  aussi  à  l'équation 

(IV)  H(i*-p)=/(Eif,ScO, 
où  /'est  le  quotient-D  de  E«  par  S v. 

3.    Opérations  distributives.  —  On  peut  dire  que  'l  est  distri- 
butive  par  rapport  à  y  si  l'on  a  (') 

(V)  */(ar,r)=/(*^.*r)» 

<!/.r  et  'j'y  étant  reliés  de  la  même  manière  dans  le  second  membre 
que  x  el  y  sous  le  signe/",  dans  le  premier.  La  multiplication  est 
distributive  par  rapport  à  l'addition;  l'élévation  aux  puissances, 
par  rapporta  la  multiplication.  Chercher  quelle  est  l'opération  'l 
distributive  par  rapport  à  une  opération  donnée/",  c'est  résoudre 
(V)  par  rapport  à  •l.  Pour  que  l'équation  puisse  êlre  résolue,  il 
faut  que  f  soii  un  produit-M  (ou  un  quotient-D).  Posons 

l'équation  devient 


(  '  )  Ce  terme  a  vie  employé  par  M.  S.  Pincherle  dans  un  sens  différent  (Mut  h. 
Annalen,  I!.  49.  Sur  le  Calcul  fonctionnel  dislributif,  §  55.) 
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si  un  produit  de  mo  l<  S,  el  si  l'on  choisit  poui  :  la  fom  tion 

cte  de  ]           \  .  :  3  =  \  //  ;  ■    fr,  constant*    arbitra  in    , le  pre- 

:  membi     -  rès                  i  vu  plus  haul . .«  j  :  //  —  p  - 
el  Y-             a  dey  ienl 

équation  qui  -  s  »n  tour  satisfaite^  d'après  le  même  tlt 

si  lTon  pos 

\\z  =  H       a 

Mnt  une  constante  arbitraire;  on 

\  N    fc*    =  N    ■"    r 
sanl 

d'où 

Ac  =  N-»  t.  z  =   -  \    «f, 

<>n  a 

1    =N  •=-  N-*#=  NKN-»/, 

où  K  est  un  facteur  constant  arbitraire. 

Si  l'on  fait  K  =  i .  on  trouve  ■l:r  ==  j\  solution  évidente  a  pn 
si  k  est  quelconque,   on  a  une  puissance-/?  de   mode  N.  Ainsi  les 
puissances-/)  sont   distributives   par  rapport  aux  produils-M   «Je 
même  mode.  Les  pu;—  s-P  ne   jouissent  pas,         _  l,   de 

Lte  propriél 

La   notion  un    j  _  ssances  symboliques    '     doit, 

cumme  on  le  voit,  être  remplacée  par  les  notions  de  puissance  s-J 
el   de  puissances-^     |ui  répondent  à  des   fonctions   distinctes  en 
_ 

i     Ces   fonctions   et    les   logarithmes-^  permettent   d'exprimer 
'   s  solutions  des  équ  -  fonctionnelles  pn  i    'lente?,  mai?  n  in- 

diquent pas  les  caleuls   à  faire  pour  obtenir  leurs  valeurs  |  c  est 
d'ailleurs  |ui  se  présente  quand  on  explicite  une  inconnue  au 

n  d'irrationnelles  ou  de  logarithmes  :  il  est  donc  nécessaire 
de  donner  des  exj  ressions  limites  permettant  de  les  calculer;  les 
puis-  s-  I  les  logarithmes-/  se  ramenant  à  des  puissance  s-P 
et  aux  lo£arithmes-L,  il  suffit  d'avoii   les  ss       -        ces  deux 


- 


!" 


(')  ^         -     mptes  rendus  de  l'Académi-  S  i  férriei     8 
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fondions;  les  formules  suivantes,  auxquelles  il  est  fail  allusion  .1 
la  lin  de  ma  Note  précédente  <■!  donl  je  me  réserve  <l<-  déterminer 
les  conditions  de  validité}  répondent  à  ce  but. 

Soil  y.  un  zéro  de  M-'')  —  x  ;  N(#)  ci.  son  inverse  sonl  suppo- 
sées uniformes,  continues  et  régulières  en  a.  On  sait  qu'il  existe, 
d'après  MM.  K.œnigs,  Grévv  ci  Leau,  une  région  R  au  voisinage 
de  a,  lelle  qu'en  prenanl  x  dans  son  intérieur,  l'une  au  moins  des 
substitutions  x,  iN  (x)  ;  x,  ÎS-'  (x)  eonverge  vers  a,  à  condition  de 
prendre  parmi  les  différentes  déterminations  de  iN  -l  (x)  celle  (jui. 
pour  x  =  a,  se  réduit  à  oc.  Supposons  de  plus  a  réel,  N#  réel 
pour  les  valeurs  réelles  de  x  voisines  de  a,  et  N'a  positif  ou  nul. 
Plaçons  l'origine  en  a  et  soit  tùx  ce  que  devient  la  fonction  de 
substitution  et  <ï~{x  son  inverse.  Les  expressions  suivantes  four- 
nissent une  itérée  que  nous  désignerons  par  ty(u,x). 

Premier  ras.  —  o  <<  'f'(o)  <<  1 

^(it,.r)  =  1  i n  1  cp  j[cp-'"'(°)]"  ymx\. 

Deuxième    cas.  —  'f'(°)  =  l  et>  p'us  généralement,  les  p  —  1 
premières  dérivées  de  cp.r  —  x  sont  nulles  pour  x  =  o 

J;(m  a?)  =  limep-"1  Si ; — vmx\ . 

I  I  m(/>  —  i)J  '        ( 

Troisième  cas.  —    'f'(°)  ==  °  et>  plus  généralement,  les  /;  —  1 
premières  dérivées  de  <px  sonl  nulles  pour  5:  =  o.  Posons 

TU))    —  p 

et  supposons  P  positif  dans  le  cas  où  /?  est  impair.   On  a 

' _  p" 

Dans  ces  expressions  m  est  un  entier  positif  qu'on  fait  croître 
au  delà  de  toute  limite.  Si  x  est  pris  dans  la  région  R,  elles  repré- 
sentent une  fonction  analytique  des  variables  x  et  u  et  pouvant 
être  réelle  quand  u  et  x  seront  réelles;  elles  s'appliquent  s'il  y  a 
convergence  par  la  substitution  directe;  dans  le  cas  contraire,  on 
changerait  le  signe  de  m.  L'inversion  de  ces  formules  donnerait 
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les  expressions  correspondantes  <  I  <  s  logarithmes-L;  dans  le  pre- 
mier cas,  par  exemple,  posons  <|>(w,  #)  =  \.  on  aura  l'expression 
du  logarithme-] ; 

logcp0      '    vmx 

X  et  x  et  doivent  être  pris  dans  Ja  région  II.  On  possède  déjà,  du 
reste,  des  formules  d'itération.  M.  Kœnigs  a  donné  la  solution 
dans  le  eas  |©'(o)|  <C  \\  notre  formule,  pour  ce  cas,  peut  se  tirer 
immédiatement  de  la  sienne.  Dans  le  même  cas,  M.  Bourlet  (1)  a 
appliqué  la  formule  d'interpolation  de  Newton.  Quant  au  cas 
|c3'(o)|  =i,  M.  Leau  (2)  exprime  non  la  fonction  itérée,  mais  sa 
dérivée,  par  un  produit  infini. 

o.   Pour  éclaircir  ce  qui  précède  par  un  exemple  simple,  soit 

C2  ( x  -+- y  )  -+-  i  G  xy  m 


A*o')  = 


C2  —  xy 


dans  ce  cas  le  calcul  peut  s'achever  au  moyen  des  symboles  usuels. 
On  vérifie  c\uef(.r,  y)  possède  la  symétrie  abélienne. 
La  puissance-/?  /n,eme  est 

G 2  (  m  x  -+-  y  )  -4-  C  (  m  -h  i)  xy 
C  [  C  —  (m  —  i  )x  J  —  m  xy 

Déterminons  la  valeur  de  y  qui  soit  d'effet  nul;  il  suffit  de  ré- 
soudre, par  rapport  à  r0,  l'équation  f(x,  yo)  =  &\  on  trouve 
)()=o-  donc  o  est  l'initial  d'effet  nul,  et  nous  aurons  la  puis- 
sance-/; mieaïe  particulière 

C  mx 
(B)  Y=ri 

v     '  G  —  (  m  —  r  )  x 

que  l'on  peut  écrire 

(B')  Y=     ™ 


/it 


Pour  avoir  la  fonction  inverse  cherchée,    itérons  (B')  par  rap- 


(')  Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse,  1898. 

('-)   Thèse.  —  Je  pense  montrer  plus  tard  que  la  fonction  définie  par  la  formule 
donnée  |>I us  haut  coïncide  avec  l'itérée  <lc  M.  Leau. 


37 


porl  à  ///  ;  ce  <|in  donne 
(C)  ^> 


/■'        .s' 


s 


où  i  esl  1  indice  d' itérai  ion. 

Pour  tirer  m  en  fonction  de  ^  dans  (B)  luisons,  dans  (C), 
t  = —  i ,  permutons  Y  et  m  et  remplaçons  /•  et  s  par  leurs  valeurs  ; 
il  reste  une  relation  delà  forme 


ainsi  qu'on  aurait  pu  le  tirer  de  (1$)  dans  ce  cas  particulier. 

La  fonction  cherchée  co  est  donc  de  la  forme  K       '    -•  On  vérifie 

•  C  n-  ./■ 

facilement  que  l'on  a  : 

■*<  /t\  x  y  f(T,y) 

Lquation  (1)  .  -+-  -n-J—  =  -v- ,.         ,> 

û            .         , , . .  .             G  (  U  H-  V  )              /  C  M  (  :  c    \ 

hquation  (  Jll  )  ,=/     -1         —  r 

1  v        7         i-(tt  +  c)       *    V  t  -     //         i  —  r  ' 

Equation  ( V) 

Cm  f(  x,  y)  T  Cm.r  (^ nl y 


>v 


G  —  (m  —  î )  f{x, y  )       J  L C  —  ( m  —  i ) x        G  —  (  m  —  i )y  \ 

En  terminant,  une  remarque  est  nécessaire  :  nous  avons  parlé 
d'algorithmes  d'une  même  série;  or  une  fonction  n'a  pas  seule- 
ment une  itérée,  mais  bien  une  infinité  d'itérées.  Celles  qui  ap- 
partiennent à  un  même  point-limite  diffèrent,  comme  l'on  sait, 
par  l'introduction  d'une  fonction  périodique  arbitraire  ayant 
l'unité  pour  période;  si  l'on  considère  seulement  celles  qui  sont 
définies  par  les  formules  données  plus  haut,  il  pourra  en  exister 
autant  qu'il  y  aura  de  régions  distinctes  pour  lesquelles  ces  mêmes 
formules  définissent  une  fonction  analytique.  Un  algorithme  sera 
caractérisé  non  par  l'initial,  mais  par  la  région  où  est  choisi  l'ini- 
tial et  dans  laquelle  ce  dernier  peut  prendre  toutes  les  valeurs 
possibles. 


xxvii.  io 
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SUR  LES  HYPOTHÈSES  FONDAMENTALES  DE  LA  GÉOMÉTRIE; 
Par  M.  II.   Duport. 

On  sait  que  Helmholtz  a  propose':  de  prendre  pour  base  de  ia 
Géométrie  les  propositions  suivantes  : 

I.  Si  l'on  désigne  par  coordonnées  d'un  point,  dans  un  espaee 
à  n  dimensions,  un  système  de  variables  définissant  sa  position, 
il  existe  une  fonction  des  coordonnées  de  deux  points  (jui  est  telle 
qu'un  système  quelconque  de  points  puisse  être  modifié  de  façon 
que  cette  fonction  conserve  la  même  valeur  pour  cliaque  groupe 
de  deux  points.  Cette  fonction  porte  le  nom  de  distance  des  deux 
points.  Cette  modification  du  système  qu'on  appelle  son  mouve- 
ment doit  pouvoir  se  faire  de  façon  que  tout  point  puisse  se 
transporter  d'une  manière  continue  en  tout  autre  point.  Seule- 
ment, pour  les  différents  points  d'un  seul  et  même  système,  il 
existe  des  restrictions  à  ces  mouvements  tenant  aux  équations  qui 
existent  entre  les  coordonnées  des  points  pris  deux  à  deux. 

II.  On  doit  pouvoir  fixer  n  —  i  points  du  système  et  le  système 
devra  encore  pouvoir  se  mouvoir.  On  donne  à  ces  mouvements  le 
nom  de  rotations. 

III.  La  rotation  d'un  système  suffisamment  prolongée  ramène  le 
corps  à  sa  position  primitive.  On  donne  à  cette  condition  le  nom 
de  monodromie. 

En  partant  de  ces  principes,  Helmholtz  a  démontré  que  l'élé- 
ment de  la  distance  est  la  racine  carrée  d'une  fonction  homogène 
du  second  degré  dans  les  difTérenti elles  des  coordonnées,  fonction 
dont  les  coefficients  dépendent  eux-mêmes  des  coordonnées. 

Il  retombait  ainsi  sur  le  point  de  départ  adopté  par  Riemann 
dans  sa  Leçon  d'habilitation.  La  question  ainsi  posée  a  fait  le  sujet 
de  nombreux  travaux  parmi  lesquels  je  citerai  ceux  de  Riemann 
lui-même  et  ceux  de  MM.  Sophus  Lie  et  Poincaré. 

Je  me  suis  proposé  de  reprendre  ce  sujet  en  parlant  des  prin- 
cipes mêmes  d'Helmholtz.  Je  ferai  voir  que  l'hypothèse  II  est  suffi- 
sante pour  que  la  question  proposée  puisse  trouver  dans  l'Analyse 
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sa  solution  complète.  On  peut  ensuite  fixer  les  hypothèses  plus 
spéciales  <jm  conduisent  à  la  Géométrie  réelle. 

I);nis  un  travail  d'ensemble,  il  sera  nécessaire  de  débuter  par 
l'espace  à  trois  dimensions;  mais  dans  cette  Note  je  me  bornerai  à 
exposer  la  méthode  <|u<'  j'ai  suivie,  dans  le  cas  d'un  espace  à  <lcux 
dimensions. 

En  prenant  pour  coordonnées  d'un  point  les  distances  de  ce 
point  à  deux  points  li\cs,  on  voit  qu'il  doit  exister  une  relation 
entré  les  distances  de  quatre  points  pris  deux  à  (Jeux.  C'est  celte 
relation  que  je  me  propose  de  chercher.  Pour  plus  de  clarté,  je 
m'aiderai  d'une   figure.   Soient   quatre  points  A,   13,  C,  D.    Leurs 


distances  mutuelles  seront  désignées  par  les  lettres  suivantes 

AB  =  .r,         AC=jk,         AD  =  2,         BC  =  t,         BD  =  u,         CD  =  v. 

Soit  un  cinquième  point  A< .  Posons  encore 

A  Ai  =  L,         ÀiB  =  xi}        \lG=yi-,        AlD  =  cI; 

on  devra  avoir  les  relations  suivantes 

e  —  F  (r,  y,  z,    t,   u)  —  o,  t —  F2(x,  x{,  y,yu  L)  =  o, 

c  —  Ft(xujruzi,  t,  k)  =  o,         u—F3(x,  xu  *,  *lf  L)  =  o, 

i>—Fh(y,yu  *i  *î'î  L)==o. 

Écrivons  que  la  figure  BCD  peut  tourner  autour  du  point  A,, 
le  point  A  étant  fixe;  on  aura 


dF  ,         dF  .         dF   . 

-r-  dx  H p-  dy  H r-  dz  =  o, 

dx  dy    J 


dx 


dF,   ,          dF,    .                    dl\,    ,          dF,   .                  dF.,             dF, 
-r—  tf.r  H r-  dy  —o.         —r-  d.r  h —  dz  —  o,  .—  r/v  h =—  dz  =  o 


—    I  iO   — 


On  tire  des  trois  dernières 


(IV  ■>  <7I\(  (IV; 

dx        dz        dy 


t/\\,      dV:i      <IV, 
dy       dx        dz 


-h  i  =  o. 


ou  bien 


\\(x,xuy,yx.  L)S(*,  zu  x,  xu  L)T(y,yu  z,  zu  L)  -h  \  =  o. 

On    lire   sans   peine    de  cette   relation,  toutes  les  quantités  qui  y 
entrent  étant  indépendantes  les  unes  des  autres, 


A  (a?,  a?!,  L) 


S  = 


A(x,xu  L) 


Li ( s,  Z\,  L ) 
On  aura  donc  les  quatre  équations 


T  =  — 


Ç(z,  zu  L) 


dF  dF  dF 

fa  A(a?,art,  L)+  -—Bcj^,,  L)-4-  ^r- C(*,  *1}  L)  =  o, 

^2      »,  T      S  «^^2     1~»    ,  T      X 

__  A(.r,a7l5  L)+  -— B(j,  ji,  L)  =  o, 


r/a? 


^r 


<^F3  /i  ,  T   x  ^Fz    *    /  ix 

-j-  C(z,  *i,  L)  -+-  ^-  A(ar,a?ti  L)  =  o, 
-j~  B(j,.7i,  L)  -+-  -2j  C(z,  zu  L)  =  «>. 

La  première  équation  peut  s'écrire,  en  remplaçant  )  .  et  z{  par 
leurs  valeurs  tirées  de 

t  —  F2  =  o,         a  —  F:J  =  o. 

de  la  manière  suivante  : 

dF  k  ,  dF  _   ,  dF  _,   . 

-.-  A(a?,a?,,L)-h  —  Bi(.r,  r,  *,a",,  L)  H-  -r  C,(.r,  a,  m,  a?,,  L)  =o. 


dx 


dy 


On  en  lire   que  l'on   doit  avoir  entre  A,    B,   G  une  relation  de  la 
forme 

A|  lU.r,  z.  u)  -h  K(œ,y,  /)]  -r-  BM(.r,j,  t)  +  CN(r,:,  u)  =  o. 

On  aura  alors 


dF 
dx 


dF 

dy 


dF 
dz 


H(a?,  j,a.)  +  K|  a?,  y,  t)       M  <  x,  y,  ?s  <  a-,  z,  u  i 


—  lil  — 

Les  conditions  des  systèmes  complets  donnenl 

\(a?,  s,  u  »  M    r,  y.  t) 

En  remarquant  que  les  fonctions  II,  K ,  M,  N  peuvenl  être  mul- 
tipliées par  une  fonction  quelconque  de  a?,  <>n  verra  que  I  <»n  peut 
prendre  K(.r)  nulle.  On  aura  donc 

az  ax 

rfK  tfM 

On  en  tire,  en  désignanl  par  u.  et  v  deux  fonctions  nouvelles, 

<iV  dY  d¥_ 

dx  dy  dz 


du.  ,  d>   .  dv  /  d\x  . 

,rrix>z>")+Tx(x'y'l)      Ty(^y'h      Tz(x'z'"] 

Les  fonctions  F  et  tu  -f-  v  ont  leurs  dérivées  partielles  par  rap- 
port à  x,  y,  z  proportionnelles,  on  aura  donc 

F  =  v  —  *[>,  t,  u.(x,  z,  u)  h-  v(^,j,  /)]. 

On  peut  donc  mettre  la  relation  cherchée  sons  la  forme 

(i)  \(u,  v,  t)  -4-  (Jt(#,  z,  u)  -h  v(a?,  x,  0  =  o. 

On  aura  de  même  les  trois  antres  formes 

{  Xx(u}  t,  p)+  {J.i(z,x,  u)  -+-v,(p,jk,  a)  =  o, 

'  ^3(7»  e,  -s)  +  N(#,  «,  *)  ■+■  v3(#,  t,y)  =  o. 

On  est  donc  ramené  à  l'étnde  du  système  des  quatre  équa- 
tions (  1  ).  Dans  une  prochaine  Note,  j'exposerai  la  solution  que 
j'en  ai  trouvée. 
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COMPTES   KËNDUS   DES   SÉANCES, 


SÉANCE     DU     fi     AVRIL     1899. 

PRÉSIDENCE   DE    M.    DE    POLIGNAC. 

Communications  : 

M.  Demoulin  :  Détermination  des  surfaces  dont  les  lignes 
asymptotiques  d' un  système  sont  égales  deux  à  deux. 

M.  Leau  adresse  une  Noie  sur  la  Représentation  des  fonctions 
par  des  séries  de  polynômes. 

M.  Pètrovitch  adresse  une  Note  intitulée  :  Intégration  gra- 
phique de  certains  types  cV équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre. 

M.  de  Polignac  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  le  théorème  de  Tait  (  '). 

Appelons,  pour  abréger,  diagramme  de  Tait  un  ensemble  de 
points  reliés  les  uns  aux  autres  par  des  lignes,  de  telle  sorte  que 
de  chaque  point  partent  trois  lignes,  et  trois  seulement;  toute 
ligne  issue  d'un  point  devant  aboutir  à  un  autre  point. 

En  prenant,  s'il  le  faut,  les  points  dans  l'espace,  on  pourra  tou- 
jours supposer  que  les  lignes  ne  se  rencontrent  qu'aux  points 
donnés.  Nous  appellerons  toute  ligne  joignant  deux  points  :  ligne 
de  jonction,  chemin  de  jonction,  ou  chemin  partiel. 

Un  caractère  obligatoire  de  tout  diagramme  de  Tait  est  que  le 
nombre  des  points  donnés  soit  pair.  On  le  vérifiera  sans  peine. 

Cela  posé,  il  arrivera  de  deux  choses  l'une  : 

i°  On  pourra  composer  avec  les  chemins  partiels  un  chemin 
continu  passant  par  tous  les  points  sans  répétition  et  ramenant  au 
point  de  départ.  En  d'autres  termes  il  existera  dans  le  diagramme 
un  circuit  rentrant  comprenant  tous  les  points  ; 

2°  Il  n'existera  pas  de  tel  circuit. 

(')  Cette  Note  &«  rapporte  à  la  question  360  de  V Intermédiaire  des  mathè- 
maticiens. 
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I >;i ii s  le  premier  <ms,  l'exactitude  du  théorème  de  Tait  est  en 

quelque  sorte  intuitive.  En  \<>hi  la  raison  : 

Soient 

"•  &i  c,  (L  e,  /',  £,  A,  ... 

les  points  dans  leur  ordre  de  succession  sur  le  circuit  rentrant. 

Outre  la  ligne  de  jonction  <il>,  qui  fail  partie  <lu  circuit,  il 
existe,  par  l'hypothèse  d'un  diagramme  <le  Tait,  deux  autres 
lignes  de  jonction  issues  du  point  a.  L'une  des  deux  aboutit  n  m 
dernier  point,  par  l'hypothèse  d'un  circuit  rentrant,  l'autre  à  un 
point  quelconque. 

Coupons-les  l'une  et  l'autre,  par  moitié  pour  fixer  les  idées; 
chacune  d'elles,  de  ligne  de  jonction  qu'elle  était,  sera  changée  en 
deux  lignes  distinctes  issues  de  deux  points  différents  et  ne  se 
rejoignant  plus. 

Du  point  b  partent  également  trois  chemins  de  jonction  ba, 
bc,  et  un  troisième.  Coupons  encore  ce  troisième,  et  faisons-en 
autant  à  chaque  point,  de  manière,  à  mesure  que  nous  procédons, 
à  ne  conserver  que  les  chemins  partiels  dont  l'ensemble  forme  le 
circuit  rentrant.  Quand  nous  serons  arrivés  au  dernier  point,  le 
diagramme  de  Tait  sera  transformé  en  une  ramification  dont  les 

Fis.  i. 


2 

d 
t 

2 


f 


h 


nœuds  seront  tous  situés  sur  une  branche  principale.  Les  deux 
nœuds  extrêmes  auront  chacun  deux  branches  libres,  c'est-à-dire 
n'aboutissant  à  aucun  autre  nœud,  et  les  nœuds  intermédiaires 
une  branche  libre  chacun  (  jig.  i). 

Les  branches   libres   se  correspondront   deux   à  deux,  chacune 
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(I  elles  n'élanl  que  la  moitié  d'un  même  chemin  de  jonction  coupé 
en  deux.  Une  des  branches  libres  du  premier  nœud  correspondra 
à  rime  (les  branches  libres  du  dernier  nœud,  par  l'hypothèse  d'un 
circuit  rentrant. 

Maintenant,  il  est  aisé  de  voir  que,  dans  la  ramification  entière, 
les  branches  pourront  être  affectées  des  numéros  i,  2,  3,  sans  que 
deux  branches  continues  reçoivent  jamais  le  même  numéro. 

L'annotation  en  est  exécutée  dans  Ja  figure  ci-jointe.  La  branche 
libre  du  premier  nœud,  qui  a  pour  correspondante  une  branche 
libre  du  dernier  nœud,  est  d'abord  affectée  du  numéro  1.  Les 
branches  de  jonction  sur  la  ligne  des  nœuds  sont  ensuile  affectées 
alternativement  des  numéros  2,  1,2,  1,  2.  Elles  sont  en  nombre 
impair  puisque  le  nombre  des  nœuds  est  pair.  Donc  la  dernière 
recevra  comme  Ja  première  le  numéro  2,  et,  par  conséquent,  la 
branche  libre  contiguë  au  dernier  nœud,  qui  correspond  à  la 
branche  libre  du  premier  nœud  déjà  numérotée  1,  pourra  être  nu- 
mérotée 1  également.  Enfin  toutes  les  autres  branches  libres  seront 
numérotées  0. 

En  joignant  bout  à  bout  les  branches  correspondantes,  on  re- 
constituera le  diagramme  de  Tait,  et,  d'après  l'annotation  de  la 
ramification,  chaque  moitié  de  chemin  de  jonction  ayant  le  même 
numéro,  le  diagramme  sera  convenablement  annoté  suivant  le 
théorème. 

La  méthode  ne  s'applique  plus  s'il  n'y  a  pas  de  circuit  ren- 
trant. 

Les  cas  d'inexactitude  du  théorème  de  Tait  ne  peuvent  donc  se 
rencontrer  que  dans  les  diagrammes  qui  ne  présentent  pas  de 
circuit  rentrant  passant  par  tous  les  points.  Un  cas  général  d'ex- 
ception a  été  signalé  dès  le  début,  bien  que  non  rattaché  à  la  no- 
tion de  circuit.  Sont  exceptés  du  théorème  les  diagrammes  qui 
contiendraient  deux  constellations  distinctes  de  points  reliées 
lune  à  l'autre  par  une  seule  ligne  de  jonction.  11  est  manifeste  que 
dans  ce  cas  il  ne  saurait  y  avoir  de  circuit  rentrant. 

M.  Petersen  vient  de  signaler  un  autre  cas  d'inexactitude,  spé- 
cial celui-là,  applicable  au  cas  de  dix  points.  11  est  aisé  de  s'as- 
surer, sur  l'exemple  qu'il  donne,  que  le  diagramme  n'admet  pas 
de  circuit   rentrant . 

I   n   nombre   pair   de    points    étant    donné,    on    pourra    toujours 
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former  avec,  eux  un  diagramme  «I»'  Tait  auquel  s'appliquera  le 
théorème.  Il  suffira  de  commencer  par  tracer  une  ligne  polygonale 
dont  ces  points  seront  les  sommets.  On  achèvera  ensuite  le  dia- 
gramme, qui  sera  à  circuit  rentrant. 

La  question,  pour  cire  complètement  élucidée,  exige  Houe  la 
classification  des  diagrammes  de  Tait  qui  n'admettent  pas  de  cir- 
cuit rentrant,  au  point  <le  vue  <lc  leur  adaptation  au  théorème,  en 
tant  que  c<Me  adaptation  esl  possible. 


SÉANCE  DU  10  AVRIL  1899. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  GUYOU. 

Commit nications  : 

M.  Félix  Lucas  :  Sur  les  sur/aces  à  un  seul  côté 
M.  Duporcq  :  Sur  la  transformation  de  Lie. 


SÉANCE    DU    3    MAI    1890. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    TOUCHE. 

Communications  : 

M.  Laisant  :  Sur  la  notion  d'aire  d'une  courbe  gauche  fer- 


mée 


M.  Félix  Lucas  :  Sur  le  plan  sur  lequel  la  projection  de 
l'aire  a"  une  courbe  fermée  est  maxima. 

MM.  Bourlet  et  Blutel  présentent  quelques  observations  sur  le 
même  sujet. 

M.  Bourlet  :  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre,  dans  le  déplace- 
ment d' un  point  assujetti  à  reste/-  sur  une  surface. 

M.  Lindelôf  :  Sur  la  croissance  des  intégrales  des  équations 
différentielles  algébriques  du  premier  ordre. 

M.  Fontené  :  Sur  les  soixante-trois  systèmes  de  coniques 
doublement  tangentes  à  une  guarlique. 

M.  \i  tonne  adresse  un  Mémoire  Sur  les  variétés  unicursales 
à  plusieurs  dimensions. 
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M.  Duporcq  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  une  généralisation  de  la  transformation  de  Lie. 

La  transformation  de  Lie  associe,  comme  on  sait,  à  tout  point 
de  l'espace  une  droite  isotrope,  de  telle  sorte  qu'aux  points  d'une 
droite  quelconque  correspondent  les  génératrices  d'une  demi- 
sphère. 

Dans  la  généralisation  que  nous  avons  en  vue,  nous  considé- 
rons, au  lieu  du  complexe  des  droites  isotropes,  celui  des  droites 
qui  touchent  une  môme  quadrique  S;  nous  allons  montrer,  en 
effet,  qu'on  peut  associer  à  tout  point  de  l'espace  une  droite 
tangente  à  S,  et  cela  de  telle  sorte  qu'aux  points  d'une  droile 
quelconque  correspondent  les  génératrices  d'une  demi-quadrique 
circonscrite  à  la  quadrique  fixe  S  ;  la  définition  géométrique  que 
nous  donnons  de  cette  transformation  peut  s'appliquer,  en  parti- 
culier, à  la  transformation  de  Lie,  dont  l'existence  et  les  propriétés 
caractéristiques  peuvent  ainsi  être  établies  par  une  voie  élémen- 
taire et  géométrique. 

Désignons  par  (i),  (2),  (3),  (4)  et  (  5)  cinq  tangentes  arbitraires 
à  la  quadrique  S;  on  sait  qu'il  existe  deux  demi-quadriques  cir- 
conscrites à  S,  dont  les  génératrices  s'appuient  sur  les  tangentes 
(1)  et  (2);  choisissons  arbitrairement  l'une  d'elles,  que  nous  dé- 
signerons par  la  notation  [1  2];  considérons  de  même  trois  autres 
demi-quadriques  [1  3],  f  1  4]  et  [1  5].  Les  deux  quadriques  [1  2] 
et  [1  3],  par  exemple,  sont  évidemment  bitangentes;  comme  elles 
ont  en  commun  la  génératrice  (1),  elles  ont  une  seconde  généra- 
trice commune  (1  2  3),  de  système  différent,  qui  s'appuie  à  la  fois 
sur  les  tangentes  (1),  (2)  et  (3);  celle  droite  appartient  donc  à 
l'une  des  demi-quadriques  circonscrites  à  S  et  dont  les  généra- 
trices s'appuient  sur  (2)  et  (3)  :  nous  désignerons  par  [23]  la 
demi-quadrique  ainsi  déterminée.  Nous  définirons  de  même  les 
demi-quadriques  [2  4],  [2  5],  .  .  .,  [4  >>]  et  nous  désignerons  par 
(ijk)  la  génératrice  commune  aux  trois  demi-quadriques  [*y], 
[jk]el[ik]. 

Ceci  posé,  soient  1,  2,  3,  4  et  5,  cinq  points  quelconques  de 
l'espace;  à  tout  plan  1  2a,  passant  par  les  deux  premiers,  on  peut 
faire  correspondre  anharmoniquement  une  génératrice  (1  2a)  de 
la   demi-quadrique  |i  2],    de   sorte   que    les  génératrices  (1  a-3), 
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(i  ■'.  i)  el  (i  2  5)  correspondent  respectivement  aux  plans  i. >».•>, 
i  ■>  î  et  i  2  5  ;  définissons  de  même,  sur  les  demi-quadriques  [  i  3  | 
el  |  a  3  |,  les  génératrices  (i  3a)  el  |  ■>  3a)  correspondant  aux  plans 

i  .i  a  et  2  3  X. 

Il  existe  deux  demi-quadriques  circonscrites  à  S,  dont  les  géné- 
ratrices s'appuienl  sur  les  droites  (iaa)  et  (i  3a),  par  exemple; 
I  une  d'elles  contienl  la  droite(i)  :  désignons-la  par  [i  a]  et  consi- 
dérons <!<•  même  les  demi-quadriques  [2a]  et  [3a],  Ces  trois  sur- 
faces ont  en  commun  une  génératrice  (a),  qui  s'appuie  à  I «t  fois 
sin-  les  droites  (1  2a),  (1  3a)  et  (2  3a).  C'est  celte  droite  (a)  que 
nous  associerons  au  poinl  a,  commun  aux  trois  plans  12a,  i3a 
et  23a. 

Si  ee  point  décrit  une  droite  arbitraire,  la  droite  (a)  engendre, 
comme  on  peut  le  voir  aisément,  une  demi-quadrique  circonscrite 
à  S. 

Dans  le  cas  où  S  se  réduit  à  un  cône  ou  à  une  conique,  les  con- 
sidérations précédentes  se  simplifient,  car  il  n'existe  plus  qu'une 
quadrique  circonscrite  à  Set  passant  par  deux  tangentes  à  cette 
surface  :  la  transformation  se  trouve  alors  bien  définie  par  le  choix 
des  cinq  droites  qui  doivent  correspondre  à  cinq  points  arbitraires 
de  l'espace;  dans  le  cas  général,  au  contraire,  suivant  le  choix 
qu'on  fait  des  surfaces  [12],  [i3],  [i4]  et  [*5],  on  obtient  seize 
transformations  satisfaisant  à  des  conditions  analogues. 

Une  autre  différence  essentielle  entre  cette  transformation  et 
celle  de  Lie,  c'est  que  toute  tangente  à  S  correspond  à  deux  points 
de  l'espace,  tandis  que,  dans  la  transformation  de  Lie,  il  n'existe 
qu'un  point  auquel  corresponde  une  droite  isotrope  déterminée. 
On  peut  voir  de  même  que  tout  élément  de  contact  correspond  à 
quatre  éléments  de  contact  différents. 

Si  l'on  suppose  que  S  est  une  sphère,  à  toute  droite  A  corres- 
pond une  quadrique  de  révolution  S,  circonscrite  à  S;  les  sphères 
orthogonales  à  S,  et  dont  les  centres  sont  sur  S,  enveloppent, 
comme  on  sait,  deux  sphères,  symétriques  relativement  à  la 
sphère  S;  chacune  de  ces  sphères  correspond  à  A  par  une  trans- 
formation de  Lie. 
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SÉANCE   DU    17  MAI    1899. 

PRÉSIDENCE     DE     -M-     GUYOU. 

Co  mm  u  a  ica  t  io  n  s  : 

M.  Bricard  :  Su/-  une  généralisation  de  la  transformation 
de  Lie.  K 

M.  Fcrber  :  Sur  an  symbole  analogue  aux  déterminants. 
M.    Fonlené   :    Sur  l'inscription    du  polygone   régulier  de 

17  côtés. 

M.  Le  Roux  adresse  un  Mémoire  intitulé  :  Extension  de  la 
méthode  de  Laplace  aux  équations  linéaires  aux  dérivées 
partielles  d'ordre  supérieur  au  second . 


SÉANCE    DU    7    JUIN    1899. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    VICAIRE- 


Elections  : 


Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Thybaul, 
présenté  par  MM.  Leau  et  Borel  ;  M.  Sjrieix,  présenté  par 
MM.  Laisant  et  de  Montessus. 

Communications  : 

M.  Fontené  :  Sur  l'inscription  du  polygone  régulier  de 
•iD'j  cotés. 

M.  Ferber  :  Sur  les  simili-déterminants. 

M.  von  Koch  adresse  un  Mémoire  Sur  les  fonctions  implicites 
définies  par  une  infinité  d'équations  simultanées. 

M.  Mannheim  envoie  l'énoncé  suivant  : 

AB,  CD  sont  les  côtés  parallèles  d'un  trapèze  ;  par  les  ex- 
trémités G,  D  du  plus  petit  de  ces  côtés,  on  mène  des  paral- 
lèles aux  diagonales  du  trapèze;  ces  droites  et  le  côté  AB 
prolongé  forment  un  triangle  dont  le  centre  de  gravité  coïn- 
cide avec  celui  du  trapèze. 
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M .  Painlevé  fail  la  Communication  suivante  : 

Sur  le  calcul  des  intégrales  d'un  système  différentiel 
par  la  méthode  de  Cauchy  Lipscliitz. 

Considérons  un  système  de  n  équations  différentielles  du  pre* 
mier  ordre 

(/r      /i<  x,?,  a «0, 

(S)  /  dx       J2  '     '  h 


dw        ..  . 

■j-  =  j a(x,y,  S, Vf). 


Convenons  de  dire  que  le  point  (#„,  y0,  s0,  •  •  -,  iv0)  de  l'espace 
à  (/1-4-1)  dimensions  est  un  point  régulier  du  système  S  si, 
dans  un  domaine  D  suffisamment  petit, 

(D)       \x  —  x9\<a,     \y  —  y<s\<b,     \z  —  z0\<b,     ...,     \w  —  w0\<b, 

les  fonctions/*/  sont  des  fonctions  continues  des  variables  réelles 
x,  y,  z%  .  .  . ,  <v,  et  satisfont,  de  plus,  à  la  condition 

(I)  j  1/(^,7,^  •••>  w)—/(a?»7i»'5ij  •••»  wi)l 

(       <ki\j—yl\-hki\z  —  zl\-jr...-^kn\w  —  wi\, 

du  moment  que  (x,  y,  ...,  w)  et  (#,  yt ,  ...,  (vt)  sont  deux  points 
du  domaine  D,  (A"  < ,  .  .  .,  kn  sont  des  constantes  numériques 
positives)  (1).  Si  ces  conditions  ne  sont  pas  remplies,  le  point 
(#0,^0,  ...,  Wq)  sera  dit  singulier. 

Le  point  (x0,  y0,  s0,  .  .  .,  w0)  étant  un  point  régulier  du  sys- 
tème (S),  on  sait  que  les  conditions  initiales  x0,y0,  z0,  .  .  .,  iv0 
définissent  une  solution  (et  une  seule)  y(x),  z(x),  .  . .,  w(x)  du 
système  (S),  solution  qui  reste  sûrement  continue  dans  un  certain 
intervalle  \x  —  x0\<cA\  et  qui  représente  une  courbe  T  (à  une 
dimension)  de  l'espace  à  (n  +  i)  dimensions.  Nous  dirons  que  la 
solution  y(x),  z(x),  .  .  .,  w(x)  est  régulière  dans  l'intervalle 
a^.r£J3(qui  comprend    x0)   si,    dans   cet   intervalle,   v(#),  •  • -, 


(')   Voir  au  sujet  de  ces  conditions  deux  Notes  de   M.  Peaïio  et   de  M.  Osgood 
(Wiener  Monatshef te,  1896,   1897). 
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w(ûc)son[  continues  et  si  la  courbe  V  ne  passe  par  aucun  point 
singulier  du  système  (S).  Si  aj3  est  le  plus  grand  intervalle  de 
régularité  de  la  solution,  la  solution  ne  peut,  en  général,  être 
prolongée  dune  façon  continue  au  delà  de  (j  (non  plus  (pie  de  a), 
ou  peut  l'être  de  plusieurs  manières. 

Trois  méthodes  principales  permettent  de  calculer  la  solution 
y(x),  .  .  . ,  (v(.r),  qui  répond  aux  conditions  initiales  «r0i  JKo?  •••? 
Wq  '  la  méthode  de  Cauchy-Lipschitz,  la  méthode  d'approximations 
successives  de  M.  Picard,  la  méthode  déduite  du  calcul  des 
limites.  Des  trois  méthodes,  la  première  est  la  plus  simple.  Elle 
permet  aussi  d'obtenir  très  aisément  (  '  )  tous  les  résultats  auxquels 
conduisent  les  autres  méthodes.  Mais  son  avantage  le  plus  remar- 
quable, c'est  quelle  définit  la  solution  y  (x).  .  .  \v(x)  dans  tout 
son  intervalle  de  régularité,  c 'est-à-dire  dans  tout  l'intervalle 
où  la  solution  est  continue  et  définie  sans  ambiguïté  par  les 
conditions  initiales. 

Tout  d'abord,  on  sait,  d'après  la  démonstration  classique,  que 
la  solution  est  sûrement  continue  et  définie  par  la  méthode  de 
Cauchy  dans  l'intervalle  \x  —  x0  |  ■<  /,  /  désignant  la  plus  petite 

des  quantités  a  et  ^r>  et  M  le  module  maximum  des  y,  dans  D.  A 

cet  intervalle,  il  est  facile  de  substituer  un  autre  intervalle  (en 
général  plus  grand),  introduit  déjà  par  M.  Lindelof  dans  l'étude 
de  la  méthode  de  M.  Picard;  appelons  M0  le  module  maximum  des 
fonctions  fi(x,  i  0 ?  ^o>  •  •  •>  <*'o)  dans  l'intervalle  |  x  —  x0  |  <<  a  ; 
appelons  [i  la  plus  grande  des  quantités 

h        :  _j  .      T     ,    M0(A:1-t-..'.+  A-n)1 

T7        Ct  -, ^lOÏ       !+■ ; h 


M  /,, 


7?nr»los[ 


et  A  la  plus  petite  des  quantités  a  et  jâ;  la  solution  y(x) . . .  \v(x) 
est  sûrement  continue  dans  l'intervalle  |  x  —  x{)\  <i  )*,  et  la  mé- 
thode de  Cauchy  la  définit  dans  cet  intervalle. 

En  ed'et,  la  méthode  de  Cauchv  consiste  à  diviser  l'intervalle 


(')  Par  exemple,  on  connaît  les  belles  applications  que  M.  Picard  a  faites  de 
sa  méthode  aux  équations  du  second  ordre  dont  l'intégrale  y(x)  est  définie  par 
les  valeurs  de  y  pour  deux  valeurs  x0,  xx  de  x;  on  peut  retrouver  ces  résultats 
parla  méthode  de  Cauchy-Lipschitz,  mais  les  raisonnements  sont  assez  profondé- 
ment modifiés. 


I.'il 


./„./  en  a  intervalles  (que  nous  supposons  égaux)  el  à  assimiler 
les  équations  ^S)  à  des  équations  aui  différences;  la  quantité 
Yq(x) — Koi  ainsi  obtenue,  reste  moindre  en  module,  comme  on 
le  noii  aussitôt ,  que 


Mo 


*i 


-+-*«  I 


t  +  (jL=Z±>tki 


+  /, 


"' 


Mo 


donc    moindre   que  -= - s-  (eix~x^  (*!+••  -+*J  —  i);    la  démon- 

stration  classique  établit  dès   lois  que  .ry(.^)  tend  vers  la  solu- 
tion y(x)   quand   q   tend  vers  l'infini,  du  moment  que  x  vérifie 


l'inégalité 


x  —  Xq  I  <C. 


+  kn 


1  + 


M9(kt 


kn  y 


Mais  la  propriété  vraiment  essentielle  de  la  méthode  de  Cauchy, 
c'est  qu'elle  converge  clans  tout  l intervalle  y.p  où  la  solution  est 
régulière,  et  qu'elle  converge  uniformément  dans  tout  intervalle 
intérieur  à  cnfi.  Pour  établir  cette  propriété,  il  suffit  de  préciser 
un  peu  la  démonstration  classique. 

Dans  le  cours  que  j'ai  professé  au  Collège  de  France  (1896- 
189-),  j'ai  pris  cette  proposition  comme  point  de  départ  pour 
étudier  le  mouvement  d'un  système  matériel  dans  l'intervalle  de 
temps  le  plus  grand  possible,  et  avec  le  minimum  de  restrictions 
relatives  à  la  continuité.  J'ai  appliqué  la  proposition  à  des  classes 
nombreuses  de  problèmes  de  la  Dynamique,  et  notamment  au 
problème  des  trois  corps. 

J'ai  indiqué  un  procédé  pour  déduire  de  là  un  développement 
de  la  solution  considérée  y(x),  ...,  (r(x*)en  série  de  polynômes  : 
mais  ces  développements  sont  artificiels. 

Enfin,  j'ai  comparé  les  intervalles  de  convergence  des  trois 
méthodes  d'intégration  énumérées  plus  haut.  La  méthode  du 
calcul  des  limites  exige  que  les  équations  (S)  soient  analytiques  : 
si  R  désigne  le  rayon  du  cercle  (de  centre  «r0),  à  l'intérieur  duquel 
la  solution y(x),  ...,  ir(x)  est  liolomorphe,  l'intervalle  de  con- 
vergence attaché  à  cette  méthode  est  exactement  L'intervalle  x()  —  R 
à^0+  R.  Quant  à  la  méthode  de  M.  Picard,  on  ne  connaît  encore 
aucun  moyen  de  déterminer  son  intervalle  exact  de  convergence  : 


-  152  - 

cet  intervalle  est,  suivant  les  cas,  égala  L'intervalle  <l<'  convergence 
de  La  méthode  de  Cauchy-Lipschilz  (intervalle  maximum),  ou,  au 
contraire,  plus  petit  que  l'intervalle  (jcq  —  II,  ûc0-\-\\)  attaché  au 
calcul  des  limites. 

Considérons,  par  exemple,  L'équation 

dy  i—  y(i-h-x^) 

■        .^  __  /,  XZyî  _| ___ , 

aX  |  —  ^/.2  xïy 

et  la  solution^  (-3?)  qui  répond  aux  conditions  initiales  x  =  o,  J'  —  i  • 
Cette  solution  n'est  autre  que  y=  — La  méthode  de  Cauchy- 

'  ^  1  -\-  X*  J 

Lipschitz  définit  l'intégrale  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x  ; 
la  série  de  Mac  Laurin,  formée  d'après  le  calcul  des  limites,  con- 
verge seulement  entre  —  i  et  -f-  i .  Quanta  l'intervalle  de  conver- 
gence de  la  méthode  de  M.  Picard,  il  est  sûrement  compris  entre 

j-  et  —  ;  car,  dès  la  première  approximation,  le  coefficient  dif- 

férentiel,  où  l'on  doit  faire  y  =  i ,  devient  infini  pour  x  =  dz  —  • 

i'* 
La  méthode  de  Cauchy-Lipschilz  est  donc  la  seule  qui  définisse 
la  solution  dans  le  plus  grand  intervalle  de  continuité.  Toutefois, 
si,  dans  le  calcul  des  limites,  on  substitue  aux  développements 
tayloriens  les  nouveaux  développements  de  M.  Mitlag-Leffler, 
ces  développements  définissent  la  solution  dans  tout  l'intervalle 
où  elle  est  Jiolomorplie. 


SÉANCE    DU    21    JUIN    1899. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    TOUCHE. 

Communications  : 


M.  Bricard  :  Théorème  sur  des  quadriques  qui  touchent  des 
droites. 

M.  Painlevé  :  Sur  les  équations  différentielles  du  troisième 
ordre  à  intégrale  générale  uniforme. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR    CERTAINES    ÉQUATIONS    AUX    DIFFÉRENCES    MÊLÉES; 

Par  M .   L,   Lecoihh  i  . 

L'étude  d'un  problème  d'élasticité  m'a  conduil   à  chercher   les 
fonctions  f(x)  vérifiant   identiquement  l'équation 

■>  h  ' 

dans  laquelle  //  et  p  désignent  deux  constantes  réelles  données. 
Géométriquement,  l'intégration  revient  à  trouver  les  courbes  telles 
que,  pour  tout  arc  dont  les  extrémités  ont  des  abscisses  x0  et.r, 
dilTérant  de  ili,  le  coefficient  angulaire  de  la  corde  soit  dans  un 
rapport  constant,  p,  avec  celui  de  la  tangente  au  point  d'abscisse 

moyenne  — -.  Dans  le  cas  où  p  est  égal  à  l'unité,  une  droite 

quelconque,  ainsi  que  toute  parabole  admettant  l'axe  des  y  comme 
diamètre,  fournissent  évidemment,  quel  que  soit  h,  des  solutions 
particulières. 

Si  nous  faisons  la  substitution  y  =  e  '*,  nous   obtenons  la  rela- 
tion 

es —  e~s  =  'ips, 

qui  doit  être  vérifiée  par  la  nouvelle  constante  s.  Si  p  est  positif 
et  supérieur  à  l'unité,  il  y  a  deux  racines,  égales  et  de  signes  con- 

traires,  qui  conduisent  aux  courbes  logarithmiques  v  =  e  S/t.  On 

(s-         ~s-\ 

voit  aussi  que  la  cliaînette y  =  A\<>Sft-\-e    h)  répond  à  la  question. 
Si  p  est  égal  à  l'unité,  il  y  a  une  racine  nulle.  La  solution  cor- 
respondante  est  figurée   par    la   droite  y  z=  consl.    Pour  obtenir 
une  droite  de  direction  quelconque,  il  faut  partir  de  la  solution 


—s 


.   e  />  —  e  '  i'        c  .  ,  ,  .    , 

y=  A et  laire  tendre  s  vers  zéro,  ce  qui  donne  à  la  li- 

or 
milejK=  9-At*  De  même,  pour  obtenir  une  parabole,  on  n'a  qu'à 

xxvn.  u 


—  I.>1 


X 

S  7  S  , 


faire  tendre  s  vers  zéro  dans  l'équation  y  =  A  -  — —  •  L'é- 
(|iialion   limite  estj==A^- 

Si/?  est  positif  et  inférieur  à  l'unité,  il  y  a  deux  racines  purement 
imaginaires,  àzim,  qui  conduisent  à  la  sinussoïdejK  =  A  cosaît* 

La  constante  /??,  qu'on  peut  toujours  supposer  positive,  est  assu- 

,.«,!..       sinm  h  .  ,  , 

jettie  a  vérifier  la  relation  =  p.  Tour  les  valeurs  de  p  supé- 
rieures à  -,  il  n'y  a  qu'une  solution.  Pour  les  valeurs  de  p  com- 
prises entre-  et—1?  il    y   a    trois  solutions,  et  ainsi  de  suite  :  le 
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nombre  des  solutions  augmente  indéfiniment,  par  couples,  à  me- 
sure que/?  se  rapproche  de  zéro. 

Pour  p  =  o,  l'intégrale  générale  est  évidemment  une  fonction 
admettant  la  période  \>.h. 

Dans  le  cas  où  p  est  négatif,  l'équation  en  s  n'a  jamais  de  solu- 
tions réelles;  mais  il  y  a  encore  des  solutions  purement  imaginaires 

tant  que/?  est  supérieur  a  —  —  • 

Cherchons  maintenant  les  solutions  complexes  de  l'équation 
en  s.  Si  nous  posons  s  =  u  -f-  /c,  nous  avons  à  trouver  les  valeurs 
réelles  de  u  et  v  vérifiant  le  système  d'équations 

(  e"  —  r-'<  )  rose  —  i pu . 
<  eu  -t-  e~n  )  sin  v  —  ipv. 

Ces  équations  ne  sont  pas  modifiées,  quels  que  soient  les  signes 
attribués  à  u  et  c.  Il  suffit  donc  d'examiner  le  cas  où  ces  quantités 
sont  positives.  Dans  ces  conditions,  et  en  supposant  également 
que  p  est  positif,  on  reconnaît  que  sine  et  cosc  doivent  être  si- 
multanément positifs,  ce  qui  exige  que  l'extrémité  de  l'arc  trigono- 
métrique  c  tombe  dans  le  premier  quadrant;  c  est  donc  de  la  forme 

9^  _!_),->  k  et  A  étant  deux  constantes  positives,  dont  la  pre- 
mière est  entière  et  la  seconde  est  inférieure  à  l'unité.  Si  l'on 
fait  croître  A  de  zéro  à  un,  la  valeur  u{  de  u  donnée  par  la 
première  équation  croît  constamment  jusqu'à  devenir  infinie. 
La  valeur  u2  donnée  par  la  seconde  équation  part  de  oo  et  dé- 
croît   constamment.    Il    y    a    donc,    dans    l'intervalle    considéré, 


une  racine  el  une  seule.  On  <l<>it  toutefois  faire  une  exception 
pour  le  premier  Intervalle  (  <>  <C  v  <L  )  •  Quand  v  varie  dans  cet  in- 
tervalle, //j,  au  lieu  de  partir  de  oo,  part  d  une  valeur  donnée  par 
l 'équation  c"  \-e  "  =  ■>./>.  Cette  valeur  (qui,  jointe  à  v  —  o,  vérifie 
les  deux  équations)  esl  réelle  ou  purement  imaginaire  suivanl  que 
/;  est  supérieur  ou  inférieur  à  l'unité.  Mais,  dans  ions  les  cas,  une 
discussion  aisée  montre  que  la  branche  u2  ne  coupe  pas  la  branche 
//,  el  que,  par  conséquent,  le  premier  intervalle  ne  fournit  au- 
cune racine  complexe. 

lui   particulier,    pour/?=iJ  la  première   racine  complexe  est 

celle  qui  se   trouve   dans   l'intervalle  de   v  =  2ïï  à  v=z — .  Cette 
1  2 

racine  est  à  peu  près  2,8-+-7,5y/ — i  et  conduit  à  la  courbe 
j  =  e     •cos^7,5^j. 

Quand  p  est  négatif,  on  trouve  encore  qu'il  y  a  une  infinité  de 
racines  complexes.  Pour  ces  racines  cosc  et  sin^  sont  simultané- 
ment négatifs,  ce  qui  exige  que  v  soit  de  la  forme  ( 2  A- -f- 1  ) - -{-  a  -  • 

Il  reste  à  former  l'intégrale  générale.  La  fonction  inconnue  f(x) 
peut  évidemment  être  choisie  d'une  manière  arbitraire  dans  un 
intervalle  2 A,  et,  une  fois  ce  choix  fait,  elle  se  trouve  déterminée 
de  proche  en  proche  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  œ.  Pour  es- 
sayer de  parvenir  à  l'expression  analytique  d'une  pareille  fonction, 
nous  nous  servirons  de  la  formule  suivante,  indiquée  par  M.  Pi- 
card (Traité  d'Analyse,  t.  Il,  p.  17.^)  : 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  racines  de  l'équation 
izÇk)  =  o.  Celte  formule  est  démontrée  seulement  pour  l'intervalle 
de  ./ ■„  à  r,,  et  sous  les  conditions  que  voici  :  Les  fonctions  iL  et  « 
sont  holomorphes.  La  fonction  F  satisfait  aux  conditions  dites  de 
Dirichlet  (nombre  limité  de  discontinuités  et  de  maxima  ou  de 
minima  dans  l'intervalle  considéré).  En  outre,  quand  la  variable 
complexe  z  =  rei(?  augmente  indéfiniment  sans  que  sa  partie  réelle 

toit  négative^  les  expressions  ^— ~     -,  >  ~  V  (  -J  tendent    vers 

t: (       z )  ,.\  z  ) 
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l'unité  el  les  expressions  |^  «■<*-*•>,  ^"^Z^"^  é*<"r*>  ten- 
dent vers  zéro  (on  suppose  ici  que  les  valeurs  attribuées  à  z  for- 
ment une  suite  discontinue,  ne  s'approchant  d'aucune  racine  de 
tz(z).  La  formule  précédente  reste  valable  si  les  expressions  pré- 
cédentes, pour  certaines  valeurs  particulières,  en  nombre  fini,  de 
l'angle  cp  ne  tendent  pas  vers  les  limites  indiquées,  pourvu  qu'elles 
restent  finies  au  voisinage  de  ces  valeurs  particulières. 
Ceci  rappelé,  prenons  pour  <\>  et  pour  tt  les  fonctions 

iz(z)  =ez —  e~z  —  ipz. 

Nous   savons  que  l'équation    tz(z)  =  o    a    une   infinité   de    ra- 
cines X,  dont  les  modules  croissent  sans  limite.  On  a 

•ji( — z)  — ez 

71  (  —  z)        e~z — ez-\--2pz 

expression  qui  tend  bien  vers  l'unité  lorsque  le  module  de  z 
augmente  indéfiniment,  avec  un  argument  compris  entre  —  - 
et  4-  - .  Si  l'argument  de  z  est  égal  à  ±:  -  »  la  limite  est  nulle  :  cir- 
constance qui,  d'après  les  conditions  énoncées  ci-dessus,  n'in- 
flue pas  sur  le  résultat  final.  En  second  lieu,  l'expression 

t.(z)  —  <\>(z)  ez  —  ipz 

tz(z)  ez — e~z—'±pz 


tend  vers  l'unité,  même  pour  cp  =  zt  - 
Considérons  maintenant  l'expression 


~(z)  ez — e~z — ipz 

Sa  limite,  pour  mod  z  =  oo  et  pour  un  argument  cp  compris  entre 
—  -  et  -  ou  égal  à  l'une  de  ces  limites,  sera  nulle  si  l'on  a 

X  —  Xq  —  2  <  O  OU  X  <  Xq  -+-  1. 

Si    x    atteint    la     valeur    ^r0+2,    l'expression     se    réduit     à 

■ — el  elle  a   une   limite  égale   à    — i  (ou    nulle   pour 

e* —  e~2 —  ipz  \  ' 
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a  ^=  zb  *  )•   Il  faut  donc  que  ./•  n'aUci^ne  pas  ./•„        :>.,  (mil  en  pou- 
vant s'en  rapprocher  autant  qu'on  le  veut. 
Enfin  L'expression 

-  (  —  «)-•!/(   -    -   Z  )        .  ,  C     ~  -f-  •).!>  z 

_ ~  v 1  g:l.r,- x)  — . i tf~  -'i     ' 

it  (  —  «  )  '  •         e        '  p  z 

a   une  limite  nulle   pourvu   que   l'on  pose    /, — x —  i  <<  o,  d'où 
x>X\  —  i,  l'inégalité  excluant,  ici  encore,  l'égalité. 
En  résumé,  la  formule  est  applicable  si  l'on  a 

Xx  —  I  <  X  <  Xq  -+-  '1. 

Faisons  d'abord  X\  =d?0+i.  Cette  double  inégalité  devient 

■**0<  OC  <  Xq-\-  '1. 

Elle  est  vérifiée  du  moment  où  x  est,  comme  nous  l'avons  sup- 
posé, compris  entre  x0  et  xK. 

Faisons  en  second  lieu  xs  =  xQ-\-  i.  Il  vient 

X0  -+-  I  <  X  <  Xq  -f-  '2. 

D'après  cela,  si  Ton  connaît  les  valeurs  de  la  fonction  F(#) 
pour  un  intervalle  allant  de  x0  à  x0-\-  2,  on  pourra  représenter 
cette  fonction,  dans  cet  intervalle,  par  la  formule 

la  limite  supérieure,    £,   des  intégrales  définies,  étant  x0-\-i  ou 
^o+  2  suivant  que  x  est  compris  entre  x0  et  .r0 -f-  i   ou  entre 

X o  — I —  I   et  t2?o  — i —  2 • 

Changeons,  dans  la  formule  précédente,  x  en  j ,  jj.  en  .-  et  po- 


sons  F  f  -r  j  =y(#).  Remplaçons  en  outre  .r0  par  j  —  i .  11  vient 

La  nouvelle  limite,  a,  est  égale  à  a  ou  à  a  +  A  suivant  que  .r  est 
compris  entre  a  —  h  et  a  ou  entre  a  ci  a  -\-  h . 
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Nous  avons  ainsi  l'expression  de  J\x)  sous  (orme  d'une  série 
de  termes,  dont  chacun,  pris  isolément,  vérifie  l'équation  proposée. 
Il  resterait  à  eliereher  pour  quelles  formes  de  la  fonction  f(x), 
et  dans  quelles  conditions,  la  formule  peut  être  utilisée  en  dehors 
des  limites  pour  lesquelles  elle  est  établie. 

Sans  chercher  à  élucider  ce  point  délicat,  je  me  borne  à  faire 
remarquer  qu'en  prenant  un  nombre  limité,  mais  aussi  grand 
qu'on  le  voudra,  de  termes  de  la  série,  on  obtient  une  fonction 
analytique  qui  répond  à  la  question  et  qui,  dans  l'intervalle  de 
a  —  /*  à  a  -+-  A,  diffère  aussi  peu  qu'on  le  veut  d'une  fonction  arbi- 
trairement choisie.  C'est  là,  au  point  de  vue  pratique,  sinon  au 
point  de  vue  théorique,  un  résultat  suffisant. 

La  question  que  nous  venons  de  traiter  pourrait  être  considé- 
rablement étendue.  Considérons  une  équation  qui  ne  renferme 
pas  explicitement  la  variable  ./;  et  qui  soit  linéaire  et  homogène 
par  rapport  aux  quantités 

J'O,  fi,  •  •  •  •       J'ri-l  • 

y ut     y \ i     •  •  -  >  y n  \ i 

vAP  yiP)  r<P\ 

Dans  ce  Tableau  yo,yt->  .  •  .  ,y«_<  désignent  les  valeurs  prises 
par  une  même  fonction,^/,  de  x  lorsqu'on  donne  à  x  les  n  va- 
leurs 

&0,       Xq-}-  h[,        •••?       Xq-±-  lln—  j 

(les  h  étant  des  constantes).  y'k,  y"k  ,  .  .  . ,  ykp)  (o£A~  ^n  —  i)  sont 
les  p  premières  dérivées  de  jy*. 

Comment  intégrer  une  pareille  équation? 

On  se  procure  immédiatement  une  infinité  de  solutions  parti- 
eulières  en  posant^  =  esx  et  choisissant  convenablement  la  con- 
stante s.  On  a,  en  effet, 

yQ  =   esx-,        n  —    eshtes*o}         ...,        yn-\.  —  eshn-i  e**o, 
y„  =  se3*o,       y\  —  seshtes*o , 

j  •  •  •  :  

viP)  —  v/j  pSX0 

J  o    —  *    '        »  •  •  •  >  

En  substituant    ces   valeurs   dans    l'équation   proposée,  ou   voit 
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disparaître  esx*  en  verlu  de  L'homogénéité  supposée.  Il  reste  sun- 
plemenl  une  relation  transcendante  en  v,  et  chacune  des  racines, 
en  nombre  infini,  fournit  une  solution.  Ceci  est  vrai  sans  que 
L'équation  ail  besoin  d'être  Linéaire.  L'équation  étanl  linéaire,  on 
peu!  ajouter  que  toute  combinaison  linéaire  et  Liomogène  d  un 
nombre  Gni  de  solutions  particulières  esl  encore  une  solution. 

Admettons  que  les  coefficients  <!<•  L'équation  proposée  soient 
réels,  ainsi  que  l<vs  //,  el  qu'on  ne  donne  à  la  variable  x  que  des 
valeurs  réelles.  Dans  ces  conditions  Les  racines  en  s  sont  réelles 
ou  deui  à  deux  imaginaires  conjuguées,  et  l'on  peut,  évidemment 
s'arranger  de  manière  à  n'avoir  pour  les  solutions  particulières^" 
que  des  fonctions  réelles. 

Il  est  aisé  de  voir  que,  si  les  h  sont  rangés  dans  Tordre  des 
grandeurs  croissantes,  la  fonction  inconnue  peut  être  choisie  ar- 
bitrairement dans  un  intervalle  inférieur  à  A„_t,  mais  aussi  voisin 
«pion  le  veut  de  h_K  :  il  faut  seulement  que,  pour  la  valeur  limite, 
Xq-¥-  A/i_|,  de  la  variable  les  quantités  yn-\i  -  •  •  i  y n- \  vérifient 
l'équation  donnée.  Quand  on  fait  croître  ensuite  x  au  delà  de 
X0-{- ku^ |,  l'équation  fournit  à  chaque  instant,  et  de  proche  en 
proche,  une  relation  entre  des  quantités  déjà  connues  et  les  p  -f-  i 
quantités^,, y^,,  ..  .,J^,. 

D'après  cela,  à  partir  de  la  valeur  x  =  x0  -+-  hn-\ ,  l'inconnue  y 
se  trouve  déterminée  par  une  équation  linéaire  du  pleme  ordre, 
dont  l'intégration  introduit/?  constantes  arbitraires,  indépendantes 
des  valeurs  arbitraires  attribuées  à  y  dans  l'intervalle  de  x0  à 
•^0+  hn-i-  Toutefois,  si  l'on  veut  que  pour  .r  =  x0  ■+-  hn_{  l'inté- 
grale ne  présente  aucune  discontinuité,  non  plus  que  ses  p  —  i 
premières  dérivées,  les  constantes  d'intégration  se  trouvent  déter- 
minées par  cette  condition.  H  est  clair,  d'ailleurs,  que  si  la  fonc- 
tion et  ses  p  —  i  premières  dérivées  sont  continues,  il  en  est  de 
même  des  dérivées  suivantes  :  on  le  reconnaît  en  joignant  à 
l'équation  proposée  celles  qu'on  en  déduit  par  des  différentiations 
successives.  Des  remarques  analogues  s'appliquent  au  prolonge- 
ment de  la  fonction  pour  les  valeurs  de  x  inférieures  à  x0  ;  mais 
alors  y0  prend  la  place  de  yn-\>  Dans  le  cas  où  les  dérivées  de 
yn-\,  ou  de  j0,  ne  figurent  dans  l'équation  que  jusqu'à  un  ordre 
inférieur  à  /?,  le  nombre  des  constantes  arbitraires  se  trouve  néces- 
sairement réduit. 
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Il  est  naturel  de  chercher  ù  exprimer  l'intégrale  générale  par 
une  série  de  termes  de  la  forme  Ae**,  en  prenant  pour  a*  les  ra- 
cines de  L'équation  transcendante,  rangées  dans  un  ordre  conve- 
nable. Les  constantes  devraient  être  calculées  de  manière  à  faire 
coïncider  L'intégrale,  dans  un  intervalle  égal  à  h„_{,  avec  une 
fonction  arbitrairement  choisie.  Mais  un  pareil  problème  paraît 
bien  difficilement  abordable,  et  le  cas  particulier  traité  en  com- 
mençant montre  qu'on  ne  peut  guère  espérer  une  solution  un  peu 
simple. 

SOLUTION  COMPLÈTE  EN  NOMBRES  ENTIERS  DE  L'ÉQUATION 

i  1        ,  - 

m  arc  tan  g  — h  n  arc  tan  g  -  —  A  -  ; 

x  y  \ 

Pa  r  M .   C  a  ii  l  S  t  6  n  ai  e  r  . 

1.     JNOTIOJVS     PRELIAïUVAlRES.    PoiNT     OE     DÉPART. 

La  solution  complète  en  nombres  entiers  //*,  n,  x  ely  de  l'équa- 
tion ci-dessus,  quand  k  est  entier  ou  nul,  a  été  l'objet  d'une 
question  posée,  en  1894,  dans  V Intermédiaire  des  mathémati- 
ciens, par  M.  D.  Gravé,  de  Saint-Pétersbourg  ('). 

J'ai  réussi,  il  y  a  quelques  années,  à  résoudre  ce  problème  {-). 
Voici  ma  solution,  que  je  viens  d'abréger  considérablement. 

Je  vais  d'abord  rappeler  les  définitions  principales  (3)  dans  la 
théorie  des  nombres  entiers  complexes. 

On  appelle  nombre  entier  complexe  un  nombre  10=  a  -j-ib1 
où  a  et  h  sont  des  nombres  entiers  ou  nuls  et  i  l'unité  imaginaire. 

<,)  =  a  -f-  ib  et  m'  =  a  —  ib  sont  appelés  des  nombres  conju- 
gués. Si  a=  fiv,  où  a,  [3  et  v  sont  des  nombres  entiers  complexes, 


(  '  )  Tome  I,  p.  2v>8. 

(2)  Voir  Solution  comj>lète  en  nombres  entiers  m,  n,  x,  y  et  k  de  l'équation 

m  arclang       +  n  arctang  -    =  k   -.y  dans  les  Christiania  Vidensskabsselskabs- 

x  y  \ 

skrifter,  i8().">. 

(:i  )  Voir,  par  exemple,  Lejeune-Dirichlet,  Recherches  sur  les  formes  qua- 
dratiques à  coefficients  et  à  indéterminées  complexes,  dans  le  Journal  de 
C  relie,  \X\>. 
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on  dit  que  x  esl  divisible  par  p.  Cela  posé,  on  ;i  les  mêmes  règles 
de  divisibilité  que  pour  les  nombres  naturels. 

On  a  quatre  unités,  i,  — i,  i et  —  i.  Ou  appelle  w,  ■ — tu,  /<•> 
ci  —iu)  nombres  associés,'  ils  se  présentenl  de  la  même  manière 
dans  toutes  les  questions  de  divisibilité. 

7 et  jâ  sont  dits  premiers  entre  eux,  s'ils  n'ont  <j »i*-  «les  unités 
comme  diviseurs  communs.  Deux  nombres  réels,  sans  diviseur 
réel  commun,  ne  peuvent  non  pins  avoir  des  diviseurs  complexes 
communs. 

Un  nombre  entier  complexe  q%  qui  n'est  pas  une  unité  com- 
plexe, est  appelé  nombre  premier  complexe,  s'il  n'a  pour  divi- 
seurs que  des  unités  et  ses  propres  associés.  On  démontre  que 
Ions  les  nombres  premiers  eomplexes  appartiennent  à  l'une  des 
catégories  suivantes  ou  sont  associés  aux  nombres  ainsi  définis  : 

i°  Le  nombre  i  +  i \ 

2°  Les  nombres  premiers  réels  de  la  forme  /\k -{-?>,  Il  étant 
entier  positif  ou  nul  ; 

3°  Les  nombres  premiers  complexes  a  -f-  iv  et  u  —  *V,  u  étant 
pair  et  v  impair,  résultant  de  la  décomposition  unique  (*  )  en  deux, 
carrés  u-  -+-  v2  de  tout  nombre  premier  réel  de  la  forme  ^h  -\-  i . 

Avec  ces  notations  on  trouve  que  la  théorie  des  nombres  entiers 
complexes  est  tout  à  fait  la  même  que  celle  des  nombres  naturels 
et  on  les  manie  avec  la  même  facilité  que  ceux-ci. 

Pour  appliquer  cette  théorie  à  l'étude  de  notre  équation  indé- 
terminée, prenons  pour  point  de  départ  la  formule  bien  connue 

a  -+-  ib  =  rei:?, 


où  /•  =;  J a1  -+-  b2  est  le  module  et  ©  =  arclansr-  l'argument  de  la 
quantité  complexe  a  +  ib.  Elle  nous  donne 

Î(a\-+-  ibv)  (a2—  ib-2)  •  •  •  (««-H  ibn) 
■  V              b,  b.  b,.~] 

^     i   Lare  tans 1-  arc  tang  — --K..-+-  arc  lang — 
=  Re    L            «i  'h  "n J? 

où  R  est  le  module  du  premier  membre.  On  voit  alors  que  la  con- 
(')   Voir,  par  exemple,  Legendre,  Théorie  des  Nombres,  seconde  Partie,  §  III. 
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dilioii  nécessaire  cl  suffisante  pour  <jtie  la  somme 

arc  taiiij h  aie  lanir  —-+-..  .-h  aie  lanir  — 

'    «x  n  «-2  R  a„ 

soit  nulle  ou  égale  à  un  mull iple  de  t:  est  nue  le  produit 

(«!  -;-  *^i  )  (  a2  -+-  i'6j  )  . . .  (  a«  H-  i'6fl  ) 
soit  réel. 

Si  maintenant  les  a  et  les  b  sont  des  nombres  entiers,  le  produit 
ci  dessus  sera  un  nombre  entier  complexe  et  l'on  peut  lui  appli- 
quer la  théorie  de  ces  nombres.  Je  me  suis  servi  de  cette  méthode 
dans  mon  travail  déjà  cité.  Plus  lard,  j'ai  reconnu  que  Gauss(1) 
avait  déjà  remarqué  celle  liaison  entre  les  nombres  entiers  com- 
plexes et  les  arcs  tangentes,  liaison  qui  se  présente  d'ailleurs  très 
naturellement. 


2.  C 


OJVDITIOJV     OU     PIIOHLIMI. 


Nous  allons  d'abord  résoudre  complètement  en  nombres  entiers 
p,  l\ ,  a  et  b,  l'équation 

,   .  b       .  - 

(2)  p  arc  lang  -  —  A-  -  • 

Cl  ,[ 

On  peut  supposer  que  p  et  k  sont  positifs  et  premiers  enlre  eux 
et  que  a  et  b  sont  premiers  entre  eux.  Alors,  pour  que  l'équation 
soit  vérifiée,  il  faut  que  le  produit  P  =  (i  —  0*(a  "+"  *'^)p  S()'t  ''éel. 

Soit  q  un  diviseur  premier  complexe  divisant  P.  Si  q  n'est  pas 
égal  à  ztz  i  ziz  it  il  divisera  (a  -+-  «6)P  et  par  conséquent  «  -|-  /ï>,  et 
P  étant  égal  à  son  conjugué  P',  il  divisera  aussi  a  —  ib.  Mais  alors 
q  divisera  ia  et  zib,  ce  qui  est  impossible,  a  et  b  étant  premiers 
entre  eux. 

11  faut  donc  que  q  =  ziz  i  ziz  /,  c'est-â-dire  que  a  -j-  «'6  ne  peut 
pas  admettre  d'autres  diviseurs  premiers  que  i  -f-  i  et  ses  associés. 
D'un  autre  côté,  a  et  b  étant  premiers  entre  eux,  a  -f-  ib  n'admet 
pas  de  diviseurs  réels  et  par  conséquent  il  ne  peut  pas  être  divi- 
sible par  q-  =  zt  ii.  Il  faut  donc  que 

B  +  /6  =  |(l+'j), 


(')   Voir  Gauss,  Werke,  t.  IL  p.  5a3, 
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s  élant  une  uuité  complexe  ce  qui  donne 

b      .    it 
a  i ,        f>  i ,        arc  tang         /.  i  -  » 

a  i 

k\  étant  entier,  ce  qui,  substitué  à  (2),  donne  ok\  /. ,  équation 
<|ih  exige  que 

'• 

Cela  posé,  nous  allons  trouver  les  solutions  m  ///,  /*,  ./;  viy  de 
L'équation 

1  1  - 

(  3  )  n\  arc  lang  — h  //  arc  tang  -  =  k  71 

0  a?  /  4 

où  k  est  entier  ou  nul.  On  peut  évidemment  supposer  qu'aucun 
des  coeffieients  ///,  n  et  À"  n'est  négatif.  Quant  aux  x  et  yy  on  peut 
les  supposer  dillérents  entre  eux  et  en  valeur  absolue  plus  grands 
que  I.  En  effet,  dans  Je  eas  contraire,  on  voit  aisément  qu'on 
est  conduit  à    une   équation   de   la   forme   (2),  ce   qui  exige  que 

Quant  aux  coefficient  m  et  n,  on  peut  les  supposer  premiers 
entre  eux.  En  efFet,  si  k  =  o,  la  chose  est  évidente.  Si  k^>o, 
posons  m  =  o/??,,  n  =  0//,,  où  ni\  et  /*,  sont  premiers  entre  eux. 
Il  vient 

/  1  l  \       /  ~ 

p     mi  arc  tang  — h  n,  arc  tang  -     —  k  -  > 

\  *  7/  4 

où  p  et  Â  sont  premiers  entre  eux.  Or,  en  appliquant  le  théorème 
bien  connu  d'addition  des  arcs-tangentes,  on  réduit  l'expression 

entre  crochets  à  la  forme  arc  tang  -  *  où  a  et  b  sont  entiers  ou  nuls. 

n  a 

Si  a  ou  &  est  nul,  arc  tang -sera  un  multiple  de -et  si  «  et  /ysont 

0  a  r  2 

dillérents  de  o,  on  peut  les  supposer  premiers  entre  eux  et  l'on 
est  alors  conduit  à  une  équation  de  la  forme  (2),  ce  qui  exige  que 

arc  tang-  soit  un  multiple  de -,- •  On  aura  ainsi  dans  tous  les  cas 

b        ,    TT 
arc  tang—  =  k\  -  > 
a  4 

À,  étant  entier;  d'où,  en  substituant  la  valeur  de  arc  tang-  > 

1  1        ,    it 

//ti  arc  tang  — t-  n,  arc  tang—  =  A|  -  > 
10  x  ■    v  1 
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équation  de  la  même  forme  que  (3),  mais  où  mt  et  /i,  sont  pre- 
miers entre  eux. 

Gela  posé,  pour  que  l'équation  (3)  soit  vérifiée,  il  faut  que  le 
produit  (i  —  i)k  (x  -f-  i)m  (y  -+-  i)n  soit  réel,  c'est-à-dire  il  faul 
que 

(4  )  (i  —  i)k(x  -\-  i)'n{y  4-  i)n  =  (i  +  i)k(x  —  i)'"(y  —  i)n. 

Posons 

af  +  i  =  (i+i')v(fl+^)l  (  i-h a?2  =  2V ( a2 -+-  b"- ), 

y^i=z(i+  i)V-{c  -+-id)  )9  (    i  -+-JK2  =  2M-(c2-4-<r/2), 

où  v  =  o  ou  =i,  selon  que  i  -f-  x'2  est  impair  ou  pair,  et  éta- 
blissons les  mêmes  conditions  pour  a.  Or,  une  somme  de  deux 
carrés  premiers  entre  eux  n'étant  jamais  divisible  par  4,  ci  -h  ib 
et  c  -h  ici  ne  sont  pas  divisibles  par  i  -\-  i.  Enfin,  un  diviseur  com- 
mun à  x  -f-  i  et  x  —  i  divisant  2/,  ci  ■+•  ib  et  a —  ib  seront  pre- 
miers entre  eux  et  de  même  les  nombres  c  -+-  i  cl  et  c  —  id. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'  équation  (4)  et  remarquant 
que  1+  /=  i{\  —  /),  il  vient 

{a^-ib )"1  (c-h  id )«  —  i?{a  —  ib )"1  (c  —  id)n, 

p  étant  entier.  Or,  les  nombres  (a-{-ib)  et  (ci  —  ib)  étant  pre- 
miers entre  eux,  il  faut  que 

(a -h  ib)m  =  e(c-—  id)n, 

s  étant  une  unité  complexe;  et,  en  se  rappelant  que  m  et  n  sont 
premiers  entre  eux,  on  en  tire 

rt  +  ^==|(a  +  i$)'\ 
c  —  id—  E'2(a-f-  £?)'", 

s,  et  s'2  étant  des  unités  complexes  et  a  -f-  ifi  étant  un  nombre  en- 
tier complexe,  ce  qui  donne 

i  *  -+-  *  =  si  (1 +»)*(«  +  •?)•• 
f  y  -h  1  =  6s(iH-  t)t*(a  —  i'P)m. 

Il  faut  donc  que  x  et  y  satisfassent  à  ces  conditions.  On  en  lire 
aisément 

;    1  +  .r2  =  2V  A", 

(6)  )    1  -f-j2  =  -iV-X»1, 

[  x  -f- y  ==  o(mod  A  ). 
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où  A  =  a-+  [j-  est  un  nombre  impair  >  i  el  <>ù  v  el  u  smii  mils 
ou  égaux  à  i  (  '  ). 

3.  Solution  complète  des  êqi  étions  ((>). 

On  est  ainsi  conduil  à  trouver  toules  les  solutions  entières  posi- 
tives et  >>  i  des  équations  indéterminées 

I  -f-  T*  =  ^'*  et  i  -h  .r2  =  9.  z". 

M.  Lebesgue  (-)  a  démontré  que  la  première  est  impossible  en 
nombres  entiers  x  elz,  si  n  >>  i . 

JNous  allons  appliquer  à  la  seconde  un  procédé  analogue  à  celui 
de  M.  Lebesgue.  Supposons  d'abord  n  impair  et  >>  i .  Comme  x 
est  impair  et  >>  i ,  posons  x  =  2p  -+-  i ,  p  étant  positif,  d'où 

p2+(p  4-  1)»  =  **, 

équation  qui  peut  s'écrire 

[p  +  (p  -h  i)  i]  [p  -  (p  -+- i)i]  =  z". 

Or,  un  diviseur  entier  complexe,  commun  à  p  — f-  ( p  -f-  i ) /  et 
à  p  —  (p  -h  i)ï|  divise  aussi  2  p,  i(p  +  1)  et  p2-f-  (p  -f-  i)2  et  se 
réduit  par  suite  à  une  unité.  Il  faut  donc  que 

(7)  p--f-(p-t-i)*  =  e(a-t-&P)», 

où  £  est  une  unité  complexe  el  où  a -f-  ifi  est  un  nombre  entier 
complexe  dont  la  norme  a2-}-  [32  est  égale  à  z.  En  multipliant  les 
deux  membres  par 

(1— »)»=(— ai)  2  (f-  0 
il  vient 

n-l  n-1 

•>.  -    x-^i  2    i  =  ej[a-f-  p  —  (a—  f)»]*, 
s,  étant  une  unité  complexe,  équation  qui  peut  s'écrire 

n  -1  n-\ 

2  2    ^r  +  2  2    i  =  £,[(a  +  P)A  +  (a-p)Bi] 

(')  On    peut   aussi   démontrer    que    ces    conditions  (  6)  sont  suffisantes:  mais 
nous  n'en  n'avons  pas  besoin  ici.   Voir  les  Comptes  rendus,  1896,  n°"  i  et  ô. 
('-')  Voir  les  Nouvelle*  Annales,  t.  I\,  p.  180;  i85o. 
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où  A  cl  1*  sont  des  nombres  entiers  réels.  Mais  cela  exige  que 


n   i 

2 


(«  +  P)A=±2 

ou 

K-l 

(a—  P)B  =  ±  -2   2    . 

Or,  a2  H-  [32  étant  égal  au  nombre  impair  z\  l'un  des  nombres  a 
et  (3  sera  pair,  l'autre  impair  et,  par  conséquent,  a  zb  [3  sera  im- 
pair, ce  qui  donne 

ait  (3  =x±r. 

Si  a  est  pair  et  égal  à  :-*a,,  on  en  tire 

a  -4-  i  [3  =  •.>.  aj  ±  i  ±  i  aj  i  =  ±  i  [  i  dz  i  <x{  (  i  ±:  i)] 

et  si  [j  est  pair  et  égal  à  a  j^,  il  vient 

a  -+- 1 ,3  =  ±  i  ±  -2  3,  -h  2§,  »  =  db  [i  ±  2  3,  (  i  ±  0]i 

c'est-à-dire  que  l'on  aura,  dans  tous  les  cas, 

an-  ifi  =  e2[i-4-  ar(i  ±  *)], 

où  /•  est  un  nombre  entier  et  où  £2  est  l,ne  unité  complexe,  ce 
qui,  substitué  dans  (7),  donne 

(8)  p  +  (p  +  i)i  =  6î{r  +  2r(i±0]*, 

e3  étant  une  unité  complexe. 

En  développant  le  second  membre,  on  aura 
[1-+-  2r(i±i)]*=  F  ±  iq 


ou 


P  =  i+(?)(ar)  — a(»)(ar)»+24«*(ï)(ar>*1 


/.  =  ■ 


///i  et  />A  étant  des  nombres  entiers  ou  nuls  et  où  Ton  a  posé 

n( n  —  i)(n  —  9.) . . .  (n  —  A-  -h  \)  _     „ 
1.2. 3   ...  k  ~  Kkh 

Pour  que  l'équation  (8)  soit  vérifiée,  il  faut  que 

P±Q=      1. 
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On  aura  «loue  les  <\is  suivants  : 

i  "  l>  +  O       i ,  ce  qui  donne 

i-h  4 nr  h-  8 M r  :    i , 

où  M  esl  un  mi  ht,  d  où 

//        >  M       o, 

ce  qui  ('si  impossible,  //  étant  impair. 

a0   T       Q  = —  i,  ce  qui  donne  une  équation  de  la  forme 

i  h-  4  M  =  o, 
M  étant  entier,  ce  qui  esl  aussi  impossible. 

3°   V  —  Q  =  i ,  ee  qui  donne 

-a(5)(ar)«-4(ï)(ar)«+24(«*—  **)  (£)(*/•)*  =  o, 


/  =  ,, 
(Ton 


a(s)(»'*)-+-22(a*"~  **)(ï)(ar)*-«=  - 


/>  (  rt  —  I  ) 


A  =  4 


Or,  /?  étant  impair  et  >  i ,  on  peut  poser  n  —  i  =  aa+1  a,  où  « 
doit  être  supposé  impair  et  a  entier  positif  ou  nul,  ce  qui  donne 

(9)  2uH-îMH-2a(a*— £*)(*)(*/•  )*-*=2«na, 

où  M  est  un  nombre  entier.  Considérons  le  terme  général  sous  le 
signe  de  sommation 

tt           /            /    x  n  ( n  —  i)(n—i)...(n  —  k  -+- 1)  .       v ,    . 
U*  =  i(  ak  —bk)  — i ^ -2 £ -i  ( 2 r )*-* 

[  .  2 .  3  .  .  .  K 

{k  =  4,5,  6,  ...,  n). 

Ce  terme  U*  est  un  nombre  entier  ou  nul.  En  disposant  autre- 
ment les  facteurs  et  en  remplaçant  n  —  i  par  sa  valeur  2a+'  a,  on 
aura 

jlc  -  1 

Ua  =  ï*-*-1  na(n  —  i)...(n  —  k  -h  i)  - T  (a/,—  ft*')r*-f. 

i .  2 . 3  . . .  k 

Or,  comme  on  le  sait('),  la  plus  grande  puissance  de  •?.  qui  di- 
(')   Voir  Lkokndre,  Théorie,  des  Nombres,  Introduction,  WIII. 
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vise  1.2.3  ...  /«  sera  égale  ou  inférieure  à  2*"1  et,  par  consé- 
quent, la  forme  irréductible  de  la  fraction 

2A:-1 

1.2.3  ...  /. 

ne  contiendra  pas  le  diviseur  i  dans  son  dénominateur.  Tous 
les  autres  diviseurs  de  1.2.3  ...  k  divisant  le  produit 
na(n  —  2)  . .  .  (n  —  Â  -4-  1),  on  peut  écrire 


TJ,=  «2«+îN 


/■•» 


N*  étant  entier  ou  nul;   en   substituant    ces    valeurs   en  l'équa- 
tion (9),  il  vient 

N  étant  entier  ou  nul;  d'où 

4M  +  2N  =  na, 
ce  qui  est  impossible,  na  étant  impair  et  >o. 

Donc,  l'équation  1  -\-  x2  =  izn  n'admet  pas  pour  x  et  z  des  va- 
leurs entières  supérieures  à  1 ,  si  n  est  un  nombre  impair  ;>  1 . 

On  en  déduit  que  L'impossibilité  subsiste  encore  si  n  contient 
un  diviseur  impair  >  1 .  En  effet,  si  n  =  om,  m  étant  impair 
et  >  1 ,  l'équation  se  réduit  à  1  -(-  x2  =  2(cP)w. 

Donc  pour  que  l'équation  1  -f-  x2  =  2  z",  où  n  >>  1 ,  admette  des 
solutions  entières  supérieures  à  1,  il  faut  que  n  soit  une  puissance 
de  2.  Or,  Lagrange  (')  a  démontré  que  l'unique  solution  en  nom- 
bres entiers  >>  1  de  l'équation  1  -f-  x2  =  2  zh  est  x  =  23(),  z  =  1 3, 
et,  par  conséquent,  notre  équation  devient  impossible  pour  n  >>  4- 

Nous  sommes  ainsi  conduit  au  théorème  suivant  : 

Les  valeurs  entières  positives  de  /z,  pour  lesquelles  l'équa- 
tion \-\-x2  =  izn  admet  des  solutions  entières  plus  grandes 
que  1 ,  sont  n  =  1 ,  n  =  2  et  n  =  4* 

Si  n  =  1 ,  il  y  a  une  infinité  de  solutions,  si  /i  =  2,  V  équa- 
tion se  réduit  à  V équation  de  Pell  x2 —  -j.z2  = —  1  qui  a  aussi 
une  infinité  de  solutions  données  par  des  formules  bien  con- 
nues (2),  et  si  n  =  4,  on  a  V unique  solution  x  —  239,  z  =  i3. 

(  '  )   Voir  Lagrange,  Œuvres,  t.  IV,  p.  394,  et  aussi  V Intermédiaire,  t.  Y,  p.  ç/|. 
(-)  Voir,  par  exemple,  Legendre,  Théorie  des  Nombres,  première  Partir,  §  VI. 


—  I()«.) 


I.    Solution   complète   di    problème. 

Les  équalions  (6)  ne  peuvent  donc  être  résolues  que  dans  lc> 
ras  suivants  : 

(    i       /  A.  11/  \.  (  i-t-  x*  =  2  A, 

(I  »  (II)  (III;  * 

(   i-t-7*  =  2 A,  '    i       i  '       <  \  '.  f    i      y-  -  ■>. A2, 

(    i    h  .?•■-•  -     \.  (    i    .    /         >\. 

(IV)  (VV 

|     ,  _|_  j2  —  y ,  ,\  v(  (    i        y*  —  2  \  v. 

Nous  allons  en  déduire  ton  les  les  solutions  de  notre  équation  (3) 
en  étudiant  les  équations  (5)  correspondantes. 
Dans  le  premier  cas,  on  aura 

a?-hï  =  ei(<&4-i'P), 
^4-t=  E2(IH-l-)(a—  «fi), 
d'où 

/+f  =  Es(i+  i){x  —  i)  =  e3[a?  +  r  -h  (./•  —  i)i], 

e3  étant  une  unité  complexe.   En  identifiant  les  parties  purement 

imaginaires,  il  vient 

±  x  ±  i  =  i , 

qui  donne  x  =  o  à  rejeter  et  .r  =  dz  2,  d'où  A  —  5  et  y  =  zt  3. 
Or,  pour  que  .r  -4-JT  soit  divisible  par  A,  il  faut  que  x  et  y  aient 
le  même  signe  et  l'on  aura  la  première  solution  de  notre  équation, 
celle  (V Eu  1er, 

( io)  arctang h  arc tang  -  =  —  • 

2  '34 

Dans  /e  deuxième  cas,  on  aura 

.r-t-  8=  st(a-t-  t(3), 

j/  -f-  Isa6|(l  +  l)(«—  t  P)2, 

d'o  1 1 

j-t-  i  =  £3(1+  i){x  —  iy-  =  e3J  .r2-f-  2à?  —  1  +  (a?2—  2a?  —  1  )/|. 

ce  qui  donne 

a?2  ±  •;>  a?  —  1  =  ±  1 , 

d'où  x  =  zh  1  zt  y/3  et#  =  o,  valeurs  à  rejeter,  et  x  =  zz  •>,  ce  qui 
donne  A  =  j  cl  y  =  zt  7.   Pour   que    #    h  y  soi  I   divisible    par  A, 

XXVII.  1  ■/ 
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M  faul  que  x  cl  y  aient  des  signes  opposés;  on  trouve  ainsi  comme 
deuxième  solution 

1  I  7t 

(m)  •).  arctang arctang  -  =  7- 

2  7        4 

Dans  le  troisième  eus,  on  aura 

a?  h-  »'  =  &i (i  +  t'j (*  ~*~  .*'P )i 

9.7  +  2/=  s3(l -H  OC*"—  02^ 
3?2  zb  2  37  —  I   =  ±  2, 


d'où 

ce  qui  donne 


d'où  œ  =  ±  1,  à  rejeter,  et  #  =  ±3,  d'où  A  ==  5  et  y  =.±  7. 

Pour  que  .£  -\-y  soit  divisible  par  A,  il  faut  que  x  et  y  aient  le 
même  signe;  on  aura  ainsi  la  troisième  solution  de  notre  pro- 
blème, celle  de  Vega, 

I  I  7T 

(  12  |  2  arctang  -  -+■  arc  tang  -  =  -  • 

o  7       4 

Dans  les  deux  derniers  cas,  onaA  =  i3,y  =  zh  23g. 

Le  système  IV  n'a  donc  pas  de  solution  et  dans  le  dernier  cas 
on  a  x  =  d=  5.  Pour  que  x  +jk  soit  divisible  par  A,  il  faut  choisir 
les  signes  opposés  de  x  et  àe y  et  l'on  trouve  ainsi  la  dernière  des 
solutions,  celle  de  Machin, 

I  I  71 

(i3)  4  arc  tang  -  —  arctang  — =  -• 

Les  équations  (10),  (1  1),  (12)  et  (i3)  sont  ainsi  les  seules  solu- 
tions de  notre  problème  ('  ). 

(')    J'ai    fait    aussi   une    étude   assez    détaillée    de   l'équation    à    trois   termes 

a  arctang — i-uarctang — h  v  arctang  -  =  k  y    et  de  l'équation    générale   à    n 
x  "y  z         l\ 

tci-mes.  Voir  sur  ce  sujet  :  Comptes  rendus,  1896,  nos  4  et  5,  et  mon  Mémoire  : 

Sur  l'application  de  la  théorie  des  nombres  entiers  complexes  à  la  solution 

en  nombres  rationnels  de  l'équation  c,  arctanga^-f-  ...  -h  cAarclang&n  =  k'j-i 
publié  dans  YArchiv  for  Mathematikog  Naturvidenskab,  Christiania,  1896. 
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SUR  UN  SYSTÈME  DE  SEPT  CLEFS; 

Par  M .  G.  l' n  vi  i. m.. 

Les  expressions  symboliques  à  huil  termes,  un  réel  el  sept  sym- 
boliques, (|ui  seront  définies  plus  loin  el  que  j'appelle  des  octants, 
ont  en  généra]  une  multiplication  non  associative;  si,  malgré  ce 
grave  défaut,  je  me  décide  à  en  donner  L'idée,  c'est  que,  dans  ma 

pensée,  sous  une  condition  qui  reste  à  trouver,  les  octants  doivent 
être  propres  à  représenter  le  mouvement  hélicoïdal  par  lequel  on 
peut  amener  une  figure  de  l'espace  d'une  position  à  une  autre.  On 
verra  tout  au  moins  qu'ils  conduisent  à  la  formule  de  Brioschi 
pour  la  décomposition  du  produit  de  deux  sommes  de  8  carrés  en 
somme  de  8  carrés,  et  le  fait  qu'une  formule  analogue  n'existe  plus 
pour  2"  carrés,  avec  n  >>  3,  montre  que  les  octants  sont  le  der- 
nier terme  du  groupe  «  quantités  complexes,  quaternions,  oc- 
tants »;  les  />2-nions  de  M.  Cartan,  comprenant  les  nonions  de 
Svlvester,    sont   l'extension  des  quaternions  dans  une  autre  voie. 

§  i. 

1.  Considérons  trois  clefs  fondamentales,  /,  /',  /  el  les  sept 
termes  symboliques  du  produit 

(i-t-t)O  -H/H1  -+-/) 
effectué  régulièrement,  savoir 

nous  obtenons  sept  clefs  dérivées,   que   nous   désignerons  par  le-s 

lettres 

i,  /,  k,  /,  m,  n,  p. 

en  posant,  par  conséquent, 

ij  =  /-,         il  =  m,        jl  —  n .         kl  —  j> 

Nous  conviendrons  que  le  carré  de  chaque  clef  est  égal  à  —  i, 
et  pour  définir  le  produit  de  deux  clefs  distinctes,  qui  devra  être 
une   clef  affectée  du  signe   -f-  ou   du   signe  selon    l'ordre   des 
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deux  fadeurs,  nous  aurons  recoins  au  système  triple  formé  par 
les  sept  symboles;  nous  devrons  d'ailleurs  nous  conformer  aux 
égalités  ci-dessus,  doni  la  première  est  empruntée  au  calcul  des 
(maternions,  et  dont,  les  trois  dernières  donnent  les  produits  des 
symboles  i,  j ,  k  par  le  symbole  /. 

2.  On  sait  que  sept  objets  A,  B,  C,  ...,  G  donnent  lieu  à 
sent  triades,  deux  objets  pris  à  volonté  faisant  partie  d'une  triade 
et  d'une  seule,  de  manière  à  déterminer  un  troisième  objet;  en 
outre,  le  procédé  suivant  de  formation,  qui  est  connu,  donne  la 
notion  de  sens  cyclique  pour  chaque  triade;  on  suppose  les  lettres 
A,  B,  C,  .  .  . ,  G  rangées  sur  un  cycle,  et,  pour  former  une  triade, 
on  prend  deux  lettres  consécutives,  on  passe  la  suivante,  et  l'on 
prend  celle  qui  vient  ensuite  : 


A 

B 

C 

D 

E 

F 

G 

B 

G 

D 

E 

F 

G 

A 

D 

E 

F 

G 

A 

B 

G 

le   sens  direct  pour  la  première  triade,  par  exemple,  est  le  sens 
ABD,  ou  BDA,  ouDAB. 

Avec  les  sept  clefs  ci-dessus,  on  peut  former  le  système  triple  : 


(0 


i 


m 

i 

/ 

l 

k 

n 

-P 

i 

j 

l 

k 

n 

—P 

ni 

l 

k 

n 

—P 

ni 

i 

j 

la  flèche  indiquant  le  sens  direct  pour  chaque  triade;  les  quatre 
premières  colonnes  sont  organisées  en  vue  de  retrouver  les  éga- 
lités du  n°l,  et  elles  déterminent  les  trois  dernières.  Nous  con- 
viendrons que  Ton  a,  par  exemple,  en  tenant  compte  du  sens  cy- 
clique dans  la  première  triade, 

mil  =  il  ni  =  Imi  =  —  i , 
iml  =  Uni  =  mli  ==  +  i, 

et  de  même  pour  les  autres  triades.  Eu  égard  aux  conventions 


on  a  alors,  par  exemple, 
mi  —      /. 


un 


=  -  /. 


i, 


il  =       m 


/>*=-!, 


hn  = 
ml  = 


—  m  - 

c'est-à-dire  qm  .  dans  chaque  triade  du  tableau  (i),  lé  produit 
de  deux  clefs  donne  la  clef  restante  avec  le  signe  -}-  ou  le 
signe  selon  que  V ordre  des  deux  facteurs  conduit  à  par- 
courir la  triade  dans  L-  sens  direct  ou  dans  le  sens  rétrograde. 
Les  quatre  premières  triades  fonl  bien  retrouver  les  égalités  du 
n"  I.  (  )n  peut  écrire,  pour  la  pratique., 

iilm,  i   i/m. 

////.  I  jmp, 

h  //>,  (  knrn  ; 

on  retient  facilement  les  quatre  premières  triade?,  et,  pour  les 
Mois  dernières,  on   peut  observer  qu'une  permutation  circulaire 

de  i,  /,  A-,  et  une  aulre  relative  à  /;/,  //,  />,  conduisent  de  la 
triade  ipn  aux  deux  autres. 

Ou  peut  toujours  supposer  que  /,  /,  k  daus  leur  ensemble  sont 
B,  C,  E,  mais  cela  donne  lieu  à  six  arrangements;  D  est  alors  /, 
ou  /??,  ou  /?,  ou/?,  à  volonté;  les  divers  tableaux  que  l'on  obtient, 
en  se  conformant  aux  égalités  du  n°  1,  donnent  tous  le  même  ré- 
sultat. 

La  multiplication  n  est  pas  associative  ;  on  a,  par  exemple, 
i.j  A  =  k.l  —  p,         i  x  (y  .1)  =  i.n  =  —  p. 

3.   Nous  appellerons  octant  l'expression  symbolique 

q  =  a  —  b.i  +  c.j  -+-  d.k  -+-  e.l-+-f. m  -h  g.n-t-  h.p, 

qui  n'est  pas  un  biquaternion,  la  clef  nouvelle  /  n'étant  pas  com- 
mutative  avec  les  clefs  i,J,  k\  l'octant  conjugué  Kq  s'obtiendra 
en  ehangeant  les  signes  dans  la  partie  symbolique;  le  carré  du 
module  sera  par  définition  Sa2.  Ou  a  un  quaternion  en  supposant 
e,  /,  g,  h  =  o;  on  a  une  quantité  complexe  ordinaire  en  suppo- 
sant de  plus  c,  d  =  o. 

l°  La  multiplication  étant  distributive  par-  définition,  le  pro- 
duit de  deux  octants  conjugués  est  égal  au  carré  du  module  ; 
on  a,  en  ell'ot, 

(  q.Kq  =«2—  (bi      cj -     ...       hp)* 

î  =  a«  +    b*-hc*  +  ...  +  />-. 
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à  cause  de  ij  = —  ji,  etc. 

2°  V octant  conjugué  du  produit  de  deux  octants  est  égal 
un  produit  des  conjugués  de  ces  facteurs  multipliés  dans 
V ordre  inverse;  on  a,  en  effet, 

(  a'  —  X  (>'  i)(a  —  £  bi)  —  ad  —  aZb  i  —  a'Z  bi  -h  X  b'  i.  X  bi', 
la  partie  réelle  est  la  même  que  dans 

et   toute  la  partie   symbolique   est  changée  de  signe   à   cause  de 
ij  =  —  y7,  etc.  ;  on  a  donc 

(4)  K(qq')=Kq'xKq. 

3°  D'une  manière  générale,  si  Ton  prend  (à  cause  du  n"  4) 


('>) 

on  trouve 

(G) 

en  posant 


\   q  =  a 
\   q'=a' 


b  i  ■+■  cj 
b'i—c'j 


aq'=k  +  Bi+Cj 


. .  •+■  h  p, 
.  .  -  h'p, 


Up, 


A 


aa 


bb' 


ce 


dd' 


ee 


■ff+ffg' 


htï 


(7) 


B  = —  ab'  ■+■  ba' —  cd!  -\-  de  —  ef  -+-fe'  -+-  gh' —  hg  , 
G  =  -  ac'  h-  bdl  -hcd—  db'  —  eg'  —  fh'  -h  ge'  h-  hf, 
D  =—  ad'—  bc'  ■+-  cb'+da'—  eh'  +fgl —  gf  ' ■+-  he\ 
E  =—  ac'  4-  bf  +  c^'  -h  rfA'H-  m'  — /&'  —  £c'  —  /u/\ 
F  =—„/'—  bc'  ■+-  eh'  —  dg'-+-  eb'  +  fa'-hgà"  —  hc' , 
G  =—  ag'—  bh'—  ce'  +  û?/'-f-  ce  —fd' +  ga' +  hb\ 
\   II  =—  a/i'  +  %'—  c/'  —  oY  -+■  ed'  -h/c'  —  #6'  +  Aa'. 

On  a  disposé  les  lettres  non  accentuées  dans  l'ordre  alphabé- 
tique. Si  l'on  forme  alors  le  tableau  des  lettres  accentuées,  on  ob- 
serve que  ce  tableau  peut  être  obtenu  par  le  procédé  de  formation 
des  mosaïques  de  M.  Laisant;  on  écrit  d'abord 


(a) 


a 


b' 


a'- 


it:> 


a' 

// 

c 

d' 

// 

n' 

a 

c' 

c' 

<r 

a 

// 

d' 

c 

// 

a!\ 

on  forme  ensuite  un  tableau  analogue  en  remplaçant  a!  par  la  ta- 
ble (a),  et  //  par  un  tableau  qui  ^<%  déduil  de  (a)  en  mettant  c1  el 
<!'  au  lieu  «le  a1  <it  6'  : 


(P 


en  opérant  sur  (p)  comme  on  a  opéré  sur  (a),  on  forme  nn  ta- 
bleau (v)  qui  est  celui  des  lettres  accentuées  dans  les  expressions 
des  quantités  A,  B,  . . . ,  H. 

\.   En    désignant    par    (abf)   la   quantité   (ah'  —  ha')    on    peut 
écrire 

A  —  Saa, 


(8) 


B  = 
G  = 
D  = 
E  = 
F  = 
G  = 
i  11  = 


-(àb')-(cd')-(ef')  +  (gh'), 

-{ac')^(bd')-{eg')-(fk'), 
-(ad')-(bc')-(eh')-±-(fg'), 

-(aO-KV)-K<tfO-H(«fc')i 

-(af)-(bc')-±-(ch')-(dg'), 
-{ag')-{bh')-(ce')  +  idf), 
-{ah')^{bg')~icf')-(de'). 


o.   Le  module  du  produit  de  de ux^o étants  est  égal  au  pro- 
duit de  leurs  modules.  On  a,  en  effet, 


(9) 


Sa2x  S«'2=  SA*, 


comme  on  le  voit  en  développant  2A2  :  on  trouve  d'abord  le  pre- 
mier membre  de  la  formule,  et  les  doubles  produits  se  détruisent, 
parce  que  les  binômes  auxquels  donnent  lieu  les  formules  (7)  se 
correspondent  deux  à  deux  comme  il  suit  : 


■db' 


se 


de 


gV 


-  ne, 


S  II 


6.  Brioschi  a  donné  la  formule  ci-dessus  en  1 85(3  dans  le 
Journal  de  Ci  elle;  sa  méthode,  dégagée  des  généralités,  consiste 
en  ceci  :  On  considère  un  déterminant  o',  dont  les  éléments  sont 
précisément  les  quantités  qui  multiplient  a,  /;,  c,  d,  ...  dans 
les  expressions  de  A,  B,  C,  D,  ...,  et  la  multiplication  de  ce 
déterminant  par  lui-même  montre  qu'il  a  pour  valeur  la  qua- 
trième puissance  de  Sa'2;  or  on  trouve  que  le  produit  de  deux 
déterminants  analogues  o  et  S'  est  un  déterminant  analogue  A, 
construit  avec  A,  B,  C,  I),  ....  On  peut  observer  ceci  :  Le  dé- 
terminant o'  contenant  le  l'acteur  a' -\-  b'  i  -\-  c!j-\-  .  .  .,  si,  comme 
dans  le  cas  des  déterminants  cycliques,  on  ajoute  les  lignes  hori- 
zontales multipliées  respectivement  par  i,  —  ï,  — j,  .  .  . ,  on  ob- 
tient une  ligne  dont  le  premier  terme  est  le  facteur  en  question, 
les   sept  autres  termes  étant   les    produits    du  premier  par  —  /, 

~  ji  •••• 

7.  Le  théorème  du  module  s'établit  facilement  pour  des  qua- 
ternions,  la  multiplication  étant  alors  associative;  on  a 

qq'  X  K( qq'  )  =  qq'  X  (  Kq'  .Kq) 

=  q  X  (q'.Kq')  X  Kq 
=  (q'.Kq')x(q.Kq). 

Pour  des  octants,  la  première  des  égalités  ci-dessus  reste  exacte, 
la  troisième  aussi,  et  par  suite  la  seconde  a  lieu  puisque  le  théo- 
rème du  module  se  conserve;  mais  comme,  en  général,  la  multi- 
plication des  octants  n'est  pas  associative,  cette  seconde  égalité  a 
lieu  ici  pour  des  raisons  spéciales  qu'il  faudrait  élucider. 

8.  La  méthode  que  M.  Hermite  a  donnée  pour  obtenir  la  for- 
mule d'Euler  relative  au  produit  de  deux  sommes  de  quatre  car- 
iés, méthode  fondée  sur  l'emploi  des  quantités  complexes,  se 
trouve  être  applicable  à  la  démonstration  de  la  formule  de  Brio- 
schi, en  remplaçant  les  quantités  complexes  par  des  quaternions; 
mais  la  multiplication  des  quaternions  n'étant  pas  commutative, 
la  démonstration  est  valable  pour  des  raisons  cachées  qu'il  fau- 
drait mettre  en  évidence.  Partons  de  l'identité 

{xz'—  zx'){yt'—  /y'  )  =  i  .*■/'  —  tx')(j  3'—  zy')  -t-  (  ry  —  y.r  >|  -.  /  —  /  z'  I. 
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équivalente  à  la  formule  d'Euler  pour  quatre  points  en  1  •  i; ' •  < • 
droite,  el  admettons  provisoiremenl  que  cette  identité  reste  exacte 
avec  des  quaternions,  en  ce  gui  concerne  (es  parties  réelles  des 
deux  membres;  si  l'on  Pail 

I  x  —  a  H-  bi  i   cj      dk  .  j  z  =—  (e  — /i  —  Ay'  —  M  J, 

/  z'--.a  —  hi      cj      <(L\  |  a?' =        i       fi-{-Ar./       hk, 

I  r  =  «'  +  ///+  cj-hd'k,  \r    =  —  (e'—fi—g'j—h'k), 

I  i  ^a-b'i-c'j-tih.  )/=       e'+fi+g'j+h'k, 

de  sorte  que  le  premier  membre  de  L'identité  devienne  Sa2  X  Sa'2, 
chaque  somme  portant  sur  huit  carres,  il  arrive  ceci  :  le  conjugué 
du   produit  de  deux  quaternions  étant  le  produit  des  conjugués 

des  facteurs  pris  dans  l'ordre  inverse,  le  conjugué  de  xt' —  tx' 
est  j-z' —  zy',  et  le  conjugué  de  xy'  —  yx'  est  zt' —  t  z'  en  com- 
mençant par  le  second  terme;  de  sorte  que,  au  second  membre  de 
l'identité  ci-dessus,  chaque  terme  est  le  produit  de  deux  facteurs 
conjugués,  et  est  égal,  par  suite,  à  une  somme  de  quatre  carrés 5 
on  trouve  d'ailleurs 

x  t'  —  tx'  =      A  +  B/+  Cj  -f-  D  /. . 
xy  _yX'  —  _  e  —  F  i :—  Gj ;  —  H  k :, 

A,  B,  ...  ayant  le  même  sens  que  précédemment,  et  l'on  obtient 
la  formule  de  Brioschi.  (Si  l'on  prend  des  octants,  le  résultat  au- 
quel on  arrive  est  forcément  inexact,  le  produit  de  deux  sommes 
de  seize  carrés  n'étant  pas  une  somme  de  seize  carrés;  on  peut 
consulter  sur  ce  sujet  un  article  de  M.  Arnoux,  inséré  aux  Comptes 
rendus  de  l' Association  française  pour  l'avancement  des 
Sciences,  1896,  2e  Partie,  p.  48.) 

Relativement  à  la  question  de  savoir  si,  dans  l'expression 

(  ab')(cd'  )  —  {ac'){bd')-^(  ad'  )(  bc), 

la  partie  réelle  est  toujours  nulle  avec  des  quaternions,  voici  un 
exemple.  Par  analogie  avec  le  premier  membre  de  l'identité 
d'Euler  pour  quatre  points  en  ligne  droite,  identité  que  Bellavitis 
a  étendue  au  quadrangle  plan  par  l'emploi  des  vecteurs  plans, 
considérons,  pour  un  tétraèdre  ABCD,  l'expression 

Mi.Cn  —  A C .  I ï ! >        VD.BC 
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donl  chaque  terme  est  un  produit  de  vecteurs;  en  prenant  A 
connue  origine,  on  a  l'expression 

(AB.ÀD  -  AD.AB) -+-... -*-..., 

dont  la  partie  réelle  est  nulle,  comme  l'on  sait;  donc,  en  prenant 
une  origine  quelconque  O,  et  en  désignant  par  a',  //,  c',  d!  les 
vecteurs  OA,  OB,  OC,  01),  on  a  l'expression 

(b'—a'){d'—c')—(c'—a')(d'—b,)-+-{d'—a'){c'—b') 

dont  la  partie  réelle  est  nulle-,  c'est  l'expression  ci-dessus  dans 
laquelle  on  suppose  a  =  b  =  c  =  d  =  i ,  les  quaternions  a',  b' , 
c',  d'  étant  toutefois  réduits  à  des  vecteurs.  (Le  fait  géométrique 
signalé  ici  conduit  à  un  théorème  intéressant  :  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques,  1898,  p.  34o;  quant  à  l'énoncé  géométrique 
qui  résulte  de  la  formule  de  Bellavitis,  il  a  son  analogue  dans  l'es- 
pace, comme  je  me  propose  de  le  faire  voir  prochainement,  et 
M.  Laisant,  à  qui  j'ai  communiqué  le  théorème  général,  a  réussi 
à  le  démontrer  par  la  théorie  des  vecteurs.) 

9.  La  méthode  précédente  ramène  le  problème  à  un  problème 
sur  les  quaternions.  Dans  le  même  ordre  d'idées  on  peut  faire  la 
remarque  suivante,  analogue  à  celle  que  l'on  trouve  dans  les 
Œuvres  posthumes  de  Gauss  (OEuvres  complètes,  t.  III,  p.  384) 
à  propos  de  la  formule  d'Euler  pour  le  produit  de  deux  sommes 
de  quatre  carrés.  Si  l'on  écrit  la  formule  de  Brioschi  sous  la  forme 

(Sa2+ve2)x(^a'-,  +  !:e'2)  =  SA*-f-2E2, 

chaque  somme  s'étendant  à  quatre  carrés,  on  peut  regarder  cha- 
cune des  quatre  premières  sommes  comme  Ja  norme,  ou  carré 
du  module,  d'un  quaternion,  et  poser 


/   =  a  -+-  bi  -+-  c/  •+■  dk, 

V 

=  a' 

—  b' i  —  c  j  —  d' A", 

m  =  e  -+-  fi  -+-  gj  -+-  h  /«  ", 

m 

1 

=  e 

-fi-gj-Kk, 

on  constate  alors  que  SA2  et  SL2  sont  les  normes  des  deux  ex- 
pressions II!  -h  m' m  et  m.K.1' —  Km'.l. 

10.   Si   l'on   effectue  régulièrement  le  produit 

(\  h-  M  »(i    1-  Mm    hP) 
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el  si,  dans  la  formule  (g  ),  <>n  remplace  ",  6,  <",  ...,//  par 

./,   rv/,M,  j/N,  /\M\.  //v7!'.  »yâfï\  w/NP,  r/MNP, 

el  a',  l>\  <■' ,  .  .  • ,  h1  par  .*■',  r\ M ,  .  . . ,  on  l rouve  que  le  produit 
de  deui  expressions  «le  la  forme 

a?* -i-  M y* -i-  N  ««-+■  M N  /2 -(-  P  ks -+■  AIT  v  -    -  NPw1  ■+■  M  NPr« 

esl  une  expression  de  même  forme 

VH_  M.Y*h-  N.Z»-4-  MN.T«-t-  l\U2-+-  MP.V»+  NP.W*  ■+■  MNP.R», 

X,  Y,  Z,  .  .  .,  R  étant  rationnels  et  entiers  par  rapporl  aux  don- 
nées. C'est  l'extension  au  cas  de  huit  variables  d'un  fait  bien 
connu  pour  le  cas  de  quatre  variables. 

§  m. 

11.  Cayley  a  remarqué  que  la  solution  du  problème  des  substi- 
tutions orthogonales  quaternaires,  telle  qu'Euler  l'a  donnée,  ré- 
sulte de  la  formule 

d{xx  i  -h  x2j  -+-  x-i  k  -+-  xk) 

=  (—  *'*—  v-'j—v'k  -h  p')(jri  * -*-jv  +j3^ +r0(^  î  -h  iv  + v*  h-  p)> 

'dans  laquelle  la  séparation  des  facteurs  extrêmes  au  second  membre 
a  pour  but  d'empêcher  la  réduction  des  huit  paramètres  (sept  en 
réalité)  à  quatre  paramètres  L,  M,  N,  K;  la  règle  des  modules 
donne  en  effet 

d2x  2a?*=  2X*.2X'2x  Sjk2, 
ou 

£#2=2:72, 
en  prenant 

d2  =  ZX2.EX'2. 

Il  est  d'ailleurs  probable  qu'Euler,  voulant  satisfaire  à  des  rela- 
tions dont  les  quatre  premières  sont 

C/i  4-  G?2  ■+-  G/:i  -h  C24  =  1        (4=1,2,  3,  4  ), 

est  parti  de  la  formule,  trouvée  par  lui,  pour  la  décomposition  du 
produit  SX2. SX'2  en  somme  de  quatre  carrés,  décomposition  pos- 
sible  de   plusieurs  fanons;  il   déclare,  en  effet,  avoir  en  quelque 


—   180  -- 

sorle  deviné  la  solution.  Il  faut  seulement  observer,  avec  Euler, 
que  la  condition  d'avoir  une  substitution  rationnelle  exige  que  le 
produit  S^2.2V2  soit  un  carré,  et  le  plus  simple  est  de  faire 

ce  qui  réduit  le  nombre  des  paramètres  à  six. 

Cayley  a  montré  comment  la  solution  d'Euler,  avec  cette  der- 
nière condition,  se  ramène  à  la  solution  générale  pour  n  variables. 

Il  est  possible  que,  avec  des  octants,  on  put  donner  une  solu- 
tion analogue  pour  huit  variables;  il  faudrait,  au  second  membre 
de  la  formule,  introduire  à  la  fin  deux  nouveaux  facteurs  avec 
à",  .  .  . ,  Àw,  .  .  . ,  pour  avoir  yx/j  +  i  paramètres,  que  la  condi- 
tion de  rationnalilé  réduirait  à  28,  nombre  nécessaire;  la  question 
est  de  savoir  si,  du  fait  que  la  multiplication  des  octants  n'est  pas 
associative,  il  arriverait  que  les  28  paramètres  fussent  distincts. 


CALCUL    DES    TR IQ U ATERN IONS  ; 
Par     M.     Combebiac. 

Le  calcul  des  quaternions  réalise  une  simplification  sur  la 
méthode  cartésienne,  en  supprimant  les  axes  de  coordonnées, 
sinon  l'origine. 

Les  méthodes  de  V Ausdehnungslehre  de  Grassmann  se  pas- 
sent de  tout  système  de  référence,  mais  ne  constituent  pas  un 
système  numérique  complexe,  ce  qui  rend  leur  application  pénible 
et    très  limitée. 

Nous  nous  proposons  d'établir  un  système  numérique  complexe 
susceptible  de  représenter  les  faits  géométriques  sans  système  de 
référence. 

1. 

SYSTÈME    NUMÉRIQUE    COMPLEXE     DES    TRIQUA.TERNIO.NS. 

Le  système  numérique  complexe  des  biquaternions  (*)  repré- 


(')  Un  biquaternioD  est  une  expression  de  la  forme  q-\-taçv  où  7  ei  7,  soni 
•  les  quaternion'S  el  <•>  une  anité  complexe,  dont  le  carré  est  nul. 
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sente,  comme  on  sait,  le  groupe  des  mouvements  sans  déforma- 
i ion  de  l'espace. 

Les  mouvements  don l  l'angle  de  rotation  est  it  el  les  complexes 
linéaires  se  correspondant  d'une  manière  univoque,  les  biquater- 
nions  permettent  de  représenter  les  complexes  linéaires,  et,  par 
suite,  les  lignes  droites,  qui  en  sonl  un  cas  particulier. 

M n i s  aucun  mouvement  n'esl  caractéristique  d  un  point  ou 
d'un  plan,  (les  éléments  essentiels  de  l'espace  ne  sont  donc,  p;i> 
représentés  directemenl  dans  le  calcul  dos  biquaternions. 

Pour  réaliser  un  calcul  présentant  cet  avantage,  il  suffi L  d'intro- 
duire quatre  nouvelles  unités  obtenues  en  multipliant  les  quatre 
unités  quaternioniennes  i,  i,  y,  h  par  une  autre  u.  commutative 
avec  elles  et  formant  avec  m  et  l'unité  Vulgaire  un  système  numé- 
rique ayant  les  règles  de  multiplication  suivantes  : 

[J.2  =    I  ,  U)*=  O,  (0[JL  =  [JUO   =  co. 

On  sait,  d'après  les  recherches  de  M.  Scheffers  (')  sur  les  sys- 
tèmes numériques  complexes,  que  l'on  obtient  par  ce  procédé  un 
système  numérique  à  douze  unités,  comprenant  celui  des  quater- 
nions. 

Nous  appellerons  triqua 1er nions  les  quantités  complexes  com- 
posant ce  système. 

Un  triquaternion  est  donc  une  expression  de  la  forme 

q  -+-  oiqi  -h  [Jt<72, 

où  q,  qi,  q2  sont  des  quaternions. 

Les  douze  unités  du  système  sont  les  quatre  unités  quaternio- 
niennes et  les  produits  de  ces  unités,  soit  par  o>,  soit  par  ul. 

Dans  ce  système,  les   mouvements    sont    représentés,   comme 

dans  le  système  des   biquaternions,    par  des    expressions    de    la 

forme 

q  +<tf?i, 

avec  la  condition 

qqi-+-qig  =  o, 

q  et  qs  étant  les  quaternions  conjugues  de  q  et  de  qt . 


(')  Scheffers,  Complexe-Zahlensy  sterne  {Math.  Ânn.,  lî    XXXIX;  1891  ). 
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Les  transformations  sjmétrales,  c'est-à-dire  les  transformations 
qui  résultent  d'un  mouvement  et  d'une  symétrie,  sont  représen- 
tées par  des  expressions  de  la  forme 

toujours  avec  la  condition 

Une  transformation  symétrale  générale  conserve  un  point  et 
un  plan  passant  par  ce  point. 

Le  vecteur  allant  de  l'origine  des  coordonnées  au  point  fixe  est 
représenté  par  la  partie  vectorielle  de  qt  divisée  par  la  partie  sca- 
laire de  q. 

Le  vecteur  perpendiculaire  au  plan  est  la  partie  vectorielle  de  q. 

L'angle  de  rotation  est  déterminé  par  q  comme  dans  les  mou- 
vements euclidiens. 

Les  triqnaternions  permettent  donc  de  représenter,  outre  les 
mouvements  euclidiens,  les  transformations  symétrales  ('),  et, 
par  suite,  les  points  et  les  plans,  qui  seront  naturellement  repré- 
sentés par  les  opérations  symétrales  les  plus  simples  qu'ils  déter- 


minent, savoir 


X\     x.2     xz 


Un  point  de  coordonnées  —,  —■>  —  •>   par 

r  SP0      X0      X0        ' 

[LXo  ■+-  i«)(  ix{  -h  jx%  -+■  kxz  )  ; 
Un  plan  d'équation  fï0#o  +  y-\  x\  H-  oc2#2-r-  *s#s  =  °i  Par 

(o  j30  -+-  fx  (  ' a  i  + ./  a2  ■+■  *  «s  )  ; 


(')  M.  Study  a  montre  [Study,  Parameter-darstellung  der Bewegungen  und 
Umlegungen  {Math.  Ann.,  B.  \X\I\;  1891)]  que  la  multiplication  des  biqua- 
ternions  peut  représenter,  outre  la  composition  des  mouvements  entre  eux,  celle 
des  transformations  symétrales  entre  elles  et  avec  les  mouvements,  à  condition 
de  changer  les  signes  des  coefficients  de  wi,  w/,  o>/,,  lorsque  le  premier  des  deux 
facteurs  est  une  transformation  symétrale  De  plus,  le  résultat  doit  être  pris 
comme  transformation  symétrale,  si  un  seul  des  facteurs  est  une  transformation 
symétrale,  et  comme  mouvement  dans  les  autres  cas.  C'est  ce  que  l'on  réalise  en 
posant  ;j.t.)  =  —  10. 

Celte  remarque  esl  l'origine  de  ce  Mémoire. 
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Ui  I  I  /'.il        />u  >       Pq  ;        Pti        PU    .Pli 

ne  (Iroilc   de  cminloiiiicrs  :  :  :  '       :    ,       :    .      i    par 

*i       *>      «a      [i,      fi2      pa      ' 

/a,  !  /  i .      /  v  (      a»<  î'Pi      /Pi  i   /.  3a  ), 

avec  la  condition  a,  [i,  -f-  a2pi  -i-  a:,  [j:t  :     <». 

appelons  similitude  une  transformation   résultant  <l  un  mou- 
vemenl  el  (rime  ho  mol  hétie. 

Une  similitude  esl  représentée  par  une  expression  de  la  forme 

q  ■+■  <oy,+  [ikq} 

où  X  est  un  nombre  vulgaire. 

Le  coefficient  d'homothétie  de  la  transformation  a  pour  valeur 

i-t-X 
i  -  X  ' 

On  vérifie  directement  que  le  produit  de  deux  expressions  de 
cette  forme  a  la  même  forme. 

Si  l'on  veut  qu'une  similitude  soit  représentée  par  des  triqua- 
ternions  ne  difi'érant  que  par  un  facteur  numérique,  il  suffit  de 
poser  la  condition  déjà  signalée 

qqx+qîq  =  o. 
II. 

FONCTIONS    FONDAMENTALES. 

Ecrivons  un  triquaternion  sous  la  forme 

r  =  w  -h  l  -i-/>, 

où  w  représente  une  quantité  numérique  vulgaire,  /;  un  plan  et  / 
une  quantité  de  la  forme 

On  voit  que  chacune  des  unités  entrant  dans  une  des  trois 
expressions  w,  /,  p  n'entre  dans  aucune  des  deux  autres,  de  sorte 
que  /•  ne  peul  être  mis  sous  la  forme  précédente  que  d'une  seule 
manière. 
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De  plus,  cette  torme  de  /  esl  invariante  par  rapporl  au  groupe 
des  mouvements  sans  déformation  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
esl  indépendante  du  système  de  référence,  en  ta  ni  que  Ton  ne 
considère  que  des  systèmes  Je  coordonnées  trirectangulaires. 

En  effet,  pour  effectuer  le  mouvement  représenté  par 

q  s-  w  q , . 
ii  suffîl  d'appliquer  l'opération 

\q  -+-  w<7,)(.) (q  -h  w?,)-1  =  Yw/(q  "i~  **£»)(■)(?  "hU)?î)i 

qui  représente  une  transformation  du  groupe  adjoint  au  groupe 
des  mouvements  euclidiens. 

Gela  résulte  de  la  théorie  des  groupes  de  transformations,  dont 
relève  la  théorie  des  systèmes  numériques  complexes.  Car  on  sait, 
d'après  les  travaux  de  M.  Poincaré  et  de  M.  Study,  que  chaque 
système  numérique  complexe  représente  un  groupe  projectif 
simplement  transitif  dont  le  groupe  réciproque  est  aussi  projectif. 

Ainsi  les  quantités  cr,  /  et  p  sont  bien  déterminées  par  le  tri- 
quaternion  r,  c'est-à-dire  sont  des  fonctions  de  /•,  et  nous  pour- 
rons poser 

w  =  G/\         /  —  Lr.        p  —  P/\ 

Il  résulte  des  règles  de  multiplication  du  système  des  triqua- 
ternions  que  le  carré  d'un  point  est  une  quantité  vulgaire  posi- 
tive, le  carré  d'une  droite  une  quantité  vulgaire  négative,  ainsi 
que  le  carré  d'un  plan. 

En  mettant  un  triquaternion  sous  la  forme 

/•  =  w  +  ;j..r0  -h  d  —  p. 
nous  introduirons  une  nouvelle  fonction  :  le  tenseur  de  r 


Le  tenseur  d'un   produit  est  égal  au  produit  des  tenseurs  des 
fadeurs. 
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ÉLÉMENTS    II  NÉAIRES. 


Examinons  la  nature  des  éléments  géométriques  représentés 
par  les  expressions  de  la  forme 

/=  |A.r()-+-  p  -t-copt. 

Nous  nous  servirons,  pour  simplifier  l'écriture,  des  fonctions 
quaternioniennes  S  et  V. 

Si  p  =  o,  /  représente  un  point. 

Si  x0  =  o,  /représente  un  complexe  linéaire,  qui  devient  une 
droite,  si  Spp,  —  o. 

Si  l'on  a  en  même  temps 


l'expression  se  réduit  à  top{  et  représente  à  la  fois  le  point  à  l'in- 
fini dans  la  direction  indiquée  par  p,  et  la  polaire  de  ce  point, 
par  rapport  au  cercle  imaginaire,  c'est-à-dire  la  droite  de  l'infini 
commune  aux  plans  perpendiculaires  à  p,. 

Notre  calcul  ne  distingue  donc  pas  entre  les  points  et  les  droites 
de  l'infini,  et  ce  sont  ces  quantités  que  nous  appellerons  des 
vecteurs. 

Un  complexe  linéaire  p  -f-  wp,  peut  toujours  se  mettre  sous  la 
forme  de  la  somme  d'une  droite  et  d'un  vecteur  ayant  la  même 
direction.  Il  suffit,  pour  cela,  de  décomposer  wp,  en  deux  vecteurs 
ayant  l'un  la  direction  de  p,  l'autre  une  direction  perpendiculaire. 

L'expression  l  peut  se  mettre  sous  la  forme  de  la  somme 
d'un  point  et  d'une  droite  passant  par  ce  point.  Il  est  facile 
de  le  voir  géométriquement.  On  le  voit  aussi  en  écrivant  /  sous  la 

forme 

(tji.ro  +  w{J)  -h  (p  -f-  top,  —  tofJ), 

où  p  est  déterminé  par  la  condition 

VpPH-a?0(pi  —  P)  =  o, 
d'où 

(xo  —  ?2)fi  =  ^oPi  +  ^oVppi—  pSpp,. 

Nous  dirons  que  /  représente  un  élément  linéaire. 

xxvii,  i3 
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Un  élément  linéaire  dépend,  en  somme,  d'un  point  et  d'une 
direction.  L'expression  /  représente  aussi  un  élément  superficiel, 
c'est-à-dire  un  point  et  un  plan  le  contenant,  savoir  le  plan  per- 
pendiculaire à  la  direction  déterminée  par  /. 

En  mettant  l'élément  linéaire  sons  la  forme 

/  =  m  ■+-  cl, 

où  m  est  un  point  et  cl   une  droite  passant  par  ce  point,  nous 
appellerons  masse  de  l'élément  la  quantité  numérique  7  m  et  axe 

de  l'élément  la  droite  —  La  longueur  de  l'élément  sera  la  lon- 

x0  ° 

ffueiir  de  l'axe,  c'est-à-dire  4  / — j— 

Posons  encore 

l  =  m  —  d. 

On  a 

//  =  m2  —  ci2  —  mcl  -h  dm  —  m2 —  d2, 

car   l'expression    mcl — dm,    qui   est  égale  à   aLmûf,    est    nulle 
lorsque  le  point  m  est  situé  sur  d. 

La  fonction  l  de  l  est  donc  déterminée  par  l'équation 

On  a  évidemment 

l  h-  ï       .     7  -  / 

m  =  .       d  = • 

'i  i 

On  a 

l2=  x2  -f-  p2  +  2(.r0{xp  -+-  wSppi). 

^o  +  p2  est  une  quantité  vulgaire.  L'expression  entre  parenthèses 
est  un  plan.  La  condition 

l>/2=0 

exprime  que  /  est  un  point  (p  =  o)  ou  une  droite  (x0  =  o, 
Spp,  =o). 

On  vérifie  directement  que  PI'2  représente  le  plan  perpendicu- 
laire à  la  direction  de  /  et  passant  par  le  point  de  /. 

Si  /  est  un  complexe,  c'est-à-dire  si  son  point  est  rejeté  à  l'in- 
fini, P/2  représente  le  plan  de  l'infini  avec  un  coefficient  égal  au 
moment  du  complexe.  On  remarque  que  la  connaissance  de  G/2 
et  de  T/2  détermine  les  quantités  x\  et  p2,  c'est-à-dire  la  masse 
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du  point  el  la  Longueur  de  la  droite,  qui  sonl  ainsi  indépendantes 
du  système  de  référence. 

Le  produil  <•>/  se  compose  d'un  vecteur,  qui  représente  la  direc 
lion  de  /  el  «lime  partie  planaire,  qui  <  ;sl  le  plan  de  L'infini  <<> 
avec  — .r„  pour  coefficient. 

La  notion  d'élément  Linéaire  est  indépendante  du  calcul  des 
triquaternions,  et  la  Géométrie  des  éléments  Linéaires  paraîl  pré- 
senter un  intérêt  comparable  à  celui  de  la  Géométrie  réglée  el  de 
la  Géométrie  des  sphères. 

Considérons  les  transformations  projectives  de  la  variété  J\l« 
formée  des  éléments  linéaires,  c'est-à-dire  les  transformations 
linéaires  homogènes  des  coordonnées  dont  l'ensemble  est  repré- 
senté par  xQl  p,  p, . 

Ne  retenons  parmi  ces  transformations  cjue  celles  qui  con- 
servent la  variété  linéaire 

x0  =  o, 

et,  dans  celle  variété,  laquadriqne  dont  les  équations  sonl 

Remplaçons  les  sept  coordonnées  homogènes  par  six  coordon- 
nées obtenues  en  divisant  les  premières  par  xQt  ce  qui  revient  à 
égaler  x0  à  l'unité  et  à  prendre  comme  coordonnées  de  l'élément  p 
el  p<. 

Les  transformations  considérées  laissent  invariante  une  équa- 
tion différentielle  quadratique 

S  dp  dp i  =  o. 

Le  groupe  des  transformations  projectives  de  la  variété  M6  qui 
conservent  une  expression  quadratique  Sdpdp{  présente  des  pro- 
priétés tout  à  fait  analogues  à  celles  du  groupe  euclidien  de  l'es- 
pace ponctuel. 

Deux  éléments  linéaires  présentent  par  rapport  à  ce  groupe  un 
invariant  correspondant  à  la  distance  dans  l'espace  ponctuel.  Cet 
invariant  est 

S(p-P')(pi-P't) 

si   les  vecteurs  servant  de  coordonnées  aux  deux  éléments  sont 
(p,  P«)et(p',  o't). 
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On  peut,  dans  cette  expression,  remplacer  p,  et  p',  par  leurs 
expressions  en  fonction  des  vecteurs  fi  et  fi'  des  points,  savoir  : 

Pi=P-VpfJ,        p'^P'-Vp'P'. 

L'expression  de  l'invariant  devient 

s(p-p;)(p'-p)  +  spp'(P'-p) 

S(p-p'-Vpp')(P-P'). 

On  voit  que  sa  valeur  est  indépendante  du  système  de  coordon- 
nées, car  le  premier  facteur  ne  dépend  que  des  axes  des  deux 
éléments,  et  le  second  facteur  est  le  vecteur  allant  du  point  fi  au 
point  fi'. 

On  peut  donner  à  cet  invariant  le  nom  de  moment  des  deux 
éléments. 

Deux  complexes  linéaires  c  et  c'  ont  aussi  un  invariant  corres- 
pondant dans  l'espace  ponctuel  au  cosinus  de  l'angle  de  deux 
directions.  Cet  invariant  a  pour  expression 

Spp', -h  Spi  o'  to-1Pcc' 

v/p2?'2  TcTc 

C'est  le  moment  des  deux  complexes. 

La  variété  linéaire  M3  formée  des  points  de  l'espace  rencontre 
la  variété  linéaire  M5  formée  des  complexes  linéaires  suivant  une 
variété  linéaire  M2  formée  des  points  ou  droites  de  l'infini.  Celte 
variété  M2  est  évidemment  une  génératrice  linéaire  de  la  qua- 
drique  des  droites. 

L'expression  différentielle  S  dp  dp <  joue  le  même  rôle  que 
dx2-\-dy2-\-  dz'1  dans  l'espace  ponctuel.  La  variété  M3  des  com- 
plexes linéaires  correspond  au  plan  de  l'infini;  la  quadrique  des 
droites,  au  cercle  imaginaire;  la  variété  M3  des  points  de  l'espace, 
à  une  droite  isotrope. 

La  différence  V —  /  de  deux  éléments  linéaires  /  et  /'  ayant  des 
masses  égales  à  l'unité  est  un  complexe  linéaire. 

Le  moment  de  ces  deux  éléments  est  représenté  par  les  coef- 
ficient de  w  dans  P(/' —  l)-. 

La  condition 

P(/'-/)2  =  0 

exprime  que  le  complexe  /' —  /  est  une  ligne  droite. 
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Cette  condition  esl  réalisée,  par  exemple,  quand  les  droites  des 
deux  éléments  sont  parallèles  et  égales;  /' —  /  est,  dans  ce  cas,  un 
vecteur. 

L//'  est  un  complexe  dont  l'axe  est  perpendiculaire  aux  axes  de 
/  et  /'. 

Si  les  deux  facteurs  sont  des  points,  L//'  représente  le  vecteur 
qu'ils  déterminent,  multiplié  par  les  masses  des  deux  points. 

Si   l'un   des  facteurs  est  un   point  et  l'autre   une  droite,  L//' 

représente  le  vecteur  perpendiculaire  au  plan  passant  par  ce  point 

et  cette  droite,  avec  une  longueur  proportionnelle  à  la  distance 

du  point  à  la  droite. 

L'équation 

L  //'  =  o 

exprime  que  les  axes  de  /  et  l' ,  ainsi  que  leurs  points,  coïncident 
en  position,  la  masse  et  la  longueur  pouvant  être  différentes 
pour  les  deux  éléments. 

En  particulier,  si  l'un  des  éléments  est  une  droite,  c'est-à-dire 
si  son  point  est  nul,  l'autre  élément  doit  avoir  son  point  sur  cette 
droite,  et  son  axe  dirigé  suivant  cette  droite,  de  sorte  que  si  l'un 
des  facteurs  est  un  point  et  l'autre  une  droite,  la  relation  précé- 
dente exprime  que  le  point  est  situé  sur  la  droite. 

VU'  est  un  plan  perpendiculaire  à  la  résultante  des  deux  axes. 
Il  est  rejeté  à  l'infini,  si  cette  résultante  est  nulle,  c'est-à-dire  si 
les  deux  axes  forment  un  couple,  ou  encore  si  les  deux  éléments 
/  et  V  sont  des  complexes.  Enfin  le  plan  à  l'infini  devient  nul  lui- 
même  si  les  points  de  /  et  /'  sont  situés  dans  un  plan  perpendicu- 
laire aux  deux  axes  ou  si  les  deux  complexes  sont  en  involution. 

Si  l'un  des  facteurs  est  un  point  et  l'autre  une  droite,  VU'  repré- 
sente le  plan  mené  par  le  point  perpendiculairement  à  la  droite. 

Si  les  deux  facteurs  sont  des  complexes,  VU'  a  pour  expression 
le  symbole  du  plan  de  l'infini  w  pris  avec  le  signe  —  et  multiplié 
parles  tenseurs  des  facteurs  et  par  leur  moment  (par  leur  distance, 
si  les  complexes  sont  des  droites). 

Pour  terminer  l'interprétation  du  produit  de  deux  éléments 
linéaires,  remarquons  les  trois  formules  : 

Omd  =  o,         Gmni'=TmT/n,         Gdd'  =  —  T  dT  d' cos(d,d'). 

La  nullité  de  G  eUf  exprime  la  perpendicularité  des  deux  droites. 
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IV. 

PRODUIT    DE    DEUX    FACTEURS    DONT    l'un    EST    UJN    PLAN. 

Remarquons  les  formules  suivantes  où  /  et  /'  représentent  des 
éléments  linéaires,  p  et  p'  des  plans  : 

G//' =  S/7,  LU'   =  —  Ll'l,         P//'=P/7, 

Glp  =o,  \Jp   =Lpl,  Vlp  =—¥pl, 

Gpp'  —  Sp'p,        Lpp'  =  —  IjPPi        IJ PP'  —  °- 

Ces  résultats  peuvent  être  résumés  ainsi  : 

La  fonction  G  admet  l'inversion  de  Tordre  des  facteurs.  La 
fonction  L  l'admet  quand  les  facteurs  sont  d'espèces  différentes  et 
change  de  signe  dans  le  cas  contraire.  La  fonction  P  se  comporte 
d'une  manière  inverse. 

Nous  avons  interprété  dans  le  paragraphe  précédent  le  produit 
de  deux  éléments  linéaires. 

Examinons  maintenant  le  produit  de  deux  plans  et  celui  d'un 
élément  linéaire  et  d'un  plan. 

On  a 

pp'  =  G/Y>'-f-  L/>/>'  =  —  T/>T/>  cos(p,  p)  -+-  TpTp'  o  sin(/>,  />'), 

où  o  est  la  droite  d'intersection  des  deux  plans  p  et  p' ,  et  (p,  p') 
l'angle  des  deux  plans,  c'esl-à-dire  l'angle  déterminé  par  la  rota- 
tion positive  autour  de  o,  qui  amène  le  côté  positif  de/?  en  coïn- 
cidence avec  le  côté  positif  de  p'.  Le  sens  de  la  rotation  positive 
par  rapport  à  une  droite  dirigée  dépend  des  conventions  primi- 
tives que  Ton  a  dû  faire  en  posant  ij  =  k.  On  voit  que  notre  défi- 
nition ne  détermine  pas  une  direction  positive  pour  o  ni  un  signe 
pour  sin  (/?,/?').  Le  signe  de  sin (p-,  p')  change  avec  la  direction 
choisie  pour  ô,  mais  le  produit  o  sin(/>,  p')  est  bien  déterminé. 

L'expression  L/p  représente  un  élément  linéaire,  dont  le  point 
est  sur  le  plan/;  et  dont  l'axe  est  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Si  l  se  réduit  à  un  point,  hlp  est  la  droite  menée  par  ce  point 
perpendiculairement  au  plan  p. 

Si  /  se  réduit  à  une  droite,  Llp  est  son  point  d'intersection  avec 
le  plan  p,  pris  avec  une  masse  proportionnelle  au  sinus  de 
l'angle  de  la  droite  et  du  plan. 
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L'équation 

I,  <!/>       o 

exprime  que  la  droite  <l  est  située  dans  le  plein  p. 

I /expression  Plp  représente  nn  plan  perpendiculaire  au  plan  i> 

et   parallèle  à  Taxe  de  /. 

Lorsque  L'élément  /  se  réduit  à  une  droite,  VIp  représente  le 
plan  mené  par  cette  droite  perpendiculairement  au  plan/?. 

Si  /  est  un  poinl ,  Plp  se  réduit  au  symbole  to  du  plan  de  L'infini 
pris  avec  le  signe  —  et  multiplié  par  les  tenseurs  du  plan  et  du 
point  et  par  la  distance  du  point  au  plan,  affectée  d'un  signe  con- 
venable, de  sorte  que  l'équation 

P  mp  =  o, 

où  m  représente  un  point  variable,  est  l'équation  du  plan  p. 

V. 

APPLICATION     AU     MOUVEMENT    DES     SYSTEMES     INDÉFORMABLES. 

Celte  application  a  pour  but  de  montrer  la  simplicité  des  calculs 
en  triquaternions. 

Nous  savons  qu'un  mouvement  sans  déformation  est  représenté 
par  un  biquaternion 

r  =2  q  -H  ci>gi  =  a0-f-  tai-h/'ota-i- Aras-h  co(p0-f-  i^-t-y  $*-+•  kfa) 
satisfaisant  à  la  condition 

</<7i+?i<7  =  °  [P/'2—  -î(Lry-=  o], 

ou 

La  droite  qui  reste  invariable  dans  le  mouvement  est  l'axe  du 
complexe  Lr 

L'angle  de  rotation  28  et  la  grandeur  du  glissement  'it\  sont  dé- 
terminés par  les  formules 

lange  = 


v/af  -+-  af  --h  a2  /*ï  -+-  af  -h  a2 

Supposons 

Tr  =  i, 
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c'est-à-dire 

a-} -h  %]  -H  ag  H-  a:|  =  i, 

et  désignons  par  o  l'axe  du  mouvement  pris  avec  un  tenseur  égal 
à  l'unité. 

Nous  pouvons  alors,  d'après  ce  qui  précède,  écrire  /•  sous  la 

forme 

/•  -  cos  0  H-  o  sin  0  —  a>  or,  cos  0  -+-  wij  sin  0. 

Un  point  [jl  devient,  après  le  mouvement  représenté  par  /•, 

l  ix'  =  /—'  \±r  =  (cos  0  —  6  sin  0  -h  w  or,  cos  0  -h  orr,  sin  0) 

|  X  [Ji(cos  0  -h  o  sin  0  —  tu  ort  cos  0  -+-  iotj  sin  6), 

ou,  en  effectuant  les  calculs, 

(i)«  a'  ==  [jl  —  i  o\j\x  o  sin20  -f-  h\x  o  sin  ?.0  h-  ho  or,, 

ou  encore,  en  mettant  en  évidence  la  projection  oP[i.odu  point  ij. 
sur  l'axe, 

(  i  y>  |/  =  —  ôPjjl  o  +  oL;j.  o  cos  2  0-1-  L(jl  o  sin  26-1-2  w  8t)  . 

Les  droites  et  les  plans  donnent  lieu  à  des  formules  analogues. 
C'est  ainsi  que  l'on  a 

(2)  d'=r-Ulr, 

ou,  en  supposant  d'abord  7)  nul, 

( 2 )'*  d'  =  d  —  s>. oL  do  sin2 0  h-  L  é/o  sin  2 0, 

(2)*  rf'  =  —  8Prf8-+-8Ld8sin*0-+-Lrf8siii28. 

Si  7)  n'est  pas  nul,  on  doit  ajouter  à  chacune  des  deux  expres- 
sions précédentes  2  0jLor/'7(. 
Enfin,  on  a,  de  même, 

(3)  p'=r-ipr, 

(  3 )a  p'  a  />  —  2  oP/>  8  sin2 0  -h  P/>  0  sin  2  9  4-  2  Pu>  o/> r, , 

(3)A  P  ——  oL/>  8  -f-  8P/'  0  cos  28  h-  P/>  8  sin  2O  -+-  2 Pic  oprr 

Supposons  que  r  représente  un  mouvement  infinitésimal,  c'est- 
à-dire  que  8  et  r\  soient  infiniment  petits.  Dans  ce  cas,  en  dési- 
gnant par  X  le  rapport  ^  et  en  négligeant  les  infiniment  petits  du 
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second  ordre,  l<i  biquaternion  /  deviendra 

i  -i-  (o  —  (»  8X)0, 
et  ion  aura 

(4)  \x  =  \x  -f-  2  1^  a(  o  —  CD  SX  )  6. 

Faisons  maintenant  intervenir  1<^  temps.  On  pourra  poser 

(5)  £=..,0, 

en  désignant  parc  un  complexe  linéaire,  que  l'on  peut  appeler  le 
complexe  instantané. 

L'accélération  du  point  u  a  évidemment  pour  expression 

d2  \x        ,       de        _  du  de 

—r*-  =  \j  \x  — hli  -7-  c  =  L  a  --  -+-  L .  L  \x  c .  c. 

dt*  '   dt  de  [   dt 

Dans  le  mouvement  d'un  système  indéformable,  la  position  à 
un  instant  donné  peut  être  déterminée  par  le  biquaternion  /■  re- 
présentant le  déplacement  unique  par  lequel  on  passerait  d'une 
position  arbitrairement  choisie  à  la  position  au  temps  t. 

Exprimons  le  complexe  instantané  en  fonction  de  r  et  de  -%-• 

On  a,  en  désignant  par  u0  la  position  initiale  du  point  jjl, 

d'où 

d\x        d(r~x)  .       dr  ,  dr  ,       dr 

m  =  sr  iX°r + '   tx"  m  =  ~ r  Tt  '  * '' +  '   !*° Tt 

dr  dr  dr 

de^       [  dt  i      di 

en  remarquant  que  F-r;/'   '  =  o. 

On  voit  donc,  par  comparaison  avec  la  formule  (5),  que  le 
complexe  instantané  a  pour  expression 

(C)  e  —  .Lgr-. 


Si   nous   supposons,   comme   nous  pouvons    toujours   le   faire 

dr 
dt 


que  /•  conserve  son  tenseur  égal  à  l'unité,  l'on  a  G.r   '  -rr  =  o. 


Par  suite,  l'on  peut  écrire  simplement 
(6)"  c=  —  2~/r-i, 
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ii 
on 

dr 

(7)  Hern-irij. 

r~xcr  représente  le  complexe  qui,  par  Je  mouvement  /',  devient 
le  complexe  instantané.  r~*  cr  représente  donc  la  position  <lu 
complexe  instantané  par  rapport  au  système  mobile. 

Avant  d'entreprendre  par  le  calcul  des  triquaternions  la  dyna- 
mique des  solides,  il  est  nécessaire  de  combler  une  lacune  de  ce 
calcul,  qui  a  en  effet  le  grand  défaut  de  ne  pas  permettre  l'intro- 
duction commode  de  la  droite  joignant  deux  points  donnés  ou  du 
plan  contenant  une  droite  et  un  point  donnés. 

Ce  sera  l'objet  d'une  prochaine  Communication. 


REPRÉSENTATION  DES  FONCTIONS  PAR  DES  SÉRIES  DE  POLYNOMES; 

Par  M.   L.   Leau. 

1.  M.  Appell  et  M.  Painlevé  ont  montré  les  premiers  qu'une 
fonction  holomorphe  dans  une  aire  limitée  par  un  contour  con- 
vexe peut  être  développée  dans  cette  aire  suivant  une  série  de 
polynômes.  C'est  un  fait  intéressant  que  l'on  puisse,  par  la  sub- 
stitution, à  une  série  de  puissances  ascendantes  de  la  variable, 
d'une  série  de  polynômes  de  degrés  croissants,  obtenir  un  mode 
de  représentation  de  la  fonction,  valable  dans  une  aire  souvent 
plus  étendue  que  celle  du  cercle  de  convergence. 

2.  J'ai  appris  que  M.  Mittag-Lefller  a  donné,  en  1898,  dans  un 
périodique  publié  en  langue  suédoise,  la  propriété  suivante  :  Si, 
de  la  région  qui  comprend  l'origine  et  où  la  fonction  donnée  est 
holomorphe,  on  supprime  les  prolongements  des  rayons  issus  de 
l'origine  et  aboutissant  aux  points  singuliers,  la  fonction  est  dé- 
veloppable  en  série  de  polynômes  dans  la  région  étoilée  ainsi 
obtenue.  Ayant,  depuis  quelque  temps,  établi  d'une  manière  in- 
dépendante une  propriété  un  peu  plus  générale  ('),  je  crois  utile 
d'en  donner  ici  la  démonstration. 

(')  Depuis  lenvoi  de  la   présente  Communication,   M.  Mittag-Leffler  a  donné 


',\.  Figurons  une  courbe  (1  issue  de  l'origine  O  ei  allant  à  un 
point  quelconque  A.  Si  Ton  multiplie  l'affixe  de  chaque  point 
de  C  par  une  constante  k,  on  a  une  nouvelle  courbe.  Toutes  les 
lignes  ainsi  formées  constituent  une  famille  i  *  *  M  <r  qu'il  existe  une 
courbe  et  une  seule,  (  ip,  de  cette  famille  ayant  son  extrémité  en  un 
point  donné  V  du  plan.  Cela  posé,  soit  une  fonction  F(s),  holo- 
morplie  dans  une,  région  <'l  :  on  pourra  former  (et  d'une  infinité 
de  manières)  une  série  de  polynômes  dont  les  coefficients  sont 
les  produits  de  ceux  de  F  par  des  nombres  qui  ne  dépendent 
que  de  la  famille  de  courbes  considérée;  et  cela  de  manière  que 
la  série  représente  F(s)  en  tout  point  P  du  plan  tel  que  la 
courbe  CP  soit  à  une  dislance  de  tout  point  singulier,  ayant  un 
minimum  différent  de  zéro. 

4.  Calcul  préliminaire.  —  Soient  une  fonction  F(z)  holo- 
morphe  dans  une  certaine  aire,  et,  dans  cette  aire,  deux  cercles 
de  même  rayon  p,  de  centres  cj  et  T,  ce  dernier  centre  à  l'inté- 
rieur du  premier  cercle.  Les  développements  de  F  relatifs  aux 
points  a)  et  I  sont  respectivement 


a,,zi\ 


(O  A*)  =  2 

(.)  ^)=2^=2Z7T]^ 

si  x  désigne  l'affixe  du  point  I  par  rapport  à  t*>. 

Mais  on  suppose  qu'on  ne  connaît  des  coefficients  de  f(z)  que 
des  valeurs  approchées  des  premiers  :  a()1  «,,   ...,  a'n\   et  que 

n 

Ton  substitue  àf(z)  le  polynôme  v(z)  =  /j  anzP.  On  en  déduit, 

0 

au  lieu  de  la  série  g(z),  le  polynôme 


xW =2*^=2 


/>! 


qu'on  limitera  à  un  degré  s  inférieur  à  /?,  degré  qu'on  se  réserve 
de  déterminer. 


une  .Noie  (le  i5  mai)  aux  Comptes  rendus,  cl  publié  dans  les  Acta  mathema- 
tica  une  démonstration  de  son  théorème,  dans  laquelle  il  indique  qu'on  peut 
remplacer  les  droites  par  d'autres  lignes. 
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Alors  on  fait  l'hypothèse  que,  pour/;'/*,  on  ail 

I  ap—  a'p  |<s/M 

et  que  £/;  est  une  somme  de  termes  de  la  forme 

où  A,  a  et  h  sont  des  constantes  positives,  cette  dernière  étant  de 
plus  un  entier  et  les  a  inférieures  à  i.  On  se  propose  de  trouver 
une  expression  i\p  de  même  forme  que  e/n  et  telle  que  Ton  ait 

\bi>—  bp  I  <  rn>        pour/? ^s. 

5.   f(z)  se  compose  de  deux  parties  : 

/,(i)  =  Oo+fl|i+...+  ««  zn, 

Posons  |  #  |  =  Ij.  Considérons  l'erreur  qui  provient  de  la  diffé- 
rence f\  (s)  —  f(z)'  O11  a  évidemment  (£  sera  plus  petit  que  1) 

£  I  [/.<»(*)  -  î"^)]:=,|  <  ^  A  (7^55^  • 

La  seconde  erreur  résulte  de  la  suppression  de  f^z).  Or,  soit 
M  une  limite  supérieure  du  module  de  F(z)  dans  la  région  con- 
sidérée et  spécialement  sur  un  cercle  de  centre  to  et  de  rayon  R 
supérieur  à  p.  Une  fonction  majorante  de  f>(z)  est 


R"+ '  fi  — 


R 

son  module  sur  le  cercle  de  rayon  p  est  donc  inférieur  à 


R'<+»     i 


et,  par  suite. 


Up\z) 


{i 


n  +  \ 


(-IM-J 


?  \  /'+> 
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-j  sera  supposé  plus  petit  que  i;  -'-  et  -  resteront  inférieurs  à  des 

nombres  plus  petits  (pic  i.  Il  résulte  de  là  que,  Dit/ désignant  une 
nouvelle  constante,  si  l'on  choisil  par  exemple  n  >  25  et  que  l'on 
pose  i}—>s-\-n\  on  pourra  écrire,  en  désignant  par  //  le  plus 

grand  (les  deux   nombres  ~,     —  *   et  par  /  une    limite   supérieure 

1          1              1                   .    ,          1 
le  =-  cl  des  quantités  >•> 


1  bi>—  b'p  l  <  sn»  ( i,f  )r  iin+x  -+■  ^  A  a/'~'  (  « /  )''+*  > 

=r->  de  même  que  jr  >  sera  assujetti  à  rester  inférieur  à   1.  Comme 
H2  n        R  J 

p  ne  varie  dans  l'inégalité  précédente  que  de  o  à  s,  nous  pren- 
drons 

(  3  )  riP  =  DXL  U  uP+n'+i  -4-  \  A  /*+i  a*+P. 

C'est  bien   là  une  expression  de  même    forme  que  celle  de  e^. 

6.  Remarquons  enfin  que  dans  '/(s),  ordonné  par  rapport 
aux  a' y  le  coefficient  de  a'm  est  un  polynôme  homogène  de  degré 
m  en  x  et  z. 

7.  Démonstration  du  théorème .  —  Soit  une  courbe  CP  de  l'es- 
pèce considérée,  x  faffixe  du  point  P.  Inscrivons  dans  CP  une  ligne 
brisée  de  t  côtés  égaux  (pour  plus  de  simplicité)  et  dont  les  sommets 
ont  pour  af fixes  x0  (l'origine),  x{ ,  xK  +  x2,  ••-,  xK  +  x2-+-  • .  •  -\-oct 
(ou  #).  Posons  \xt — Xi_i  |  =  5.  La  fonction  F(s)  est  supposée 
holomorphe  dans  une  région  Si  qui  comprend  CP  à  son  intérieur; 
M  désigne  le  maximum  de  son  module  dans  cette  région.  On  prend 
dans  les  développements  successifs  approchés  et  qui  sont  re- 
latifs aux  différents  sommets  de  la  ligne  brisée,  les  /z0-f-i, 
«1  +  1,  ...,  nt-\-  i  premiers  termes  (n0  ^  2«,,  /?,  ^2/i2>  ■  •  •}• 
Ces  polynômes  sont  toujours  déterminés,  mais  les  raisonnements 
ne  s'appliquent  qu'à  partir  d'un  moment  où  les  cercles  de  rayon  p 
(supérieur  à  Ç)  et  qui  ont  les  sommets  pour  centres,  sont  tous  à 
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l'intérieur  de  <&,  avec  les  conditions  p,  £>  ^  inférieures  à    i   (les 

cercles  de  rayon  R  étant  eux-mêmes  à  l'intérieur  de  <lR). 

Soit 

//, (z)  =  o0*+  «U*  -+■•••  ■+■  «/>* -/'-+-••  • 

le  développement  exact  relatif  an  point  x{-\-  x. _>-{-.  .  .-\-Xk-  On 
désigne  par  £/;/f  une  limite  supérieure  du  module  de  l'erreur  com- 
mise sur  apk  dans  le  calcul  approché.  On  a,  d'après  le  n°  5, 

ep2  =  3H  /"'«"'-2"J+',+l  -h  Spi  /*r+-i  (p!ni), 

(4)  <  £,,.3=  Dll/"3M»»-*»3+/'-«-i-i-£/,2/«ï+1  (pin^, 


\  Bpt  =  ;)li  /"<  K"»-»-2«r*-/'+1  +  Bpt-t  /"'+1       (/>  =  nt  ). 
On  en  déduit 

\   Bpt=  OÏL  UP+1  (/"tu"t-> -2//,+  J«t_,+»H-lw*t-sr-*«t-!-h..  • 


Posons,  par  exemple. 


/*/  =  o, 


/i0  —  2  /ï i  =  /Il  -+-  «2  ■+"  •  •  •  "+"  >*<  -+■  f  —  ' 


Ces  égalités  détermineront  successivement  nh  /?,_,.  /?^_2i   •  •  • 

et  //o,  et  l'on  aura 

^   «OÏL  u 
(7)  ■M<7=75' 

en  supposant  lu  <  i . 

8.  Il  résulte  de  là  que,  si  Ton  fait  croître  t  indéfiniment,  et  si  l'on 

fait  tendre  p  vers  zéro  (  -  restant  inférieur  à  un  nombre  plus  petit 

\  P 


que  i  )>  l'inégalité  (7)  sera  certainement  applicable  à  partir  d'un 
certain  moment,  et,  de  plus,  s0r  tendra  vers  zéro. 
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Or,  d'après  le  n°6,  !<■  coefficient  d'une  lel  tre  a ,  am  par  exemple, 
figurant  dans  une  valeur  approchée  de  l,(/'),  valeur  approchée 
Linéaire  par  rapporl  aui  <i,  est  un  j > ( > I v 1 1 <% 1 1 1 < *  homogène  de  degré  /// 

m  xlf  ./,,  ...  .rr  (si  les  sommets  de  la  ligne  brisée  correspon- 
dante som  o,  .r,,  .r,  -(-  .r2,   .  .  . ,  .r,  4-  j:2  -+- . .  .  -\-.rt).  En  posant 

a?j=Xia?,        a?i  =  X^a?,         ...,        ./-,  —  X(x. 

le  coefficient  de  am  est  maintenant  le  produit  de  ./•'"  par  une 
expression  homogène  par  rapport  aux  X.  Soit  l\/('")  le  polynôme 
en  x  ainsi  obtenu  à  la  qn '"Ie  opération.  On  aura 

IM37)  =  ^  aOTOfl»OTfy(Xi,X4,  . . .,  \t)xm. 

9.  Supposons  qu'on  veuille  atteindre  un  autre  point  P'  d'af- 
fixe  x' .  Soit#f=A\r.  La  courbe  CP,  donne  lieu  aux  mêmes  expres- 
sions approchées.   Les  points 

^r',  =  X ,  k x,         x\  -+-  x'2  =  \\kx  -+■  X2  kx.         . . . , 

x\  -+-  x'2  -h.  .  .  -+-  x',  —  "ktkx  -h  X3A:a?  -+-...-+-  ktkx 

sont  les  sommets  d'une  ligne  brisée  inscrite  dans  GP ,  et  pour  la- 
quelle les  mêmes  raisonnements  sont  applicables  que  pour  G,,,  dès 
que  Gp-  est  dans  la  région  A.  D'ailleurs,  le  polynôme  correspon- 
dant est  manifestement 

?,  am  rvlo/„,(7(  X,  kx,  X2/t\r,  . . . ,  X,  kx), 
c'est-à-dire 

X  a  m  Xm,q  (Xt,  X*,  . . . ,  X,)  37''». 

Donc,  à  l'intérieur  de  toute  la  région  JR.,  on  a 

F(a?)  =  HmP^cr). 

De  plus,  dans  toute  région  Si!  finie  intérieure  à  «ft,  le  minimum 
de  la  distance  des  deux  contours  étant  différent  de  zéro,  on  a  con- 
stamment, si  petit  que  soit  s, 

|F(âr)-Pf(»)|<t, 
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à  partir  d'un  certain  moment,  car  il  est  visible  que  pour  inn- 
ées points  x,  le  second  membre  de  l'inégalité  (7)  lend  simultané- 
ment vers  zéro  (* ). 

10.  Le  développement  de  F (x)  en  série  de  polynômes  se  dé- 
duit immédiatement  de  ce  qui  précède. 

On  a 

F(^)-I>,(r)+[P2(.r)-P1(,r)|  +  [l>r/(^)-lVi(-r  )]-+-..., 

et  cette  série  est  absolument  et  uniformément  convergente  dans  Si!. 

11.  En  particulier,  si  Ton  choisit  pour  G  une  droite,  on  obtient 
la  région  étoiléc  de  M.  Mittag-Lefiler.  Si  l'on  prend  l'arc  d'un 
segment  de  cercle  capable  d'un  angle  cp,  il  faut  rejeter  les  demi- 
droites  issues  des  points  singuliers  S  et  faisant  avec  OS  (dans  un 
sens  convenable)  l'angle  ». 


INTÉGRATION  GRAPHIQUE  DE  CERTAINS  TYPES  D'ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE; 

Par  M.  Michel  Petrovitch. 

Dans  le  Dingier's  polytechn.  Journal  (1897;  ^d.  305), 
M.  Klerits  a  décrit  un  appareil  d'une  extrême  simplicité,  qu'il  a 
appelé  traclorio graphe,  parce  qu'il  peut  servir  à  décrire  d'un  trait 
continu  les  tractoires  d'une  courbe  plane  donnée  quelconque. 
L'appareil  se  prête,  entre  beaucoup  de  solutions  graphiques,  à  une 
construction  facile  et  exacte  des  nombres  m  et  e,  à  la  division  d'un 
arc  de  circonférence  en  n  parties  égales,  etc. 

Je  voudrais  faire  remarquer  que,  légèrement  modifié,  l'appareil 
de  M.  Klerits  pourrait  servir  à  l'intégration  graphique,  très  simple 
et  très  commode,  de  certains  types  d'équations  différentielles  du 
premier  ordre. 

Concevons,  en  effet,  un  appareil  construit  de  la  manière  sui- 
vante :  sur  une  tige  métallique  AB  (fig.    1)  se  déplace  une  rou- 


(')  Ces  résultats  sont  à  rapprocher  de  ceux  que  j'ai  indiqués  à   la  fin  d'une 
Note  insérée  aux  Comptes  rendus  le  ->4  octobre  1898. 
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[elle  I  verticale,  pouvani  être  fixée  à  l'aide  d'une  vis  I*,  à  distance 
voulue  de  l'extrémité  15  d<-  la  tige.  La  roulette  esl  maintenue  par 
un  étrier  cl   s'appuie,   par  l'action  <!<•  son   pouls,  sur  le  papier 


Fie.   r. 


étendu  horizontalement;  on  peut  d'ailleurs  la  charger  à  volonté  à 
l'aide  d'un  poids  supplémentaire.  L'angle  que  le  plan  de  la  rou- 
lette fait,  avec  le  plan  vertical  passant  par  la  tige  peut  être  con- 
stant ou  varier  suivant  une  loi  donnée,  dépendant  de  la  construc- 
tion de  l'appareil  ('  ). 

Le  mouvement  de  la  tige  est  guidé  par  deux  manchons  m  et  //, 
solidaires  du  stylet  K,  avec  lequel  on  suit  la  courbe  donnée,  tout 
en  pouvant  prendre  une  direction  quelconque,  car  la  tige  tourne 
librement  autour  de  l'axe  CK.. 

La  roue  F,  surmontant  la  roulette  T,  est  enduite  d'une  matière 
colorante  (par  exemple  d'encre  d'imprimerie)  et  la  dépose  sur  la 
roulette  T,  qui  dès  lors  laisse  une  trace  sur  le  papier. 

Lorsque  le  stylet  K,  guidé  par  les  manchons  m  et  /i,  qu'on  tient 
à  la  main,  se  déplace  sur  une  courbe  donnée  (T),  la  trace,  laissée 
sur  le  papier  par  la  roulette  T,  sera  une  certaine  courbe  (V), 
enveloppe  des  droites  d'intersection  du  plan  horizontal  avec  le 
plan  de  la  roulette. 

Pour  trouver  l'équation  de  cette  courbe  (r7),  correspondant  à 
une  courbe  (T)  donnée,  soit 

(i)  F(X,Y)  =  o 

l'équation  de  la  courbe  sur  laquelle  on  fait  déplacer  le  stylet  K; 


( ')  Dans  l'appareil  de  M.  Klerits  cet  angle  est  constamment  nul  et  la  modification 
qu'il  y  aurait  à  faire,  pour  que  ce  qui  suit  soit  applicable,  consisterait  à  donner 
à  cet  angle  une  valeur  différente  de  zéro,  fixe  ou  variable  suivant  une  loi  donnée. 

XXVII.  I  \ 
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soienl  M(X.  T)  {fig*  2)  un  point  arbitraire  de  cette  courbe  el 
N(#,  v)  le  point  correspondant  de  la  courbe  (T'),  tracée  par  la 
roulel  te. 

Désignons  par  a  l'angle  que  fait  la   lige  JMN  avec  le  plan  de  la 


Fig.     ! 


y,  y 


M (X,Y> 


cc,X 


roulette;  par  (3  l'angle,  constant  ou  variable,  de  ce  plan  avec  Taxe 
des  X;  par  /  la  longueur  constante  MN  de  la  tige  et  par  b  la  lon- 
gueur MP  comprise,  sur  la  parallèle  à  l'axe  des  x,  passant  par  M, 
entre  la  tige  et  la  projection  du  plan  de  la  roulette. 
On  aura,  d'après  la  disposition  de  la  figure  : 


w 


^  X  =  x  -+-  l  cos(a  -+-  fl), 
/  Y  =/  +  /sin(a  -h  (3). 


Si  l'on  remarque  qu'on  a 


(3) 


sina  =  —  sin  (3, 


dy 
tanga=  -/- =  y 


('°  °~"  "  dx 

les  équations  (a)  peuvent  s'écrire  sous  la  forme 

1  [(X  —  x)(i-hy'*)-l  &/*]*-+-(&*—/*)/*— /•=<>, 


(5) 


to  -j)(ïH-y2)-^']2+y2[(^2-^)r'--^]  =  o. 


La  longueur  /  est  fixe  :  c'est  la  longueur  choisie  de  la  tige.  La 
longueur  b  peut  être  fixe,  ou  variable  avec  une  ou  plusieurs  des 
quantités  x,  y,  y\  X,  Y. 

Supposons  d'abord  qu'elle   soi  t   fixe.  On  aura  alors    l'équation 
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différentielle  de  l;i  courbe  i  I"  ),  Lracée  par  la  roulette,  <'n  éliminanl 
\  et  ^  entre  les  équations  (i)  et  |  5  ).  (  1< ■  1 1 < -  équation  esl 


.(.. 


j  y//2-|-(/*-   l>*)y*  —  ''   '     ' 


• — - — : !  >  =  O. 


La  constante  d'intégration  sera  déterminée  par  cette  condition 
que  l;t  position  initiale  du  point  N  soit  celle  donnée  à  l'avance. 

Dans  le  cas  particulier  où  b  =  o,  l'appareil  se  réduit  à  celui  de 
M.  Klerits;  l'équation  différentielle  (G]  devient 

(7)  F  (*  +   ,— -r*  y  +-  -j^=)  =  °> 

el  définit  les  tractoires  de  la  courbe  F(X,  Y)  =  o,  que  l'on  décrit 
ainsi  d'une  manière  continue  avec  l'appareil  en  déplaçant  Je 
stylet  R  le  long  de  la  courbe  F  —  o, 

Si  b  =  l  l'équation  différentielle  (G)  devient 

On  réaliserait  ce  cas  à  l'aide  d'une  articulation  simple,  ayant  la 
forme  d'un  parallélogramme,  dont  les  côtés  auraient  des  longueurs 
fixes,  la  tige  AB  serait  un  des  cotés,  la  projection  du  plan  de  la 
roulette  serait  la  diagonale;  enfin,  les  deux  côtés,  passant,  l'un 
par  M  et  l'autre  par  N,  resteraient  constamment  parallèles  à  Taxe 
des  x.  Avec  ce  dispositif,  si  par  exemple  la  courbe  F(X,  Y)  =  o 
se  réduisait  à  une  droite, 

Y  -+-  mX  -+-  n  —  o, 

la  roulette  tracerait  les  intégrales  de  l'équation  différentielle 

(y  -h  mx  -+-  p)y'-~T-  il  y' '-+-  {y  •+•  mx  -+■  q)  =  o, 
où 

p  =  n  —  m  /,         q  =  n  -+-  »i  /. 

Mais  on  peut  faire  varier  la  longueur  b  avec  .r,  r.  y '.  X,   Y.  Si 
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la  loi  <l<;  cette  variation  est  représentée  par 

(9)  *(ô,a?,7,y,X,  Y;  =  o, 

on  aura  l'équation  différentielle  du  premier  ordre,  à  laquelle  satis- 
fait la  courbe  tracée  par  la  roulette,  en  éliminant  b,  X,  Y  entre 
les  équations  (i),  (5)  et  (9). 

Un  cas  particulièrement  facile  à  réaliser  est  celui  où  b  varie 
avec  y'  suivant  la  loi 

b  =  W[±y}t 

y 

1  étant  une  constante  positive  quelconque.  Il  en  sera  ainsi,  si  Ton 
fixe  rétrier,  qui  maintient  la  roulette,  de  manière  que  le  plan  de 
celle-ci  fasse  avec  la  tige  un  angle  invariable  a. 
On  aurait  alors 

avec 

X  =  /sina,  ;jl  =  /  cosa 

et,  en  déplaçant  le  stylet  K  le  long  d'une  courbe  F(X,  Y)  =  o,  la 
courbe  tracée  par  la  roulette  serait  une  intégrale  de  l'équation 
différentielle 

¥7  /     \x~  ^y        ^  —  \*>y' 

*     x  -t-  »  y    ' 


v/n-j'2  /î+T7"2 

Si  par  exemple  la  courbe  F  =  o  se  réduisait  à  une  droite 

Y  -h  i»  X  h-  n  =  o, 

la  roulette  tracerait  les  intégrales  de  l'équation 

\(y  -+-  mx  -+-  n  )*  —  q*  |/*-+-  xpqy '-f-  \{y  4-  mx  4-  n)*—p*]  =  o, 

où 

p  =  X  -+-  m  (jl,  ^  =  ;jl  -h  /»  À  . 

Sup|)osons  qu'on  ait  réalisé  un  appareil  où  b  varie  d'après  une 
loi  donnée 

(101  <!></;.  :r.  y.  y',  \.  Y  |  =  o. 
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Pour  qu'une  équation  du  premier  ordre 

(II)  ./"(  '     i  .   >    '       o 

smi  intégrablë  à  l'aide  d'un  tel  appareil,  il  sufût  que,  si 

(la)  'i<  V  Y,/,/)  =  o 

est  le  résultat  de  L'élimination  de  x,  y,  b  entre  (10),  (n)  et  (5), 
la  dérivée  partielle  •%—,  s'annule  pour  une  valeur  l  =  \  indépen- 
dante de  y ',  X,  Y.  Car,  s'il  en  esl  ainsi,  il  suffira  de  donner  à  la 
tige  la  longueur  X  pour  que  l'équation  (12)  se  réduise  à  une  équa- 
tion 

(i3)  )C(X,Y)  =  o 

entre  les  seules  variables  X  et  Y.  Adors  le  stylet  k  se  déplaçant  le 
long  de  la  courbe  (i3),  les  courbes  tracées  par  la  roulette  seront 
des  intégrales  de  l'équation  différentielle  (1  1). 


SUR  LA  CROISSANCE  DES  INTÉGRALES 
DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ALGÉBRIQUES  DU  PREMIER  ORDRE; 

Par    M.    EllNST     LlINOELOF. 

Dans  son  grand  Mémoire  Sur  les  séries  divergentes  ('),  cou- 
ronné par  l'Académie  des  Sciences,  M.  Borel  démontre  un  inté- 
ressant théorème  sur  les  limites  de  croissance  des  fonctions  conti- 
nues vérifiant  une  équation  différentielle  algébrique  du  premier 
ordre.  Dans  la  présente  Note,  nous  nous  proposons  de  reprendre 
cette  question,  en  donnant  une  nouvelle  démonstration,  qui  nous 
permettra  de  généraliser  et  de  compléter  sur  certains  points  les 
résultats  obtenus  par  M.  Borel. 

1.  Étant  donnée  une  équation  différentielle  algébrique  du  pre- 
mier ordre 

(0  F(x,  yty')  =  2Ax*yP/l  =  <>< 

(')  Annales  scientifiques  de  l'Ecole  Normale  supérieure,  1899,  p.  27. 
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on  se  propose  de  chercher  une  fonction  continue  et  croissante, 
(.)(./•),  telle  qu'en  désignant  par  y  (x)  une  intégrale  réelle  quel- 
conque de  (i)  qui  reste  continue  pour  les  valeurs  de  x  dépassant 
une  certaine  limite,  on  ail,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x, 

\y(r)  |  <  wcr). 

Parmi  les  termes  du  polynôme  F  nous  distinguerons  le  terme 
principal 

défini  par  cette  propriété  qu'on  ail,  pour  tout  autre  terme 

T  =  A.rV?/'ï 
de  ce  polynôme,  ou 

P  -*-  Y  <  P  •+- 
on 

P+Y=  P'+Y'>        Y<Y'> 
ou  enfin 

Y  =  Y''         ?  =  "P'»        *  <  «'■ 

Soit  maintenant  t(x)  une  fonction  positive  eroissanlc  telle 
qu'on  ait,  quelque  grand  que  soit  l'entier  positifs, 

(2)  li  m =  x. 

Telles  sont,  par  exemple,  les  fonctions  <?■*',  xl0irr,  xlos'logn,  .  .  .. 
Nous  allons  démontrer  d'abord  le  théorème  suivant,  qui  s'ap- 
plique à  l'équation  (i),  quelque  soit  son  degré  en  x,y,  y'  : 

Si y(x)  désigne  une  intégrale  réelle  de  Véquation  (i)  qui 
reste  continue  pour  x  >  #0?  on  aura 

I      x{x)dx 
\y(x)  |  <  tù(x)  =  el  ■'<> 

à  partir  d  une  certaine  valeur  de  x. 

Pour  ~(x)  =  ex ,  ce  théorème  se  réduit  à  celui  de  M.  Borel. 

Sans  nuire  à  la  généralité,  on  peut  évidemment  supposer 
(pic  ~'(x)  <  ~(x),  pour  x>»x0,  ce  qui  revient  à  admettre  que  la 
Jonction  i{x)  croît  moins  vite  (pic  ev  et  qu'elle  jouit  d'une  cer- 
taine régularité.  On  aura  alors 

/     -:(x)dx>    /      x'{x)dx-    x(x)  --5(0:0), 
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(I  où   il   SUll 

«.,,./■)  ;  ■  étui  x 
et,  par  suil e, 

,  3  i  liin  i    . 

,         ■     | T(. ri]" 

quel  que  soîl  l'entier  //. 

2.  Celle  remarque  faite,  passons  à  la  démonstration  du  théo- 
rème énoncé.  Si  celui-ci  n'était  pas  vrai,  deux  hypothèses  seraient 
(f  priori  possibles  : 

i°  L'équaiion  \y(x)  |  =  w(x)  a  des  racines  supérieures  à  tout 
nombre  donné,  quelque  grand  qu'il  soit. 

2°  On  a,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x,  y(x)  >  o)(.r),  ou 
bien  y  (x)  <C  —  co(#). 

Plaçons-nous  d'abord  dans  la  première  hypothèse  et  imaginons 
qu'on  trace  les  courbes  y  =.y(x)  et  y  !=  m(x)  ;  nous  supposons 
qu'elles  se  traversent  en  une  infinité  de  points  P<,  P2,  .  .  . ,  dont 
les  abscisses  x{1  x->,  .  .  .,  tendent  vers  l'infini  :  la  démonstration 
est  la  même  si  ce  sont  les  courbes  y  =y(x)  et  y  =  — o>(#)  qui 
se  coupent  en  une  infinité  de  points.  Supposons  encore,  pour 
fixer  les  idées,  qu'aux  points  P,,  P3,  P5,  ...  la  courbe  y(x)  tra- 
verse la  courbe  oy(x)  de  bas  en  haut,  tandis  qu'elle  la  traverse 
de  haut  en  bas  aux  points  P2,  P4,  Pc,  •  •  ••  En  quelques-uns  de  ces 
points  les  deux  courbes  pourraient  d'ailleurs  être  tangentes. 

Gela  posé,  on  aura,  aux  points  P,,  P3,  P5,  .  .  ., 

y'(x)^  w'O)  =  x(x)oi(x)  =  x(x)y(x), 
ou  bien 

y'(x)  —  z(x)y(x)^o. 

Pour  les  points  de  la  seconde  série,  P2,  P,,  Po,  .  .  .,  on  aura  au 

contraire 

y'{x)  —x(x)y(x)^o. 

Dans  chaque  intervalle  xn  —  xn+i,  il  y  aura  donc  au  moins  une 

racine  de  l'équation 

y'{x)  —  x{x)y(x)  =  o, 

et  comme  d'ailleurs,  dans  les  intervalles  x{ —  x2,  x^ — #4,  ..., 
on  a y(x)^.to(x),  on  voit  que  les  conditions 

'i>  y\x)  =  t  (x)y(x\        y(x)ï<ii(x), 
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seront  vérifiées  simultanément  pour  une  Infinité  de  valeurs  de  x  : 


OU 


un   -..  =  ce. 


Mais  ici  va  apparaître  une  contradiction.  Considérons,  en  effet, 
le  rapport  du  ternie  principal  T'  à  un  autre  terme  T  quelconque. 
Lorsque  x  est  égal  à  une  des  valeurs  £,  on  aura 

T' 

—  =  const.a7a'-a[x(a7)]Y'-Y[7(a?)]P'+Y'  -(P-»  Y'. 

Soil  (Ta bord  (3  +  y  <<  |iJ'  +  y';  on  aura 

=  |  const.^aT/;j^c  j  ^  |  const.a7^x*toc  |, 


T 


c  étant  positif;  d'où  l'on  conclut,  en  se  reportant  aux  égalités  (2) 
et  (3),  que  le  rapport  considéré  augmente  indéfiniment  lorsque  x 
tend  vers  l'infini  en  passant  par  les  valeurs  ç. 

On  arrive  à  la  même  conclusion  dans  le  cas  où  [j  -j-  y  =  fi'  -\-  y', 
y  <  y',  en  se  servant  de  l'égalité  (a). 

Enfin,  lorsque  y  —  y',  (j  ==  fi',  a  <  a',  le  rapport  dont  il  s'agit 
se  réduit  à  une  puissance  positive  de  x. 

Par  suite,  pour  les  valeurs  £„  d'indice  suffisamment  élevé,  le 
terme  principal  serait  beaucoup  plus  grand  que  tous  les  autres 
termes,  en  sorte  que  l'égalité  (1)  ne  saurait  subsister.  Donc,  la 
première  hypothèse  est  inadmissible. 

3.  Montrons  maintenant  qu'on  ne  saurait  avoir  y{x)  ^>  u>  (x), 
pour  toute  valeur  x  supérieure  à  une  limite  finie  x0.  Ecrivons 


(5) 


y\x)  —  -{x)y(x)  =  p(x); 


la  fonction  o(x)  sera  continue  pour  x^>x0.  Quant  au  signe  de 
celle  fonction,  Irois  cas  différents  pourront  se  présenter  : 

i°  p(x)  s'annule  pour  des  valeurs  de  x  aussi  grandes 
qu'on  voudra.  —  Pour  ces  valeurs,  les  deux  conditions  (4)  seraienl 
vérifiées,  et,  par  suite,  on  rencontrerait  la  même  contradiction 
<pie  ci-dessus. 

20   p(#)<;o,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  r.  —  L'équa- 
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i ion  ^  5  )  nous  donne 

i  (a?)      «/*  ■'  '/(    const.       /  e    lr  '  '''  p(ar)  efo 
foi ./ •)    const.  -+■  /   -  -    dx    . 

Or,  d'après  l'hypothèse,  on  aj(^)>(,)('/;)'  pour  les  valeurs  suf- 
fisamment grandes  de  ./*.  Le  second  terme  entre  crochets  étant 
négatif,  il  faut  donc  qu'il  reste  fini  et,  par  suite,  on  pourra  trouver 
une  su i Le  de  valeurs  £,,  J2,  ...,  £„,  ...,  tendant  vers  l'infini  el 
telles  qu'on  ait,  lorsque  x  parcourt  ces  valeurs, 


et,  a  fortiori, 


p(.r) 
lim  — — -  =  o, 

lù(X) 


lim 


pO) 


=  o. 


Dès  lors,  l'équation  (5)  pourra  s'écrire 

y\x)  =y(x)[x(x)  —  t], 

£  tendant  vers  zéro  lorsque  x  augmente  indéfiniment  en  passant 
par  les  valeurs  £,  et  l'on  se  heurtera  donc  encore  à  la  même  con- 
tradiction que  dans  la  première  hypothèse. 

3°  p(.r)>o  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x.  —  On  aura 

d'après  (5), 

/{x)>x(x)y(x). 

Mais,  comme  le  montre  M.  Borel,  il  existe  d'autre  part,  quelque 
petit  que  soit  le  nomhre  positif  e,  une  suite  illimitée  de  valeurs 
de  x,  soit  £|,  £0?  •  •  •  -,  tendant  vers  l'infini  et  telles  qu'on  ait 

/(^)</1+£- 

En  effet,  si,  à  partir  d'une  certaine  valeur  x0,  on  avait  constam- 
ment y'(x)^yi+BJ  on  en  tirerait  en  intégrant 

inégalité  qui  devient  absurde  dès  que  x  dépasse  une  certaine 
limite.  Donc,  en  écrivant 

y'(x)  =  ï(x)y(x), 
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OH  aura,   pour  X  =  Ç|,   ç_»,    .  .  .  , 

t(a?)    ;  *(>)  <./-• 
Considérons  donc  encore  le  rapport 

T 

(6)  Tir  =  const.^^'-aa'Y'-Yi/P'+Y'-(p+ï'. 

Si  f>  +  y  <C  P7+  y',  on  aura,  en  vertu  de  l'inégalité  précédente, 

>  jconst.;r2'-*7p'-+-Y'-(t3+Y)-elY'-ïl|. 
Donc,  en  prenant  £  assez  petit  pour  qu'on  ait 

,       •lT,~Yl<P,+  Y'-(P  +  T)» 

dans  le  cas  où  y  >>  y',  on  voit  que  le  rapport  considéré  augmentera 
indéfiniment  en  valeur  absolue  lorsqu'on  fait  tendre  .r  vers  l'infini 
en  passant  par  les  valeurs  \.  Il  en  est  de  même  si  l'on  a 


I' 
T 


ou  encore  si 


P  +  ï=P'+Y'        Y<Y'> 


Mais  la  relation  (i)  ne  saurait  alors  subsister  pour  les  valeurs  \ 
d'indice  suffisamment  élevé. 

En  somme,  nous  venons  de  voir  que  l'inégalité y{x)>  <o(.r)ne 
saurait  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  supérieures  à  une 
certaine  limite,  et  il  en  est  évidemment  de  même  de  l'inégalité 
r(x)<—  o>f». 

Le  théorème  énoncé  au  début  est  donc  démontré. 

4.  Si  Ton  se  donne  une  équation  déterminée  de  la  forme  (i),  on 
pourra  évidemment  resserrer  considérablement  les  limites  fournies 
pour  ses  intégrales  par  le  théorème  que  nous  venons  de  démon- 
trer. En  effet,  en  posant 

i(x)  =  Ot\ 

C  désignant  une  constante   positive  et  a   un  nombre  réel  quel- 


(')  On  voit  facilement  que  l'inégalité  7(x)>(i-c)C^1  subsiste  encore 
lorsque  u  est  compris  entre  o  et  — i,  ce  qui  ne  résulte  pas  immédiatement  de  l;i 
démonstration  précédente. 
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conque  i ,  les  considérai  ions  <|m  précèdenl  nous  font  voir  que, 

si  Ton  n  ;i  pas,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  ./•, 

il  existe  nécessairement,  quelque  petit  que  soil  le  nombre  positif  £, 
une  suite  illimitée  de  valeurs  ;,,  ç2i  •  •  •>  tendant  vers  L'infini  el 
tel  les  qu'en  posanl 

y(x)  =  <f(x)y(x), 
on  ail ,  pour  x  =  jj/, 

(  i  —  £)<;./'^<  :T(.r)<  |j|e,  |7(^)!      "><•'■)  -  gC/*l*ii*(l). 

T' 
Or,  reportons-nous  à  l'expression  (6)  du  quotient  -~r  •  Si 

P -ht  <;?'■+- f, 

on  aura,  dès  que  u.  >>  —  i , 


un 


x*  tendant  vers  l'infini   par  les  valeurs  \.  Il  en  est  de  même  dans  le 
cas  où  y  =  y',  Jj  =  Jj',  a  <C  a'.  Reste  donc  à  considérer  les  termes 

T"=  A/'^'^'yY", 

dont  les  exposants  vérifient  les  conditions 

Le  rapport  considéré  s'écrira 

T'  .     .      ,     . 

-  =  const.a7*-<*  S'Y -Y. 

Divers  cas  pourront  se  présenter.  Si  a"^a'  pour  tous  les 
termes  T",  l'égal  île  a^ant  lieu  pour  l'un  au  moins  de  ces  termes,  il 
suffit  de  donner  à  jj.  une  valeur  positive  infiniment  petite  s  pour 
que  l'expression  précédente  tende  vers  L'infini  lorsque  x  parcourt 
les  valeurs  ç/,  de  sorte  qu'on  aura,  pour  les  valeurs  suffisamment 
grandes  de  x, 

(7)  l/f^K^1, 

C  désignant  une  constante  positive  quelconque; 
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Si  les  différences  a' —  a"  sont  toulcs  positives,  poson- 

a'        a"      ^ 

en  désignant  par  u.0  la  plus  petite  des  quantités  —, — -;•  On  aura 


pour  x 


r 


T7' 


>  |  const.a7v  |, 


ou 


[J-o 


v  =  a'_  a"-(Y'-  T")(4u0- s)=  (y-  f  )f  7— T  -  ! 

ce  qui  montre  que  le  rapport  considéré  tendra  vers  l'infini  dès 
que  e  >>  o.  Dans  le  cas  où  u0  <<  i ,  on  aura  donc,  à  partir  d'une 
certaine  valeur  de  #, 


(8) 


y(x)  |<  e^~^\ 


G  désignant  une  constante  positive  quelconque.  Lorsque  pi0  >>  i , 
cette  inégalité  doit  être  remplacée  par  la  suivante 

\y(x)\<  eCr\ 
Supposons  maintenant  que  l'une  au  moins  des  différences  a' —  a" 

tr  t 

•  •  s"i      •  OC    —  2t 

soit  négative.  Soit  u.|  le  plus  grand  des  nombres  —, — —  •  En  posant 
[j.  =  jjl,  -j-  £7  on  aura,  pour  #  =  £,-, 


r 


>  |  const.a?v  |, 


ou 


v  =  a 


ew  +  (^i  +  0(T'-Y'r)=s(Y'-r)-H(ï'-/)(^-^ir- £) 


Donc,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  e,  le  rapport  pré- 
cédent augmentera  indéfiniment,  en  valeur  absolue,  lorsque  x  ten- 
dra vers  l'infini  en  passant  par  les  valeurs  Ç.  Dès  lors  on  aura,  à 
partir  d'une  certaine  valeur  de  x, 


(9) 


y(x)\  <«c*wi4+«f 


C  désignant  une  constante  positive  quelconque. 

Les  inégalités  (7),  (8)  et  (9)  subsisteront  évidemment  encore  pour 
£  =  0,  à  condition  qu'on  donne  à  C  une  valeur  suffisamment  grande 
pour  que   les  termes  T"  ne  détruisent  pas  le  terme  principal  T'. 
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,').  Les  remarques  <|in  précèdenl  vont  nous  permettre  de  pré- 
ciser beaucoup  !<•  résultai  fourni  par  !<•  théorème  général  que  nous 
avons  démontré  plus  baut.  Soil,  en  effet)  m  le  degré  <l<:  L'équa- 
tion (i)  par  rapport  à  x;  on  aura,  <'n  conservant  la  notation  du 
numéro  précèdenl , 


a"-a'|-   m,        Y'- Y"     i, 


(I  ou 


[j.,  =  max  I  y  I      m. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnée  une  équation  différentielle  algébrique  du 
premier  ordre 

(0  F(.r,7,7')  =  o, 

de  degré  ni  par  rapport  à  la  variable  indépendante  x  ;  si  cette 
équation  admet  une  intégrale  y  (x)  qui  reste  continue  pour 
les  valeurs  de  x  dépassant  une  certaine  limite,  on  aura,  à 
partir  d'une  certaine  valeur  de  x, 

(10)  W»)I<«c*"+\ 

G  désignant  une  constante  positive  suffisamment  grande. 

Voici  d'ailleurs  comment  on  détermine  la  valeur  G  qu'il  con- 
vient d'adopter.  Dans  l'équation  (i)  substituons  y  =  cCrmi~\  et  sé- 
parons les  termes  qui,  après  la  substitution,  contiendront  en  fac- 
teur la  puissance  la  plus  élevée  de  l'exponentielle;  ce  sont  les 
termes  désignés  plus  haut  par  T".  Parmi  ces  termes,  choisissons 
ceux  qui  contiennent  x  au  plus  haut  degré,  et  égalons  à  zéro  leur 
somme  ;  nous  aurons  ainsi  une  équation  en  G  : 

et  l'on  pourra  adopter  pour  la  constante  G,  dans  l'inégalité  (10), 
une  valeur  positive  quelconque  supérieure  à  la  racine  réelle  la  plus 
grande  de  cette  équation. 

Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  s'applique  évidem- 
ment au  cas  où  m  =  o,  c'est-à-dire  au  cas  où  l'équation  différen- 
tielle ne  renferme  pas  la  variable  x.  On  aura  alors,  sous  les  mêmes 
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conditions  que  ci-dessus, 

\y{*)\  <«Cri 

(î  désignant  une  constante  positive  suffisammenl  grande. 

Pour  terminer,  remarquons  que  la  limite  fournie  par  le  théo- 
rème précédent  est  bien  précise,  puisqu'elle  peut  être  réellement 
atteinte  et  qu'elle  l'est  précisément  pour  L'équation  différentielle 
qui  admet  comme  intégrale  le  second  membre  de  l'inégalité  (10). 

NOTE  ADDITIONNELLE. 

Après  l'impression  de  la  Note  précédente,  INI.  Borel,  qui  a  bien  voulu  en 
revoir  les  épreuves,  m'a  fait  observer  que  la  méthode  que  j'ai  suivie  permet 
de  préciser  davantage  la  nature  des  intégrales  y(x)  de  l'équation  (1)  qui 
restent  continues  lorsque  x  tend  vers  l'infini.  En  efFet,  remarquons  d'abord 
queles  courbes  y  =  y(x)  et  y  =  er' '(/*>o)  ne  sauraient,  sans  se  confondre, 
se  couper  en  une  infinité  de  points  dont  les  abscisses  tendent  vers  l'infini. 
Dans  le  cas  contraire,  en  effet,  nous  avons  démontré  l'existence  d'une 
suite  de  valeurs  indéfiniment  croissantes,  x  =  Çtl  £2,   .  .  .,  telles  que 

y'=rx>-iy,        yàev". 

En  substituant,  dans  l'équation  (i),  y'  =  rxr~*y,  on  aurait  donc  un 
polynôme  en  y,  x,  q?r_1,  qui  devrait  s'annuler  pour  x  =  Ç/,  y  —  tj/>  e\\ 
(i  =  r,  2  ...)•  Or,  ceci  n'est  pas  possible,  à  moins  que  ce  polynôme  ne 
s'annule  identiquement  et  que  l'équation  (i),  par  suite,  n'admette  comme 
solution  générale  y  =  const.  ex'r .  Nous  pouvons  donc  affirmer  que,  si  l'on 
a  pour  des  valeurs  x  aussi  grandes  qu'on  voudra,  |  y(x)  j  >  ec\  r  dési- 
gnant un  nombre  positif  quelconque,  cette  inégalité  subsistera  pour  toutes 
les  valeurs  x  dépassant  une  certaine  limite.  Mais  nous  avons,  d'autre  part, 
démontré  qu'on  a,  pour  les  valeurs  suffisamment  grandes  de  x, 


n  +  l- 


\y{x)\  <e** 

en  désignant  par  m  le  degré  en  x  du  premier  membre  de  (i).  Par  un  rai- 
sonnement bien  connu,  nous  en  concluons  l'existence  d'un  nombre  positif  p 
tel  qu'on  ait,  quelque  petit  que  soit  e,  dès  que  x  dépassera  une  certaine 
limite. 

e**-t<\y(x)\<e**+l. 

La  fonction  y(x)  est  donc,  dans  ce  cas,  suivant  la  terminologie  de 
M.  Borel,  du  type  exponentiel  ex°\  Nous  faisons  remarquer  en  passant, 
que  les  valeurs  possibles  du  nombre  p  se  déterminent  par  la  construction 
du  polygone  de  Newton. 

Nous  pouvons  donc,  en  somme,  énoncer  le  résultat  suivant  : 

Les  intégrales  y  (x)  de  l'équation  (  i  |  qui  restent  continues  lorsque  x 
tend  vers  Vin  fini,  sont  du  type  exponentiel,  ou  bien  restent  compris*  s 
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à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x,  dans  l'intervalle 

-  ,■<         y{x)       <■ 

auelque  petit  aue  soit  le  nombre  positif  t. 

Observons  encore  que,  pour  les  intégrales  <lr  la  première  catégorie, 
toutes  1rs  dérivées  garderont,  pour  les  valeurs  x  suffisamment  grandes,  un 
signe  invariable,  lequel  doil  nécessairement  être  le  signe  positif,  sans  quoi 
ri./- 1  croltrail  moins  vite  qu'une  certaine  puissance  de  x.  Ceci  résulte 
immédiatement  du  fait  que  le  lieu  des  points  où  une  dérivée  quelconque 
•  le  ) -(.r)  s'annule,  est  une  roui  lie  algébrique.  Les  intégrales  du  type  expo- 
nentiel, ainsi  que  toutes  leurs  dérivées,  sont  donc  de-*  fonctions  croissantes. 
Les  intégrales  de  la  seconde  catégorie  pourront,  au  contraire,  présenter 
différentes  espèces  d'oscillations,  comme  le  montre  la  fonction 

y(x)  =  .r^sin  x  -+-  x*', 

laquelle,  pour  des  valeurs  rationnelles  de  \x  et  v,  vérifie  bien  une  équation 
différentielle  algébrique  du  premier  ordre. 


SUR  LES  FONCTIONS  IMPLICITES  DÉFINIES  PAR  UNE  INFINITÉ 
D'ÉQUATIONS  SIMULTANÉES; 

Par  M.   Helge  von   Kocii. 


Si   les  fonctions 

$t(t\xuxti  . . . ,  xtl  )         (  i  =  i ,  2,  . . . ,  n) 
sont  liolomorplies  dans  le  voisinage  du  point 

(ell>)  t  —  O  ;  Tx  —  O,  T.,—  O,  ...,  XU=G, 

si  Je  déterminant  fonctionnel 

d{xx,  .r2.  . .  .fXfi) 
ne  s'a  no  u  le  pas  à  ce  point,  si  les  /?  équations 

(Ttë»)  &(*;j?i>£ii xn)  —  o        (*  =  1,2,  . ..,  n) 

sonl   toutes   vérifiées  pour  les  valeurs  ( -10.  il  existe  un  système 
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(  <i  un  seul)  de  fonctions 

CCi(t),     Xt(t)t      .  ..,      Xn(t\ 

satisfaisant  aux  équations  (tf!>),  s'annulant  au  point  /  =  o,  el  liolo- 
morphes  autour  de  ce  point. 

Ce  théorème  bien  connu  peut,  dans  des  conditions  assez  géné- 
rales, être  étendu  au  cas  où  n  est  infiniment  grand.  C'est  ce  que 
je  me  propose  de  montrer  dans  la  Note  présente,  en  m'appuyant 
sur  quelques  définitions  et  remarques  relatives  aux  fonctions  ana- 
lytiques d'une  infinité  de  variables  indépendantes  qui  se  trouvent 
dans  un  travail  précédent  (' ). 

Soient  donc 

t  ;    a?j,    x2,     ... 

des  variables  indépendantes  en  nombre  illimité.  Soient 

§i(t\xu  x,,  . ..)        (l  =  I,2,  ...,  -t-oo) 

des  fonctions  analytiques  de  ces  variables,  holomorphes  dans  le 
voisinage  du  point 

/  =  o;         xx  =  o,        x2  =  o,         . . ., 

et  s'annulant  toutes  à  ce  point.  Ecrivons  les  équations 

(Z)  &i(l\&li&2,  ••  •)=  °  (f  =  I,  2,  ..., -hoo). 

En  faisant  sur  les  coefficients  des  §i  certaines  hypothèses,  nous 
verrons  que  le  système  infini  (S)  admettra  une  solution  bien 
définie 

X\ ,       .To,        .... 

holomorphe  pour  /  =  o. 

1.  Supposons,  en  premier  lieu,  que  le  coefficient  de  xt  dans  le 
développement  de  §i  soit  égal  à  l'unité,  et  que  chacun  des  autres 
coefficients  soit  inférieur,  en   valeur   absolue,   à   un   nombre   po- 


(')  Sur  les  systèmes  d'ordre  infini  d'c<juations  différentielles  {Oef\'crsi^i 
af  K.  Sv.  Vet.-Ak.  Fôrh.;  Stockholm,   1899). 


Mil  S,.  Supposons,  de  plus,  que  la  série  formée  |>;ir  les  S, 


/    i 


soii  convergente.  Les  &t  sonl  donc  d<-  !;i  forme 

les  fi  étanl  des  séries  de  puissances  ne  renfermànl  que  Av*  puis- 
sances d'ordre  supérieur  à  ////  par  rapport  aux  variables,  ci  les  i)î>4 
désignant  dos  constantes  assujetties  aux  conditions 

|  lUv!  <  Si        (i=  i,  ^ -+-  *  i. 

Formons  la  fonction 

il  est  facile  de  voir  que  <È>;  est  une  fonction  majorante  pour 
ife/J  -h//,  ce  qui  s'exprime  en  écrivant  (') 

H!>/ «  +//( *;  a?i,  xt.  ...)<*/(  *;  a?!,  a?2,  . .  .)■ 
Pour  étudier  Je  système  proposé  d'équations 
(i)  #,=  lfi>f*-+/t(*;a?i,a;j,  . . .)        (»  =  i,  2,  . . .,  -f-00), 

il  convient  de  le  comparer  au  système  suivant 

(>■)  {*=*/(*;  (i,d,  •••)      (*  =  1,21, ..., -h*). 

Ce  nouveau  système  est  vérifié  pour 

*  =  0;        £1=0,        £2  =  0,         . . ., 
et  en  posant 


(')  Nous  convenons  d'emptoyer  la  notation  de  M.  Poincaré  (  )  el  le  nom  de 
fonction  majorante  (  Delassus,  Thèses  pour  le  doctorat;  Paris,  1896),  dans  le 
même  sens  que  pour  les  fonctions  de  n  variables.  Cf.  mon  Mémoire  cite  plus 
haut. 

\  \  M  I  I  ."» 
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on  \oit  facilement  que  les  ;/  sont  des  nombres  positifs  bien 
déterminés. 

En  effet,  (\\  étanl  (sauf  pour  le  terme  S/*)  de  degré  supérieui  à 
l'unité  par  rapport  au*  variables,  on  pourra  écrire 

=  [*,(';  ;i.>.-i. ;2.>,-i.  •  ••>]>, 

;■'■  désignant  ce  que  devient  le  second  membre  de  (4 )  quand  on  y 
annule  tous  les  termes  d'ordre  supérieur  à  v  par  rapport  à  /:  l<- 
crochet  avec  l'indice  À  autour  de  <ï>/  désigne,  selon  l'usage,  le 
coefficient  de  la  puissance  Xième  de  /  dans  le  développement  de  la 
fonction. 

Comme  1rs  <!>,  sont  liées  par   l<>>  relations 

S/ 

(  5)  *,=  =    *i  (  i  =  ■>,  ) -H»), 

les  équations  |  a  |  peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes 
[  t        S/ 1 

...  p'  =  ^;" 

H  désignant  la  constante  positive 


-£2 


►  S,, 


La   dernière   des  équations  (6)  nous  montre  que   ;,   est  holo- 
morphe  pour 

'7»  '    <p, 

p  étant  suffisamment  petit;  donc  tous  les  ;,-  sont  holomorphes, 
et  leurs  développement*  (4)  convergent  absolument  dans  le 
domaine  i  -). 

R.e tournons  aux  x{  déGnis  par  les  équations    i      Posons 

•  S  |  Xi  -   r.1    t 
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nous  aurons 

.'■/    -    [ft{t\  -'Y)    .■  '  ■  >    u    >>)]h 

Xi.H  désignanl  ce  que  devient  x,  quand  on  \  remplace  tous  ses 
termes,  sauf  les  v  premiers,  par  zéro. 
Il  en  résulte 

(9)  xi      l,        (ai-g.  0, 

ce  qui  prouve  bien  que  la  solution 

du  système  (1),  définie  par  le  développement  (8),  est  liolomorplie 
dans  le  voisinage  p  du  point  t  =  o. 

Nous  pouvons  ajouter,  en  vertu  des  formules  (6)  et  (9),  que  l'on 
a.  en  désignant  par  a  une  constante  positive, 


(10) 
tant  que 


x,-\  <  a S^         (»  =si,  a,  . . .,  -t-oo), 


Ifl^p'         (?'<?)■ 

2.   Passons  maintenant  au  cas  où  Jes  §i  sont  de  la  forme  plus 

générale 

•+•  » 

St=  2  XikXk—  lfi>/<  —fi(t;  xux.2,  . . .), 
*  =  i 

les  <X>ik  désignant  des  coefficients  constants  et  les  fi  ne  contenant 
que  des  puissances  d'ordre  supérieur  à  un  par  rapport  aux  va- 
riables. 

Considérons  le  cas  le  plus   simple   :  celui  où  le  déterminant 
infini  des  A,^ 

■*   —  cas  2 1        e/V"  22        •  • 

est  de  forme  normale  ('). 


(')   Voir  un  Mémoire  Sur  les  déterminants  infinis ,  etc.  (le (a  mathematica, 
1    Wf.  p.  aai). 
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Comme  au  numéro  précédent,  nous  supposons  de  plus  que  iiii, 
el  tous  ies  coefficients  figurant  dans  /'/soient  inférieurs,  en  valeur 
absolue,  à  S/,  et  enfin  que  la  série 


i  =  l 

soit  convergente. 

Je  dis  que  l'étude  du  système  donné  que  nous  écrirons  ainsi 

■+-  00 

(n)  N   XikX/c=  ^\>it  -hfi(t;  xu  x.2,  . . .), 

se  ramène  au  type  étudié  plus  haut,  pourvu  que  l'on  suppose  A^o. 

En  effet,  désignons  par  a^  le  mineur  de  A  adjoint  à  l'élément 

0»i*a(4).  Pourvu  que  les  inconnues  jr/f  soient  assujetties  à  la  condition 

(II')  |*7,|<X, 

X   étant   fini,    les  équations    (n)   seront    équivalentes  aux    sui- 
vantes (2) 

-I-  00 

(12)  •'/,  =  l~  ^  (  ^\>i  t-hfi)  a//,-          (k  =  1 ,  3,  .  . . ,  -+-  ao). 

i  =  \ 

Or  on  sait  (3)  que 


|a«|<Kïx|  a.*x|, 

K  désignant  une  constante  positive  et  l'apostrophe  indiquant  que 
la  valeur  ),  =  k  est  exclue. 

Donc,  chacun  des  coefficients  figurant  dans  la  fonction 

■+-  00 

i=  i 


(  '  )  Z,oc.  cit.,  p.  226. 

(2)  Foi/-  mon  Mémoire  Sur  les  intégrales  régulières  des  équations  différen- 
tielles linéaires,  n"  i  {Acta  mathematica,  t.  XVIII  ),  ou  le  Mémoire  de  M.  Caz- 
zàniga,  Sui  determinanti  d'ordine  infinito,  n"  14  {Annali  di  Materna  tic  a, 
t897). 

(3)  Mémoire  cité  {Acta  mathematica.  t-  XVI,  p.  a42)- 
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sera  inférieur,  en  valeur  absolue,  à  la  quantité  suivante 


-/>/'  *//.  |"     t  S/S/SJ     I    ) 


Or,  le  délerminanl  A  étant  de  forme  normale,  La  série 

esl  convergente,  houe,  désignant  par  Ta  le  second  membre  de 
L'inégalité  (i3),  on  esl  assure''  < [ u o  tous  les  coefficients  figurant 
dans  O*,  c'est-à-dire  dans  le  second  membre  de  (12),  sont  infé- 
rieurs, en  valeur  absolue,  à  T/f;  les  T*  formant  une  série  conver- 
gente, nous  nous  trouvons  donc  ramené  au  eas  étudié  au  n°  \. 
D'où  ce  résultat  : 

Le  système  (1  1,  1  i')  est  vérifié  par  un  système  {et  un  seul)  de 
fonctions 

(14)  xx(t),     x.2(t).      ... 

holomorphes  dans  le  voisinage  de  t  =  o  et  s'annula  ni  à  ce 
point. 

Nous  savons  de  plus  [formule  (  1  o)J  que 
(i5)  |  a?/(  t)  |<  aTt        (  i  —  i,  2,  . . . ,  -h  00) 

pour 

0'  désignant  un  nombre  inférieur  au  ravon  de  convergence  p  des 
fonctions  (i4)« 

3.  Le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  peut  être  généralisé 
dans  diverses  directions;  ainsi,  au  lieu  d'une  seule  variable  t,  on 
pourra  introduire  un  nombre  quelconque  de  variables  indépen- 
dantes; cela  n'amène  aucune  difficulté. 

On  pourra  étudier  aussi  le  cas  où  le  déterminant  A  des  JU/a 
s'annule.  En  effet,  j'ai  démontré  (')  qu'on  peut  toujours  trouver 
un  sous-déterminant  d'ordre  fini  qui  ne  s'annule  pas. 

(  '  )    Voir  Mémoire  <iié  (Acta  mathematica,  t.  XVI,  p.  246). 
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Supposons,    par  exemple,   que   le   go  us-dé  terminant   adjoint   à 
l'élément    l  ,,  ne  soit  pas  nul.  Les  équations 

4-00 

^  &>ikZk  =  A-  f  +//(  /  ;  .r, .  .r2.  .  .  .  )         (i  =  2,  3,  .  .  .) 
k  =  \ 

nous  permettent  alors  d'exprimer 

en   (onctions  holomorphes  par  rapport  à    /  et  à  ,r,  ;  portant  les 
valeurs  ainsi  obtenues  dans  l'équation 

+  * 

V  JlM/,.r/,  =  il!>,  t  -h  ft (t ;  .r, ,  a?2j  ...  ), 


on  aura  une  relation  entre  xK  cl  t  ;  si  cette  relation  n'est  pas  véri- 
fiée identiquement  quand  on  y  annule  £,  xx  sera  une  fonction 
algébroïde  de  t  (')  et,  par  conséquent,  tous  les  Xk  seront  algé- 
broïdes  par  rapport  à  t. 

D'une  manière  tout  analogue,  on  pourra  traiter  le  cas  où  le 
déterminant  A  et  tous  ses  mineurs  jusqu'à  un  ordre  quelconque 
s'annulent. 

D'un  autre  côté,  on  peut  se  débarrasser  de  l'hypothèse  que  A 
doit  être  de  forme  normale  :  il  suffit  de  supposer  que  A  appar- 
tienne à  la  classe  des  déterminants  de  genre  fini  (2).  Et  enfin,  les 
hypothèses  faites  plus  haut  sur  les  autres  coefficients  figurant  dans 
les  équations  proposées,  peuvent  être  remplacées  par  des  condi- 
tions moins  serrées.  Ce  sont  là  des  questions  auxquelles  j'espère 
pouvoir  revenir  bientôt. 

Je  terminerai  en  appliquant  les  résultats  obtenus  à  un  problème 
concernant  les  équations  différentielles. 


(')  PoiNCARÉ,  Thèses    pour  le  doctorat,  p.  \   et  suiv.:   Paris,  Gauthier- Yillars, 

|S79- 

(-)  On  trouve  la  définition  et  une  étude  de  ces  déterminants  dans  mon  travail 
Sur  la  convergence  des  déterminants  d'ordre  infini  (Bih.  till  A.  Sv.   TW.  Ah 
//and!.   Bd.  \\I!  ;  Stockholm.   1896) 
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\.   Pour  avoir  un  exemple  facile,  je  prendrai  l'équation  suivante 

d  y 

(16)  (//-    I  SSy  t-/i^)„  h  £,.r  -h...  -+-'<>  „,.>""  -      o, 

/  désignant  un  paramètre.  .1»'  suppose  que  ".'  el  les  > ,  soient  des 
fonction»  périodiques  de  x  de  période  2iî  et,  de  plus,  que  ces 

Ion»  lions  soient  holomorphes  dans  une  bande  parallèle  à  l'axe  réel 
et  embrassant  cet  axe.  Il  en  résulte  qu'on  pourra  développer  ces 
fonctions  en  séries  trigonométriques  absolument  convergentes 


V=—  : 


M  — : 

V  — OC 

Demandons-nous  s'il  existe,  pour  les  petites  valeurs  du  para- 
mètre £,  une  solution  périodique  de  l'équation  (16)  (*). 
Posons 

■+-  oo 

et  portons  cette  série  dans  l'équation  proposée;  nous  trouverons 
que  les  g^  doivent  satisfaire  aux  équations  suivantes 

■+-  "O 

(18)  -XVX+  2>X-*^*+'Çx=o         (X  =  — oo,  ...,-4-co), 

où  l'on  a  posé 


(•9) 


J|,    .  .  .  ,  .î„[ 


(')  11  est  évident  que  cette  équation  appartient  à  un  des  types  généraux  d'équa- 
tions traitées  par  M.  Poincaré  (Les  Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste). 
Dans  un  travail  suivant,  consacré  à  une  étude  générale,  je  reviendrai  au  rapporl 
ontre  la  méthode  de  M.  Poincaré  et  celle  indiquée  i<  i 
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les  indices  de  sommation  s  du  second  membre  prenant,  indépen- 
damment les  uns  des  autres,  toutes  les  valeurs  entières  positives 


cl  negatn  i 
Si  Ton  pose 

le  système  (18)  prendra  la  forme 

(20)  ^k^ikgk—fiit'tgugt,  •••)  (t'  =  — *>,...,  -hcc). 

Comme  les  séries  (17)  convergent  absolument,  tous  les  coeffi- 
cients figurant  dans  (ji  sont  inférieurs,  en  valeur  absolue,  à  un 
nombre  positif;  il  en  résulte  qu'on  pourra  trouver  une  suite  de 
nombres  positifs 

Si         (t  =  —  »,  . . .,  -f-  00) 

formant  une  série  convergente  et  telle  que  chacun  des  coefficients 
dans^  soit  inférieur,  en  valeur  absolue,  à  S,. 
De  plus,  en  posant  pour  abréger 

tAaii  — •  I  -+-  eH>j,7,  -  W/.  =  -  lo/Jfc  ( l  F^  ^l"  )î 

on  voit  que  la  série  double 

-/-/,'  -l'M  | 

converge;  donc  le  déterminant  A  des  JUja  est  de  forme  normale. 

Le  système  d'équations  (20)  se  ramène,  par  conséquent,  au  type 
étudié  plus  haut  (n°  2),  pourvu  que  A  soit  différent  de  zéro. 

Or,  dire  que  A  n'est  pas  nul,  c'est  dire  que  l'équation  linéaire 

n'a  aucune  solution  périodique  (sauf  la  solution  évidente  y  =  o). 
Cette  condition  sera  vérifiée  si.  par  exemple,  les  coefficients 

ov        (v  =  —  »,  . ...  -+-  x>) 
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•><>iii  suffisamment  petits.  (  >n  a,  en  effel 

A        -  Il,u    I     £*|    l..',/,  |)-l 

i,A  /,/.  / 

ce  (jui  nous  montre  que  A  sera  certainement  différent  dé  zéro  si 
les/?v  satisfont  à  L'inégalité  suivante 

i,/c 

c'est-à-dire 

Sv|/)v|-4-a2v|/»v|  2  ^  <  lo8  '• 

i  =  \ 

ou  bien 

.,   ,      ,         loea 

,  +  T 

Supposons  donc  A  ^  o.  D'après  le  résultat  obtenu  plus  haut 
(n°  2),  le  système  d'équations  (20)  sera  satisfait  par  un  système 
(et  un  seul)  de  fonctions 

gi=gi(t)        (i  =  — 00,  ...,+■»), 

holomorphes  dans  le  voisinage  de  t  =  o  et  s'annulant  pour  t  =  ô. 
De  plus,  nous  savons  que  l'on  a  (formule  i5) 

|*x(OI<Tx         pour         |*|  <p', 

p'  étant  suffisamment  petit,  et  les  T\  étant  des  nombres  positifs 
formant  une  série  convergente. 
Il  en  résulte  que  la  série 

-+-  *> 

(•21)  <rfo  0=  2  s*WeUt 

converge  absolument  pour  toute  valeur  réelle  de  #  et  pour  toute 
valeur  de  t  du  domaine 


-  226  - 

Pour  montrer  que  g(x,  t)  est  une  fonction  analytique  de  #,  il 
faut  remarquer  d'abord  que  l'hypothèse  faite  sur  les  coefficients  (1<- 
l'équation  proposée  peut  s'exprimer  en  disant  que  les  séries  de 
Laurent 

Sv/>v  uv,     v v qb)  uy        (X  =  o,  i ,  2,  . . . ,  m), 

convergent  dans  une  couronne  donnée 

Soient  r  et  r3  deux  nombres  quelconques  de  l'intervalle  (<»1  — .'!  ) 
(/•  <i<  r'),  et  soit  \  un  nombre  quelconque  satisfaisant  aux  con- 
ditions 

Multipliant  l'équation  iième  du  système  (20)  par  p  et  posant 

on  aura 

(  29,  )  Zk  Xuc  j'-*  hk=3i{t\hufiî,  ...)         (  »  =  1 ,  2,  . . . ,  -H  00), 

#/(*.  ;  A|,  A2,  .  . .)  désignant  ce  que  devient //(i  ;  A, ,  /î2j  •  •  •)  quand 
on  y  remplace  les  coefficients 

Pv,     9v}        (v  =  —  00,  ...,4-00) 
par 

P^\     qto&         (v=  —  qo,  ...,+oc). 

respectivement. 

Ces  nouveaux  coefficients  étant,  ainsi  que  les  anciens,  inférieurs 
en  valeur  absolue  à  un  nombre  fixe  H,  chaque  coefficient  de  Jt 
aura  un  module  inférieur  à 

H 


De  plus,  on  constate  facilement  que  le  déterminant  formé  par 
les  éléments 

JW*p-*        («,/=  — »,  ...,  +00) 

est  de  forme  normale- 


m  - 

Les  ///,  salisfonl  donc  à  un  système  infini  remplissant  les  mêmes 

conditions  que  celui  auquel  salisfonl  les  g>.  hune,  les  hh  sont  des 
fonctions  «le  /  holomorphes  pour/  <>  el  satisfaisanl  à  des  condi- 
i ions  de  la  forme 

/'/,    <  V)/        pour         /     ;/. 

z"  étanl  suffisamment  pelil  el  la  série  S^^a  étant  convergente. 

Donc,  prenant  d'abord  ç       /■',  puis  ;       /,  nous  unions 

ce  < 1 1.1  î  prouve  que  la  série  de  Laurenl 

converge  dans  la  couronne 

r  <  |  u  |  <  /•'  ; 

donc  la  série  trigonométrique 

g{x,  t)=  Vkgk{f)ekxt, 

converge  uniformément  tant  que  la  partie  imaginaire  3(#)  de  x 
reste  dans  un  domaine  intérieur  au  suivant 

(23)  log ;  —  <3(#)<  log  -, 

ce  qui  prouve  que  la  fonction  g(x,  t)  est  une  fonction  analytique 
de  .r,  holomorphe  dans  le  domaine  (23). 

Gomme  on  peut  differentier  terme  pour  terme  la  série  (21),  on 
voit  que  g  est  une  solution  de  l'équation  (16);  c'est  une  solution 
périodique  de  période  2tt  de  x  qui,  pour  les  petites  valeurs  de  t, 
peut  être  développée  selon  les  puissances  positives  de  ce  paramètre. 
On  voit,  en  effet,  que  la  série  (21)  converge  uniformément  par 
rapport  à  t  dans  le  domaine  \t\  =  p'f,  pourvu  seulement  que  x 
appartienne  au  domaine  (23). 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE    DU   5   JUILLET    1899. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    VICAIRE. 

Elections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  James 
Pierpont,  présenté  par  MM.  Picard  et  Painlevé;  M.  Delemer.  pré- 
senté par  MM.  Bioche  et  Duporcq. 

Communications  : 

M.  Duporcq  :  Sur  une  application  d'une  généralisation  de 
la  transformation  de  Lie  à  la  surface  de  Kummer. 

M.  Lémeray  adresse  un  Mémoire  Sur  l'application  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  à  la  solution  d'un  problème 
d' itération. 


SÉANCE   DU   J9  JUILLET    1899. 


PRESIDENCE    DE    IN.    VICAIRE. 


Communication  : 

M.   Duporcq  :  Sur  les  surfaces   conjuguées  par  rapport  à 
deux  complexes  linéaires  et  sur  la  surface  de  Kummer. 
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MEMOIRES   ET  COMMI  \li;\TIO\S. 


SUR  LES  DÉGÉNÉRESCENCES  DES  63  SYSTÈMES  DE  CONIQUES 
QUADRUPLEMENT  TANGENTES  A  UNE  QUARTIQUE; 

Par  M.   G.   Fontené. 

1 .  Pliïcker  ;<  montré  par  un  exemple  qu'une  quartique  générale 
peut  avoir  ses  28  bitangentes  réelles.  La  quartique  de  Plùckeresl 
formée  de  quatre  ménisques  {fig.  i);  en  <l(''si-n;ini  les  différentes 

Fig.  i. 


régions  de  la  courbe  par  les  symboles  \,  2,  3,  4,  >;  6,  7,  8.  on 
est  conduit  à  représenter  les  9.8  bitangentes  par  les  28  combinai- 
sons deux  à  deux  des  huit  symboles;  on  arrive  donc,  par  le  seul 
aspect  de  la  figure,  à  la  notation  deHesse.  On  sait  que  cette  nota- 
tion, appliquée  de  telle  manière  que  19,  34,  56,  78  représentent 
des  bitangentes  dont  les  huit  points  de  contact  soient  à  une  co- 
nique, ce  qui  est  le  cas  de  la  figure,  permet  de  préciser  les  63  sys- 
tèmes de  coniques  quadruplement  tangentes  à  la  quartique,  bien 
qu'elle  masque  la  symétrie  du  svstème  :  on  a  d'abord  35  systèmes 
dont  la  notation  a  pour  type 

r  ?.34, 5678, 

cette  notation  indiquant  que  les  six  coniques  évanouissantes  du 
système  sont  formées  par  les  six  couples  de  bitangenh- 

(12,34).     03,24),     (14, 23),     (56>78),     (57,68),     (58,67); 

on  a  ensuite  9.8  systèmes  dont  la  notation  a  pour  tvpe 

12,345678, 


\  x  v  1 1 . 
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celle  noiaiJon  indiquant  que  les  six  coniques  évanouissantes  <lu 
système  sont  formées  par  les  six  couples  de  bi tangentes 

(i3,a3),     (14,^0,     (i5,a5)f     (16,26),     («7,27),     (18,28), 

nous  représenterons  par  la  notation  1  s>3/j^6-8  un  système  illusoire, 
donné  par  le  calcul,  et  formé  des  droites  doubles  du  plan,  ce  qui 
porte  le  nombre  des  systèmes  à  6*4  ou  2°. 

2.  La  quartique  peut  devenir  nodale  dans  une  ou  plusieurs  des 
régions  A,  B,  C;  après  être  devenue  nodale  en  A.,  ou  en  A  et  C, 
elle  peut  devenir  cuspidale  en  A,  avec  disparition  de  la  boucle 
née  du  ménisque  12,  ou  cuspidale  en  A  et  C,  avec  disparition  des 
boucles  nées  des  ménisques  12  el  78  (le  cas  dune  quartique  tri- 
cuspidale  échappe  à  ces  considérations,  et  les  huit  indices  ne 
fonctionnent  plus).  Voici  alors  ce  qui  arrive  concernant  les  sys- 
tèmes de  coniques  quadri  tangentes,  ou  tritangentes  et  passant  par 
un  point  double,  etc.  Si  la  quartique  est  nodale  en  A,  deux  sys- 
tèmes dont  la  notation  ne  diffère  que  par  l'échange  des  indices  2 
et  3  sont  identiques,  et  la  bi tangente  23  subsiste;  pour  B,  ou  G,  on 
a  les  indices  4  et  5,  ou  6  et  7.  Si  la  quartique  est  cuspidale  en  A, 
de  la  manière  indiquée  plus  haut,  l'échange  de  deux  quelconques 
des  indices  1,  2,  3  reproduit  le  même  système  de  coniques,  et  la 
notation  23,  ou  3i,  ou  12  représente  une  tangente  issue  du  point 
de  rebroussement  ;  même  observation  pour  G,  avec  les  indices  6, 
7,  8.  Ces  remarques  suggèrent  le  théorème  suivant,  où  0  désigne 
le  nombre  des  points  nodaux  de  la  quartique,  et  x  le  nombre  des 
points  cuspidaux  : 

Les  systèmes  de  coniques  qui  passent  par  c'  point  nodaux 
donnés  d'une  quartique  et  qui,  de  plus  ont  avec  h(  quartique 
c  contacts  véritables  et  passent  par  c"  points  cuspidaux  donnés, 
sous  la  condition  c  -r-(c  +  c*)  =  \,-sont  en  nombre 

i  —  (14-8)     pour    c'  =  0,  c  =  4,  <"'  =  °- 
//  =  26— 8-îx-c'    : 

I   —  1  pour     c   =  o,  c  —  3.  c"  =  1  : 

chacun  de  ces  systèmes  compte  pour  3e"  X  ric'  systèmes. 

Des  théorèmes  généraux,  donnés  par  M.  Humbert  dans  le 
Journal  de  Lioiwille  (  188G),  confirment  ce  résultat  (sauf  la  ques- 
tion du  degré  de  multiplicité)  pour  le  cas  c"  =  o,  c'est-à-dire  pour 
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le  cas  où  l;i  conique  doit  passer  par  c1  points  nodaux  donnés,  el 
avoir  \  —  c  contacts  avec  la  quartique,  celle-ci  pouvant  avoir  des 
points  cuspidaux  par  lesquels  ne  passent  p;is  les  coniques  consi- 
dérées; car,  en  désignant  par  />  le  genre  «le  la  courbe  (qui  est, 
relativement  à  la  quartique  de  Plucker  et  aux  quarliques  qui  en 
dérivenl  de  la  manière  indiquée,  le  nombre  des  régions  \,  l>,  C 
sans  p<>i  ut  double),  I  ;  »  formule  ci-dessus  peul  s'écrire,  dans  le  cas 
général, 

'  '   •  •  •  • 
el  M.  Humbert,  appliquant  des  formules  générales  établies  par 

lui  pour  le  problème  des  courbes  de  contact,  démontre  que,  pour  le 
case"  =  o  qu'il  étudie,  les  systèmes  de  coniques  considérées  forment 

■>:-'!'  ramilles  dont  chacune  comprend  28r  systèmes,  des  systèmes 
en  nombre  i  +  o  étant  toutefois  illusoires.  L'un  de  ces  systèmes 
illusoires  est  le  système  des  droites  doubles  du  plan  déjà  men- 
tionné; les  o  autres  systèmes  ont  été  précisés,  en  supposant  tou- 
tefois la  quartique  non  cuspidale,  dans  les  innales  delaFaculté 
de  Toulouse  (1889),  par  M.  Andoyer,  qui  paraît  d'ailleurs  n'avoir 
pas  connu  les  recherches  de  M.  Humbert;  ils  sont  formés  de 
droites  doubles  passant  par  un  point  double. 

3.  Il  appartient  à  M.  Humbert  de  compléter  ses  recherches. 
Mon  but  est  uniquement  de  signaler  un  résultat  que  j'ai  tout  lieu 
de  croire  exact,  et  d'indiquer  les  considérations  qui  m'y  ont  con- 
duit, avant  que  je  connusse  les  formules  de  M.  Humbert.  J'indi- 
querai d'abord  une  vérification.  Si  l'on  suppose  c'  donné  et  si  l'on 
fait  varier  c  et  c"  sous  la  condition  c  -\-  c"  =  \  —  c\  en  rapprochant 
d'un  contact  véritable  le  passage  de  la  conique  par  un  point 
cuspidal,  passage  que  nous  appellerons  contact  singulier  (Bul- 
letin de  la  Société  mathématique,  1898  '.Décomposition  d'une 
correspondance  tangentielle),  comme  on  peut  avoir  6,,/=o,   ou 

bien  c"=  1  de  x  manières,  ou  bien  c"  =  2  de  — — : manières,  etc., 

1.2 

jusqu'à  c"=x,  le  nombre  des  systèmes  obtenus,  en  comptant  les 
systèmes  illusoires  dans  l'hypothèse  c'=  o,  et  en  tenant  compte  du 
degré  de  multiplicité  9.c'  x  3e",  est 


-[ 


/.(/.—  M. >o 


\     _  .2g-g-2x  |    ,  +  jc.3  h-  _Jl_ i  32  h-  , . .-      ;x 

1  . 2 


=  .>C_0-2X(,_3)X. 


2U2  

(Hl 

\  -  2«-  8. 
Si  maintenanl  c1  varie,  on  doil  avoir,  el  l'on  a 


Il  -+   0 


0(0  —  1) 

,,r,  _  9e-ô  |  1  4.  0  h  -+-...  +  1  1  =  26-8(1  _  ,  )o, 


I.   Soil   d'abord  une  quartique  acuspidale.  Conformément  à  la 
formule 

N  5=  26-8-c  .1e'  =  26    8  =  8.23~6, 

on  peut  distribuer  les  ()  \  systèmes  en  (S  groupes  de  8  systèmes,  en 
se  réglant  sur  la  séparation  par  la  virgule,  dans  la  notation  ci- 
dessus,  des  indices  2  et  3  d'une  part,  f\  et  5  d'autre  part,  ()  el  - 
enfin.  ÎSous  désignerons  par  g  le  groupe  de  8  systèmes  pour 
lequel  la  virgule  ne  sépare  ni  les  indices  2  et  3,  ni  les  indices  \ 
et  5,  ni  les  indices  7  et  8,  ce  groupe  comprenant  le  système  illu- 
soire 1234^6^8.  Les  sept  autres  groupes  de  8  systèmes  seront 
désignés  par  «,  Z>,  c,  bc,  ac,  ab,  abc,  le  groupe  ab,  par  exemple, 
étant  celui  pour  lequel  la  virgule  sépare  les  indices  2  et  3  comme 
l'indique  la  lettre  a,  les  indices  ,\  et  5  comme  l'indique  la  lettre  b, 
mais  non  les  indices  6  et  7  comme  l'indique  l'absence  de  Ja  lettre  c. 
On  a  le  Tableau  suivant,  dont  les  signes  j  et  j  se  rapportent  aux 
quartiques  cuspidales,  et  seront  expliqués  plus  loin  : 


n  • 


a.  b.  c. 

12345678  [    F245,3678  1 2.34,50;  8  i2.36,40;S 


45,123678  }   [345,3678  [235,4678  [237,4568 

23,145678  j   12,345678  \    14,235678  68,123457 

1678,2345 


[3,245678  I    [5,234678  78,123456    ] 


67,123458  )  /  2458,i367  J  48,123567  î  ;  2368,i457 

1 238 , 456 7  (  1  3458,i 26 7  58 , 1 23  $67  (  )  2378 . 1  j 5 6 

j   [458,230;  )  j  28,134567  1  j  2348,1567  /  j   i0,2345;8 

(  18,234567  (  !  38,124567  )  i  2358,1467  j  (  17,234568 

bc.                                   ac.  <ib.                                     abc. 

40,123  578  ]  /  26,134578   \  i    24,  [35 678  /    [246,^78 


56,123478  f               36,124578   J  y  34,125678  [346,25; 8 

4;, 123 568  l  \  27,i34568  I  j  25,134678  I   12  56,347  8 

57,123468  )  J  3;, 124 508  !  (   35,124678  j  1356,2478 

1   2346,1578   I  j  2456,1378  /  /  2467,1358  ]  \  1247,3568 

)  2356,1478  f  i  3456,1278  l  \  3467,1258  f  J  i34;;2568 

2347,i568  l  [  2457,i368  1  j  2567,1348  1  f   125;, 346 8 

2357,1468  I  \  3457,1268  ,   3567,1248   '  |    1 35;, 246 8 
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Si  A  »'^i  im  point  nodal,  les  coniques  <|in  passenl  en  \  sonl 
relies  des  groupes  dont  la  notation  renferme  I;»  lettre  a,  les  m- 
dices  2  el  3  étant  alors  séparés  par  la  virgule  :  en  effet,  dans  le 
système  [a34>56^8  par  exemple,  deux  seulement  des  coniques 
évanouissantes  |>.i>m'hi  en  \,  et  dans  le  système  i  1,2356^8,  il  en 
est  de  même;  quanl  au  système  23, i  {56^8,  dont  les  six  coniques 
évanouissantes  sont,  des  droites  doubles  issues  de  A,  c'est  un  sys- 
tème illusoire  formé  de  droites  doubles  passant  en  \  ;  au  contraire, 
dansl'un  ou  l'autre  des  systèmes  (1245,3678),  (1  >,  >  ï  Vijtt),  les  six 
coniques  évanouissantes  passent  en  \,  d'où  il  suit  que  toutes  les 
coniques  du  système  passent  en  A,  puisque  trois  coniques  d'un 
»\  stème  étant  U  =  0,  V  =  o,  W  =  o,  el  l'équation  de  la  quartique 
étant 

a/Û  +  bi/V  +  c/W  =  o, 

l'équation  générale  des  coniques  du  système  est 

XU-h  uV  +  vW  =  o, 


sous  la  condition 


«2  (j-  c2 

X  U  V 


Dès  lors,  si  la  quartique  a  0  points  nodaux,  les  d  points  nodaux 
donnés  par  lesquels  doivent  passer  les  coniques  demandées  font 
connaître  celles  des  lettres  a,  &,  c  qui  entrent  nécessairement  dans 
la  notation  des  groupes  à  considérer;  d'autre  part,  les  3  —  0  lettres 
qui  correspondent  aux  régions  non  nodales  sont  les  seules  qui 
puissent  accompagner  celles  que  l'on  vient  d'indiquer;  il  suit  de  là 
que  les  systèmes  de  coniques  passant  par  cf  points  nodaux  donnés 
appartiennent  à  des  groupes  dont  le  nombre  est  23-°,  puisque  tel 
est  le  nombre  des  combinaisons  auxquels  donnent  lieu  3  —  0 
objets,  et  alors  le  nombre  des  systèmes  est  N  =  20-8  ;  le  groupe  g 
se  présente  pour  c'  =  o,  la  combinaison  des  3  —  0  lettres  étant 
alors  celle  qui  n'en  renferme  aucune.  Mais,  dans  un  même  groupe, 
chaque  système  se  rencontre  9,c'  fois  ;  le  nombre  des  systèmes 
distincts  est  donc  /jr=2°"8"c'.  D'ailleurs,  dans  le  groupe  «•,  le 
système  23,1456^8,  par  exemple,  est  illusoire  lorsque  A  estnodal  : 
il  est  alors  formé  de  droites  doubles  passant  en  A. 

•  >.   On  peut  d'abord,  dans  une  certaine  mesure,  rattacher  le  cas 
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d'une  quartique  ayanl  8  points  nodaux  et  x  points  <!<■  rebrou  sse- 
tnent  au  cas  d'une  quartique  ayant  seulement  8  points  nodaux,  en 
assimilanl  le  passage  d'une  conique  par  un  point  de  rebrou  sse- 
menl  à  un  contact  véritable.  Une  quartique  ano(Jale  peut  être 
cuspidale  en  A,  ou  en  A  cl  C,  Je  eas  d'une  quartique  tricuspidale 
étant  réservé  ;  une  quartique  uninodale,  en  13,  peut  èlre  cuspidale 
en  A,  ou  en  A  et  C;  une  quartique  binodale,  en  l>  et  C^  peut  être 
cuspidale  en  A.  En  tenant  compte  des  systèmes  illusoires  qui 
pourront  s'ajouter  à  ceux  déjà  signalés,  en  tenant  compte  aussi  du 
degré  de  multiplicité  de  ehaque  système,  on  peut  dire  :  les  sys- 
tèmes de  coniques  qui  passent  par  c'  points  nodaux  donnés,  et 
qui,  de  plus,  ont  avec  la  quartique  4  — c'  contacts  ordinaires  ou 
singuliers,  sont  encore  en  nombre  N=  2°   °. 

Mais  le  nombre  N  est  ici  décomposablc,  d'après  la  formule  déjà 
écrite 


]\   —  2  6— 6-21 


et  l'on  comprend  que  la  dislocation  des  groupes  de  8  systèmes, 
lorsque  la  conique,  assujettie  à  passer  par  c'  points  donnés,  doit 
en  outre  passer  par  c'  points  cuspidaux  donnés  et  avoir  avec  la 
quartique  c  contacts  véritables,  sous  la  condition  cv-hc  =  4  —  c', 
doit  rendre  assez  minutieuse  la  constatation  de  la  valeur  de  n 
donnée  au  n°  2.  Si  A  est  un  point  cuspidal,  les  coniques  qui 
passent  en  A  sont  celles  des  systèmes  pour  lesquels  les  indices 
i ,  2,  3  ne  sont  pas  d'un  même  côté  de  la  virgule  :  dans  le  Tableau 
ci-dessus,  on  a  indiqué  ces  systèmes  par  le  signe  j  placé  à  gauche 
de  la  notation,  et  naturellement  les  systèmes  des  groupes  «,  ab, 
ac,  abc  sont  parmi  ceux-là;  pour  C,  on  a  les  indices  (),  -,  8  et  le 
signe  !;  on  peut  même,  par  exemple,  désigner  par 


b,     \bt     h 


les  quatre  sous-groupes  qui  forment  le  groupe  b.  On  vérifie  alors 
assez  aisément  le  nombre 

2e-5-ïtt-c'x  2e'  i'      ou     26-8-2*  x  V", 

en  le  regardant  comme  un  élément  du  nombre  N,  ce  qui  limite 
les  recherches;  le  degré  de  multiplicité  ■>.' '  ■>''  étant  à  peu  près 
intuitif,  le  nombre  />  est   bien  relui  (pion  a  indiqué.   Il   \    aurait 
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peut-être  avantage,  pour  vériûer  le  Qombre  ci-dessus,  à  remplace! 
3e*  par  le  développement  de  (i  \ •■>.)'''' :  le  facteur  afl  ?j  Jy  esl  en 
effel  au  moins  égal  à  2,  <'i  les  sous-  groupes  mentionnés  renferment 
■>.,  4  ()"  ,s  systèmes  de  coniques,  \a>  terme  sousl  raclif  —  1,  pour  le 
nombre  de  coniques  triplement  tangentes  à  la  quartique  et  pas- 
sant par  un  point  cuspidal  donné,  correspond  à  un  système  illu- 
soire formé  de  droites  doubles  passanl  <'n  ce  poiut. 

Pour  une  quartique  tricnspidale,  la  formule  indique  un  système 
de  coniques  passanl  «mi  l>  et  G  et  doublement  tangentes  à  la  quar- 
tique, etc.,  et  un  dernier  système  <l<-  coniques  passanl  en  \.  I>.  C 
el  tangentes  à  la  quartique  :  cela  est  exact. 

0.  Nous  ajouterons  ceci  :  les  systèmes  distincts  de  coniques 
assujetties  à  passer  par  e  points  nodaux  donnée  d'une  quartique 
de  genre  />>,  et  à  avoir  avec  la  courbe  \  —  d  contacts  ordinaires  ou 
singuliers,  sont  en  nombre 

v  =  2*P.2*-e'      I  +  X  -h    — — -h   ...    -f- 


' 


I  .2 

_  (  1  _|_  ?j  —  x  )     pour     c  =  o], 
ou 

v  —  22/'.'2S+%-c'  |-(i+o  +  x)     pour     c'  =  o], 

et  ce  nombre  ne  dépend  que  du  genre  de  la  quartique;  l'analogie 
de  cette  formule  avec  celle  qui  donne  n  est  frappante, 

Pour  c'  -h  o,    c'est-à-dire  pour  quatre    contacts   ordinaires    ou 
singuliers,  on  a,  en  décomposant, 


4-  x  +  /v  4-  ...  -+- 1  I  —  (1  H-  8  4-  x), 


ou,  sans  décomposer, 

v0  —  22p.28-»-x  _  ( ,  +  3  _i_  x). 

Nous  insisterons  un  peu  sur  ce  cas,  en  décomposant  pour 
chaque  valeur  de  p  d'après  la  nature  nodale  ou  cuspidale  des 
points  doubles  : 

i°  Pour  p  =  2,  on  a  v0  =  3o;  avec  un  point  nodal  A,  les 
coniques  quadritangentes  donnent  lieu  à  i5  familles  de  deux 
systèmes;  avec  un  point  cuspidal  A,  les  coniques  quadritangentes 
donnent   lieu  à  i5  systèmes,   les    coniques   Iritangentes  et  passant 
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en  \  donnent  Mm  à  i>  systèmes;  il  arrive  ceci  :  quand  le  poinl 
nnJ.il  \  devient  cuspidal,  chacune  des  i5  familles  de  deux  sys- 
tèmes a  <-i  a'  d<'  coniques  quadritangentes  comprend  un  système  a 
de  coniques  quadritangentes  el  un  système  z!  de  coniques  tritan- 
gentes  el  passant  en  A  ;  on  ;i\aii  d'ailleurs,  avec  A  nodal,  j<>  sys- 
tèmes doubles  (c'est-à-dire  comptés  chacun  deux  fois)  de  coniques 
tritangentes  el  passant  en  \:  i5  de  ces  systèmes  doubles  per- 
sistent quand  A  devient  cuspidal,  les  i5  systèmes  a'  leur  sont 
identiques,  cl  l'on  a  ainsi  [5  systèmes  triples  de  coniques  tritan- 
gentes et  passant  en   \  . 

2°  Pour  p  =  i ,  on  a  v0  =  i  3  ;  avec  deux  points  nodaux  A  et  G, 
on  a  un  système  particulier  de  coniques  quadritangentes,  et  trois 
familles  de  quatre  systèmes  de  coniques  quadritangentes;  avec  un 
point  cuspidal  A  et  un  point  nodal  G,  on  a  un  système  particulier 
de  coniques  tritangentes  et  passant  en  A,  trois  familles  de  deux 
s\  sternes  de  coniques  quadruplement  tangentes,  trois  familles  de 
deux  s\  sternes  de  coniques  tritangentes  et  passant  en  A  ;  avec  deux 
points  cuspidaux  A  et  G,  on  a  un  système  particulier  de  coniques 
bitangentes  passant  en  A  et  C,  trois  systèmes  de  coniques  quadri- 
tangentes, trois  systèmes  de  coniques  irilangentes  et  passant  en  A, 
trois  systèmes  de  coniques  tritangentes  et  passant  en  G,  trois 
systèmes  de  coniques  bitangentes  passant  en  A  et  G.  Le  système 
particulier,  dont  les  coniques  passent  en  A  si  A  est  cuspidal,  etc., 
est  le  système  1840,2367  du  groupe  g,  comprenant  la  droite 
double  AG  :  les  quatre  points  de  contact  d'une  conique  de  ce  sys- 
tème sont  à  une  conique  passant  en  A  et  G,  et  ce  système  a  des 
propriétés  spéciales  relativement  à  la  correspondance  tangentielle 
(Bulletin,   loco  citato). 

3°  Avec  p  =  o,  on  a  v„  =  4  ;  trois  des  systèmes  de  coniques  sont 
analogues  au  système  particulier  du  cas  précédent,  le  quatrième 
jouant  un  rôle  à  part  (ibid.)  cl  se  composant  de  coniques  qui 
passent  par  les  points  cuspidaux  de  la  quartique  lorsqu'elle  en  a. 
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EXTENSION  DE  LA  MÉTHODE  DE  LAPLAGE  AUX  ÉQUATIONS  LINÉAIRES 
AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  D  ORDRE  SUPÉRIEUR  AU  SECOND; 

Par  M.  J.  Le  Roi  \. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

1 .  La  méthode  de  Laplace  constitue  pour  les  équations  linéaires 
du  second  ordre  une  méthode  générale  d'intégration,  en  ce  sens 
qu'elle  permet  de  déterminer  toutes  les  intégrales  explicites  dépen- 
dant dune  fonction  arbitraire*  On  peut  L'étendre  facilement  aux 
équations  d'ordre  supérieur.  Considérons  en  effet  l'équation  du 

second  ordre 

d*z  dz  ôz 

-+-  a-r-    -+-  0 [-  cz  =  o 


dx  Oy  dx  dy 

admettant  une  intégrale  particulière  de  la  forme  d'Euler  ('  ) 

(l)  S=  K0X(rt,-h  MiX**-1* +-...+  Un\, 

OÙ    X    désigne    une    fonction    arbitraire   de   x.    En  appliquant   à 
l'expression  (i)  la  première  transformation  de  Laplace,  on  a 


oy  '  ^  =  {^^a"°r"+{^  +  «u< 


a  Un    X 


dy 

Or,  on  sait  que  u0  satisfait  à  l'équation 

du0 

h  au0  =  o  , 

°y 

zt  est  donc  une  expression  de  même  forme  que  s,  mais  contenant 
un  terme  de  moins.  La  transformation  de  Laplace  se  présente 
donc  à  nous  comme  destinée  à  faire  disparaître  le  premier  ternie 
dans  les  intégrales  de  la  forme  d'Euler,  et  c'est  à  ce  point  de  vue 
que  nous  la  considérerons  dans  les  équations  d'ordre  supérieur. 

La  répétition  de  cette  transformation  conduira  à  une  équation 
admettant  une  intégrale  à  un  seul  terme,  qui  se  calculera  par  une 
équation  du  premier  ordre. 


(')  I>.ni^  le  Mémoire  de  l'auteur  sur  les  équations  linéaires  (Journal  de  Math.; 
v  .v   .  la  forme  considérée  est  appelée  la  forme  d'Euler. 
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Î2.  Prenons  maintenant  une  ('filiation  d'ordre  //  pour  laquelle  x 
sbit  une  variable  earactéristique 

Supposons  que  le  plus  haut  indice  de  dérivation  par  rapport  à  x 
figurant  dans  l'équation  (2)  soit  égal  à  n — p.  L'ensemble  des 
termes  contenant  les  dérivées  de  cet  indice  sera  de  la  forme 

dn-P+lz       ,   dn-P+t-tz  ùn-i>  z 

dx't-Pdy1  dx't-Pdyi-*-       '  dxn~  p' 

Nous  dirons  que  l'expression 

b 


ùyL  ùy 


i-\ 


0"-i>  z 


est  le  multiplicateur  différentiel  de  ,   n_  >   et  nous    supposerons 

toujours  le  premier  coefficient  a  égal  à  l'unité. 

Si  l'équation  (2)  admet   une  intégrale  particulière  de  la  forme 
d'Euler 

(3)  z  =  u0X^+  UiXlm-D-h.  ..-hUmX, 

les  coefficients  w0,  ut,...,  um  satisfont  à  une  loi  de  récurrence 
que  nous  avons  donnée  dans  un  précédent  Mémoire  (*).  Nous  la 
rappelons  ici  rapidement. 

Regardons  D  (z)  comme  un  polynôme  dont  les  variables  soient 

o  à 

-7-  et  -—  ?  et  désignons  par  Dg^f  (z)  l'expression  différentielle  obte- 
nue en  prenant  la  dérivée,  par  rapport  à  —  -,  p  fois  et,  par  rapport 
à  —■ .  q  fois;  cette  dérivée  (p  -h  ry),eme  du  terme 


sera  égale  à 


d*+Pz 
a'P  dx*dyP 


d*—P+$-9z 
(a  —  1). . .(«  -/>•+•!)  P'(P  -  1). .  .(P  -  y  -4- 1)  Agj dxa_Pdjrp-q 


(')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées;  1898. 
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de  sorte  <|iic  l'on  aura 

(  &&?(*)  =  n(n      i)   t\(n—p-g      i) 

V  (n-p-q)\  ,J*-/^    / 

Zà(*—  p)U$  —  q)l{n  —  «  —  P)l    a'P^a  '''>>'<''  * 


x 


Cela  posé,  nous  aurons,  pour  définir  les  coefficients  (w),  les 
équations  suivantes  : 

_I^TDÏ^(Ko)  =  o, 


(n-p)\      •"*  "    "       (n-p-i)\ 


K'rV(«i)  H- ; ^  DïtW(»*-i)+--  •  =  ° 


(»—/»)!      r"  ''v    "      (,*_,,-,, 


Nous  voyons  immédiatement  que,  pour  faire  disparaître  le 
premier  terme  de  l'expression  (3),  il  suffira  d'effectuer  sur  z 
l'opération  D^rÇ-.  Nous  prendrons  donc  dans  le  cas  des  caracté- 
ristiques simples,  comme  définition  de  notre  transformation 
asymptotique, 

(5)  *t=r I--TD';„-_V(-)=  ~  +bAm,,i. 

Nous  examinerons  plus  loin  le  cas  des  caractéristiques  mul- 
tiples. 

3.  Pour  obtenir  plus  facilement  l'équation  transformée  en  s1? 
posons  d'abord 

(6)  )  "° 

—  =  zx  eJ"x»-K'y  =  VX  =  —  • 

L'équation   en  ^  sera  de  même  forme  que  celle  qui  définit  ;; 

mais  le  coefficient  de étant  nul,  la  transformation  asymplo- 

li(pie  s'obtiendra  en  posant  simplement 

''y 
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D'après  cela,  écrivons  l'équation  en  v  en  faisant  passer  dans  le 
second  membre  tous  les  termes  qui  ne  contiennent  aucun  symbole 
de  dérivation  par  rapport  à  y.  On  trouve  un  résultat  de  la 
forme 

A(^|)  désignant  une  expression  différentielle  d'ordre  (n  —  i)dcins 

laquelle  le  coefficient  de r  est  éiral  à  l'unité. 

Les  coefficients  A  du  second  membre  sont  donnés  par  la  for- 
mule 

(8)       h=  «'"*<-<"■'  7— ^n  Di0»(«o)  =  ±  _J-_D^'(Uo). 

Il  en  résulte  que  ces  coefficients,  comme  aussi  ceux  de  A(t>t), 
dépendent  de  la  détermination  particulière  qu'on  choisira  pour  «0. 
Les  diverses  valeurs  possibles  de  uQ  s'obtiennent  en  multipliant 
l'une  quelconque  d'entre  elles  par  une  fonction  arbitraire  X  de  x. 
Cette  opération  transforme  D^-(«0)  en 

(  9  )    D$  (  u0  X  )  =  X  D#  (  uQ  )  -+-  y  D£9 l  (  "o  )  ■+-  y^  D2&V  (  Mo  )  -4- . . .  • 
En  désignant  par  XJ  la  nouvelle  valeur  de  A/,  on  a  donc 


(IO) 


(  X;  =  -^  ; — ^  *>&-?(  «oX) 

|  M0X   ( p  —  L)\       XV 


w0X  (/>  — 1)\ 

X'  X" 


L'ordre  />  de  la  plus  haute  dérivée  figurant  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  (7)  est,  en  général,  égal  à  n  —  2  ;  il  peut 

être  moindre  si  l'on  a 

D^-I'(uo)  =  o. 

Mais,  quelle  que  soit  la  détermination  choisie  pour  a0,  l'ordre  p 
restera  inaltéré.  C'est  en  quelque  sorte  un  invariant  de  l'équation 
proposée. 

On  voit  que  les  valeurs  générales  des  A  dépendent  d'une  fonc- 
tion arbitraire  X;  mais  on  peut,  en  ayant  égard  à  l'équation  (io), 
former  avec  ces  quantités  d'autres  expressions  qui  ne  contiennent 
plus  aucune  indéterminée  et  qui  s'exprimeront  par  suite  directe- 
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ment  à  l'aide  des  coefficients  de  D(c)  et  de  leurs  dérivées.  Ce  sont 
les  déterminants  de  la  forme 


(u) 


ht 


X„ 

X,     . 

..        /, 

du 

à\ 

t)Xi 

ày 

ày 

,;,- 

^x0 

4r' 

(jiii  sont  au  nombre  de  p  -f-  i ,  en  y  comprenant  //<>--  X0. 

Si  les  X,  regardés  comme  fonctions  de  y,  ne  sont  pas  linéaire- 
ment indépendants,  les  déterminants  hî  sont  tous  nuls  à  partir 
d'un  certain  ordre.  Nous  dirons  dans  ce  cas  que  la  chaîne  des  X  est 

brisée;  si,  de  plus,  on  a 

p  <  n  —  •>. , 

nous  dirons  que  la  chaîne  est  raccourcie.  Dans  ces  conditions,  il 
faut  modifier  un  peu  l'expression  des  déterminants  kg.  Désignons 
par  Xa  le  premier  X  linéairement  indépendant  de  a0,  par  ax  le 
premier  après  Xai  qui  soit  linéairement  indépendant  de  A0  et  de 
Xa  ,  etc.  Les  déterminants  (i  i)  seront  alors  remplacés  par  les  sui- 
vants : 


(n') 


X0 

K     ■ 

••        Xai 

àl0 

CAa, 

dix, 

~ày 

dy 

dy 

^x0 

d*!*, 

àrK'Xl 

dyi         dy 


ôyl       | 


Nous  aurons  fréquemment  à  considérer  dans  la  suite  des  chaînes 
limitées  ou  illimitées  de  fonctions.  Nous  appellerons  éléments 
principaux  de  la  chaîne  les  éléments  tels  que  chacun  d'eux  soit 
linéairement  indépendant  de  ceux  qui  le  précèdent  :  tels  sont  X0, 
^„,  Aa  ,  ...  pour  la  chaîne  des  À,  ces  éléments  élant  regardés 
comme  des  fonctions  dey. 

4.   Nous  avons  trouvé  les  transformations  que  subissent  les  quan- 
tités A  quand  on  change  la  détermination  de  u0.  Nous  allons  main- 
tenant étudier  les  transformations   qu'elles   éprouvent  quand  on 
effectue  un  changement  de  fonction  et  de  variables  indépendante 
xxvii.  16* 
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conservanl  à  la  fois  la  forme  linéaire  de  l'équation  el  les  caracté- 
ristiques  x  =  consl., 

(12)  '  r  =  ?(#'), 

f  jk  =4>(a/f  y). 

La  première  de  ces  transformations  est  manifestement  sans  in- 
fluence sur  la  valeur  de  p,  car  elle  change  u0  en 

u0 


On  a  donc 


Uq  Uq 

Occupons-nous  donc  seulement  des  transformations  de  variables 
indépendantes. 

Les  deux,  termes  suivants  de  l'équation  en  z 

<),lz  n  dn-xz 


dx"~i  dy       i      "~1,w  dx*-* 
donnent  dans  la  transformée 

\'j^)        dy  \ <te'*-t dy' ~*~  H    II"1'0  dy'  dx'»~i )~*~"'> 

les  termes  non  écrits  ne  contenant  les  dérivées  de  z  par  rapport 
à  x  qu'aux  ordres  inférieurs  à  n  —  i. 
Les  intégrales  de  l'équation 

sont  les  mêmes  que  celles  de 

- h  /iA„_M0  =  o, 

et  comme  p  s'obtient  en  divisant  z  par  une  intégrale  quelconque 
de  cette  équation,  il  en  résulte  que  les  valeurs  de  v  relatives  à 
l'équation  (2)  sont  les  mêmes  que  les  valeurs  de  la  fonction  ana- 
logue relatives  à  la  transformée.  Nous  pourrons  donc  effectuer  le 
changement  de  variables  sur  l'équation  en  p,  pourvu  que  nous 
joignions  à  la  transformation  effectuée  lune  des  substitutions 

Ci 3)  ]  u0,  «ox  !• 
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En  désignant  par  T*  el  Tt.  les  transformations  (12)  effectuées 
respectivement  sur  3  el  sur  p,  el  par  S  les  substitutions  (i3),  nous 

i\ ons  l'équivalence 

1       ï\,s. 

Effectuons    le   changement    de   variables    indépendantes   dans 

l'équation  (-),  après  y  avoir  remplacé  r,  par  sa  valeur  —  • 

Toui  terme  qui  contient  un  symbole  de  dérivation  par  rapport 
■a y  donnera  dans  la  transformée  des  termes  contenant  un  symbole 
de  dérivation  par  rapporta^'.  Les  dérivées  prises  par  rapporta 

X  seul  donneront  deux  sortes  de  termes  d'après  l'identité 

d         dx'    d         dy'    d 
dx        dx  dx*       dx   dy' 

Mais  on  voit  (pie  les  dérivées  prises  par  rapport  à  la  seule  va- 
riable x    se  déduiront  des  dérivées  par  rapport  à  x  en  négligeant 

tout  ce  qui  contient  le  symbole  y-;  •  Donc,  si  nous  faisons  passer 

dans  le  premier  membre  de  la  transformée  tous  les  termes  où  figure 
une  dérivation  par  rapport  ky\  on  trouvera  un  résultat  de  la  forme 
suivante: 

.  /àx'\"-1  dy'       ( dv\  di'v  dP-ip  * 

<7)  \àx~)        ^^Wj^^dx-P^^dx^î^''^ 

A|  (  —,  J  désignant  une  expression  de  même  forme  que  A  (t?,  ),  dans 

dn  v 
laquelle  le  coefficient  de  ■    ,       ,  est  égal  à  l'unité.    Les  quantités 

u0,  u.|,  ...  sont  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  X,  de  la 
forme 

pi,  p2,    •  .  •  désignant  des  fonctions  de  x. 

Enfin,  pour  ramener  la  transformée  (-')  à  la  forme  normale  de 
l'équation  (7),  il  faut  multiplier  ses  deux  membres  par 


et  poser  en  outre 


/  d.v  \*-i  dy 
\dx')         d? 


dv  ,  dv 
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On  trouve  ainsi 


(M) 


Les  nouveaux  coefficients  )/  sont  liés  aux  À  par  des  relations  de 
la  forme  suivante  : 


\v  _ày  (dxy-i-p^ 

dy  I  dx  \  n—i—p-hi 
'2=  dy'xdîP/  (X2  -i-  62i  X,  -+-  62o^o)r 


les  coefficients  9  dépendant  seulement  de  x.  On  voit  immédiate- 
ment que  la  forme  de  ces  relations  n'est  pas  altérée  parles  substi- 
tutions dérivées  de  (i3). 

5.  Le  simple  examen  des  formules  (i5)  conduit  aux  conclusions 
suivantes  : 

i°  Les  indices  des  éléments  principaux  de  la  chaîne  des  X  ne 
sont  pas  altérés  par  la  transformation  (i5); 

2°  Les  déterminants  hi  n'éprouvent  d'autre  modification  que  la 

multiplication  par  des  puissances  de  —,  et  —,• 

Pour  démontrer  la  seconde  proposition,  nous  nous  appuierons 
sur  cette  propriété  bien  connue  des  déterminants  wronskiens  :  Si 
l'on  multiplie,  dans  le  déterminant 


~dT 

d,l-lMn 
dtn~l 


Wj 

to2 

fl?lL>l 

cA'j> 

~dt 

~dï 

^-'w, 

«-/"-Ho* 

dtn-x 

dt»-i 

les  fonctions  w  par  une  même  fonction  arbitraire  &(t),  le  détermi 
nant  est  multiplié  par  ®{t)n. 


->  '.  :; 


()n  a  donc,  dans  le  cas  de  la  chaîne  mm  brisée 


(.6) 


d/t 


à„ 

(/'-4-1 

1  (î  1-2'/  —  2  —  2/M 
2 

X 

à. 

"A, 

ày 

(/  +- 1 

à, 

ou 

oy 

Oy    Ox  \         - 
Oy'  ôx'J 

\oyl 

i) 

kq. 

En  général,  on  a  p  =  n  —  2  et  la  relation  précédente  se  réduit  à 


//', 


Oy      Ox 
dy'     dx 


(  i -f- 1  ]  (  /  -f-  2  ) 


A/, 


en  désignant  par  A]  la  nouvelle  valeur  de  A/.  Donc  /<?  détermi- 
nant Jti  se  reproduit  multiplié  par  la  puissance  - 

du  déterminant  fonctionnel  de  la  transformation. 

Dans  le  cas  de  la  chaîne  raccourcie  ou  brisée,  il  faut  joindre 
à    cette    puissance    du   déterminant    fonctionnel     une     puissance 

i    lùx\ 

Ces  propriétés  justifient  le  nom  ^invariants  que  nous  donne- 
rons aux.  déterminants  A,. 

On  voit  que,  dans  une  équation  d'ordre  /*,  à  chaque  sjstème 
de  caractéristiques  simples  correspondent,  en  général,  n  —  i  inva- 
riants A/.  Pour  que  l'équation  (2)  admette  une  intégrale  à  un 
seul  terme  z  =  uQX.,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  ces  invariants 
soient  nuls. 

-Nos  invariants  A/ constituent  donc  une  première  généralisation 
des  invariants  de  M.  Darhoux.  Mais  la  suite  de  nos  calculs  nous 
conduira  à  en  introduire  d'autres, 

wvii.  1  - 
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G.  Nous  allons  maintenant  former  le  système  transformé  en  c, . 
Nous  obtiendrons  ce  système  en  cherchant  les  conciliions  de  corn- 
patibilité  des  deux  équations  en  v  : 


(17) 


dPv 

dxP 


di>-\  v 


'^^^^^■'■-l-l"V=:1(ç^ 


ôxi> 


dv  _ 


Soit  q  -4-  1  le  nombre  des  éléments  principaux  de  la  chaîne 
des  )v  :  X0,  Xa  ,  . . .,  "ka  •  Prenons  les  dérivées  de  (7)  par  rapport 
à  y,  jusqu'à  Tordre  (q  +  1). 

En  désignant  par  cp(0)  l'expression 


>0  dxP  ~*     *  dxP~x 


M. 


et  par  c5,-(9)  l'expression   analogue  obtenue  en  remplaçant  les  A 

1  1 .  •    »        1»     j  #X 

par  leurs  dérivées  d'ordre  f,  -r-j*  nous  aurons 

o   (v)  =  A(f>i)  =  F0(Pi), 

(18)    <    Oj(p)=    -—    A(c,) o(vx)  —  Çi(Pl)  =  F2(l>!), 


Entre  ces  équations,  nous  pouvons  éliminer  v  et  ses  dérivées 
par  rapport  à  œ,  ce  qui  donne  pour  r,  l'équation 


(19) 


X0 

à  y 


dXa, 


dX. 


dp 


F0 
F, 


y., 


dyi-*-1        dy'i+i 


ày*+l 


q  +  l 


—  O. 


Cette  équation  est  d'ordre  11  -\-  q  et  admet  les  mêmes  caracté- 
ristiques que  la  proposée,  mais  l'ordre  de  multiplicité  de  la  carac- 
téristique  x   se    trouve    augmenté    de   q.    Nous    l'appellerons   la 
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transformée  principale.  En  général  ,  </  étanl  égal  à  //  —  •.->., 
Tordre  de  la  transformée  principale  esl  égal  à  //  |-  //  —  2,  l'ordre 
de  multiplicité  de  La  caractéristique  x  pour  cette  équation 
étant  //  —  i.  M;iis  la  nouvelle  inconnue  (,  doil  satisfaire  encore 
à  un  certain  nombre  d  autres  conditions  que  nous  obtiendrons  <l<- 
la  manière  suivante  : 

Résolvons  par  rapport  aux  dérivées  de  e  les  <f  -\ -  i  premières 
équations  (17)-  On  pourra  résoudre  le  système  par  rapport  aux 
dérivées  dont  les  coefficients  son!  les  éléments  principaux  de  la 
chaîne  des  X.  Désignons  par  8/*  le  déterminant  obtenu  en  rem- 
plaçant dans  kg  l'élément  principal  Aa.  par  A/,. 

Tout  déterminant  3/#  pour  lequel  on  a  /•  <CrJ-i  est  nul,  car  les 

éléments  de  la  (/+  i)°  colonne  y  sont  des  combinaisons  linéaires 

de  ceux  des  précédentes;    tout  déterminant  8/*  pour   Lequel   on 

a  Â\>  a/  est  égal  au  produit  de  hq  par  une  fonction  de  x.   Soit, 

en  effet, 

A  a-  =  X0*X0  +X^^(  +  ...  +  X,./,Àa/.  (a,.  <  k  i: 

on  a  évidemment 

(20)  l  ik  =  X///?v. 

Cette  formule  est  générale,  pourvu  que  Ton  pose 


( 


o  pour  /.  <  a,, 

\,a-  =  1  pour  k  =  a,, 

v   quelconque  pour  k  >  a,. 


Désignons  aussi  par  R,  le  quotient  par  liq  du  déterminant 
obtenu  en  remplaçant  dans  hq  les  éléments  de  la  (i  -\-  i)e  colonne 
par  F0,  F,,  ....  Nous  trouvons  : 

Ot'v  ■  dP-i  v  vu 

to"*"*01  to^i   +  •••  -X0tl,P==R0l 

dp-ciiv  dP-*x-*v 

(21)  àx/'-Zi  '       Oxi'"J-\'A 


dP-o^v  dP-<*q-iV 


0;rP~*i  *'  1+>  dxP-*>i-x 


Ces  équations  ont  une  forme  très   remarquable  :  les  premiers 
membres  ne  contiennent  que  des  dérivées  prises  par  rapport  à  .r 
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<i  les  coefficients  dépendent  (Je  x  seulement.  La  recherche  des 
conditions  de  compatibilité  de  ces  équations  rentre  donc  dans  le 
(  adre  de  la  théorie  des  équations  différentielles  ordinaires. 

Supposons  que  les  premiers  membres  des  équations  (21)  édiles 
à  zéro  n'admetlent  d'autre  solution  commune  que  v  =  o.  Dans  ce 
cas,  le  système  (21),  auquel  on  aura  joint  les  dérivées  prises  p;ir 
rapport  à  x  des  équations  qui  y  figurent,  pourra  être  remplacé  par 
un  système  de  la  forme 


~dx  '  '  dxP 


*>=  Tc  :,-  =T,,  ...,  :— ,  =  TV, 


et  les  nouvelles  équations  en  c<  seront 

(22)  -—  =  Ti,  -r—   =  T2,  ...,  f =  Tp. 

Supposons,  au  contraire,  que  les  équations  obtenues  en  égalant 
à  zéro  les  premiers  membres  de  (21)  aient  en  commun  toutes  les 
intégrales  d'une  équation  linéaire  <£((>)  =  0.  On  pourra  donner 
alors  au  système  la  forme  suivante  : 

*(*)  =  T0,         ^*(^  =  T, ~*(v)  =  Tn 

et  les  conditions  de  compatibilité  prendront  encore  la  forme 

"T<  _  T. 

OX 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  ces  conditions  ne  sont  pas  néces- 
sairement toutes  distinctes. 

7.  Dans  le  cas  général  où  la  chaîne  des  \  n'est  pas  brisée,  le 
système  (21)  se  réduit  à 

di>v  dP~1v 

(ai'  —  =  R0,  — — -r^Rj,  ...,  c  =  R,„ 

O.ri'  <hri'    1  ' 


et  les  conditions  de  compatibilité  à 

Aucune   de  ces  équations   n'est  une  conséquence   de   (19),  car 
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celle  dernière  conlienl  mu-  dérivation  par  rapporl  à  y  d  un  ordre 
plus  élevé  que  celles  < 1 1 1 1  figurent  dans  (22  ). 

Vous  allons  montrer  qu'elles  sont  aussi  toutes  distinctes. 

Soii   hnl  n  le  coefficient  <le  l'élémenl  dans   le   détermi- 

'      '  OyJ 

na  ni  h  p.  On  a 

Rt=/,F0      l\Y\  h...-+-/^F/;. 

Les  équations  l  22'  l  sont  donc  de  la  forme 

(yKL?/.)F/+(i^+(;*.+...+,r^   „ 

(  .,  ;  j       J    <*d  \   O.r  '-\  }     J  dx  O.r  '       dx 

[  (l  =  1,2,  ...,/?). 

Désignons  par  Zj  le  premier  membre  de  (2  >j  et  supposons  qu'il 
exisle  entre  Zl5  Z2,  .  ..,Z^}  une  relation  linéaire  et  homogène 
à  coefficients  non  Ions  nids 

Wlj  Z,  -h   ffl.y  Z2  H-.  .  •  -h  />?/,  Zp  =  (). 

En  égalant  à  zéro  successivement  les  coefficients  des  dérivées 

dxndyi>*  dx^dyp-^1         '  àxn  dyf 

on  trouve  les  relations 

m,  /'/'-+-  m2  /!/'  -h ...  +  m,,  /)/'  =  0         (y  =  1,  2,  . . . ,  p), 

qui  ne  peuvent  être  vérifiées  par  des   valeurs   non   toutes   nulles 
de  />/,,  01 2 j  ••  »i  7>//^  puisque  le  déterminant 

|/V,42,...^)i  =  x0v 

est  différent  de  zéro. 

Nous  ap|)ellerons  système  auxiliaire  le  système  (22)  ou  (22'). 

Contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  le  second  ordre,  pour  lequel 
la  transformation  de  Laplace  fait  correspondre  à  une  équation 
donnée  une  équation  unique,  nous  trouvons  ici  un  système  de 
plusieurs  équations,  comprenant  la  transformée  principale  et  le 
>\  stème  auxiliaire. 

Le  nombre  total  de  ces  équations  ne  dépasse  (Tailleurs  pas  n  —  ! , 
par  conséquent  il   n\  a  pas  contradiction. 
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8.  Soit  v  une  intégrale  du  système  transformé.  En  transpor- 
tant cette  valeur  dans  les  équations  (21)  et  celles  qui  en  dérivent 
on  aura  un  système  compatible.  Il  existera  donc  une  ou  plu- 
sieurs fonctions  v  satisfaisant  à  ces  équations  et,  par  conséquent, 
aussi  à  la  première  des  équations  (17).  Cette  fonction  est,  en 
général,  unique,  parce  que  l'équation  4>(V)  =  o  considérée  au 
n°  (>  se  réduit  à  v  =  o.  11  reste  à  examiner  si  elle  satisfait  à  la 
seconde  des  équations  (17).  En  posant 

dv  fi 

- —  p,  =  e, 

dy 
et  lenant  compte  des  équations  (18),  on  trouve 

,  à/'O       .  £>/»-i  e  ,  , 

A0— —  -h     A,-——     -h... -h        A„6  =  o, 


dl0  Of'i)         cft,   dP-i  0  d\p 


dxP  0.n>-1 

dPQ  à  Ai  dP-i 

dy   dxP  ày   àxtJ~l  dy 

ô'/X^  O/'d  <)'ilx  di>-i  0  d'il,, 


0  =  o. 


ôy'I    0.ri>  Oy'J   dxP~ l  dy'l 

Or,  par  hypothèse,  ces  équations  n'admettent  d'autre  solution 
commune  que  G  =  o  car  elles  sont  équivalentes  aux  équations  (ai) 
où  l'on  aurait  R0  =  R*  =  .  .  .  =  Ry—  o. 

Dans  les  cas  exceptionnels  où  $>(v)  =  o  serait  une  véritable 
équation  différentielle,  nous  trouverions  seulement 

*(0)  =  o, 

ce  qui  montre  (jue  le  système  (21),  tout  en  étant  compatible,  est 
encore  plus  général  que  le  système  (17). 

Supposons  que  <ï>(r)  soit  d'ordre  i.  Dans  ce  cas  toute  intégrale 
de  l'équation  4>(Ô)  =  o  sera  déterminée  quand  on  connaîtra  les 
valeurs  de 

(       OH        d*Q  a*-i  6 

O.r        ô.t-  7)ri-i 

pour  x  =  x0.  Si  ces  valeurs  initiales  sont  nulles  il  en  sera  de 
même  de  0,  quel  que  soit  x,  puisque  l'équation  (I>(G)  =  o  est  li- 
néaire et  homogène. 

D'autre  part,  pour  intégrer  l'équation 

*(*>)=  T0(Pi), 
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on  pourra  se  donner  arbitrairement  les  valeurs  de 

<).r  tir'     ' 

en  fonction  de   y  pour  x   =  #oî  mais  si  l'on  doit  avoir  en   même 

temps 

dv 

les  dérivées  de  ces  valeurs  Initiales  par  rapport  à  y  sont  égales  aux 

valeurs  de 


*>u 


ùx  (//•<-> 


pour  x  —  x0,  et  chacune  d'elles  ne  dépend  plus  que  d'une  con- 
stante arbitraire  :  ces  constantes  sont,  par  exemple,  les  valeurs  de 

dv  dl-xv 

en  un  point  x0,y0.  Si  nous  assujettissons  les  fonctions  initiales 
de  v  à  ces  conditions,  les  valeurs  initiales  de 

dO  à*-*  6 

1     dx*      "'      'dxlzl 

sont  nulles,  et  l'on  a  par  conséquent  0  =  o. 
Il  en  résulte  que  le  système 

dv 
*(p)  =  T0(pi),         j-  =  e, 

est  compatible  et  admet  une  intégrale  dépendant  de  i  constantes 
arbitraires,  quand  la  fonction  v{  est  une  solution  quelconque  du 
système  transformé.  En  particulier,  si  l'on  prend  e,  =  o,  on  trouve 
pour  v  une  intégrale  quelconque  de  l'équation  $(?•)  =  o.  Cette 
intégrale  ne  dépend  que  de  x,  car  les  arbitraires  introduites  par 
l'intégration  sont  de  véritables  constantes,  et  non  pas  des  fonc- 
tions de  y. 

Les  résultats  précédents  auraient  pu  s'établir  par  l'application 
des  méthodes  générales  de  MM.  Bourlet,  Delassus,  Riquier,  etc. 
Mais  la  nature  particulière  de  la  question  en  rendait  l'élude  directe 
plus  simple  et  plus  commode. 
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lui  résumé,  nous  sommes  arrivés  aux  conclusions  suivantes  : 
Quand  lo us  les  coefficients  "k  ne  son/,  pas  nuls.  la  nouvelle  in- 
connue c,  est  (/('finie,  en  général,  non  pas  par  une  équation 
unique,  mais  par  un  système  de  plusieurs  ('(/nations  linéaires. 
A  toute  intégrale  de  ce  système  correspond,  en  général,  une 
seule  valeur  de  v.  S'il  en  existe  plusieurs,  la  différence  de 
deux  quelconques  d'entre  elles  est  une  fonction  de  la  seule 
variable  x  satisfaisant  à  l'équation  <&(*')  =  o. 

9.  Pour  que  l'équation  considérée  (2)  admette  une  intégrale 
à  un  seul  terme  //„\,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  les  X  soient  nuls. 

Ce  dernier  résultat  était  presque  évident  a  priori. 
En  effet,  nous  avons 

D(tt0X)  =  XD(Mo)+  —  D*(«o)-+-  ~X    Dl* (h0 )-K..-+-  -^  ^-,D^1(Mo)  =  o. 

1  i  .2  (n  —  \y. 

Pour  que  le  second  membre  de  cette  identité  s'annule,  quelle 
que  soit  la  fonction  arbitraire  X,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

JJ  (  i(0 )  =  \)'x (  a0  )  =  D'U  ( u0)  =  . . .  =  0, 
ce  qui  établit  notre  proposition. 

10.  Avant  de  continuer  celte  étude,  il  est  indispensable  de  dé- 
finir la  transformation  de  Laplace  pour  les  caractéristiques  mul- 
tiples. Remarquons  cependant  que  nous  aurons  à  transformer 
toutes  les  équations  du  système  obtenu,  que  ebacune  d'elles  con- 
duira vraisemblablement  à  un  nouveau  système  d'ordre  plus  élevé 
et  que  par  suite  le  nombre  des  équations  à  considérer  augmentera 
très  rapidement  en  même  temps  (pie  leur  ordre.  Nous  serions  donc 
conduits,  dans  la  moindre  application,  à  d'inextricables  difficultés, 
si  l'élude  de  ces  systèmes  était  indispensable. 

Mais  il  suffit  de  se  reporter  aux  équations  du  second  ordre  pour 
s'apercevoir  que  le  rôle  des  transformées  est  à  peu  près  nul,  quand 
on  a  en  vue  seulement  la  détermination  des  intégrales  explicites. 
11  suffit  que  l'on  puisse  définir  la  suite  des  transformations,  et  ce 
problème,  M.  Darboux  l'a  complètement  résolu  par  l'introduction 
des  invariants.  Un  fait  analogue  se  présente  pour  les  équations 
d'ordre  supérieur.  C'est  pourquoi  nous  n'insisterons  pas  sur 
1  étude  complète  du  svstème  transformé. 


:>•.:; 
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I  I.  Dans  le  cas  <>ù  ./•  esl  une  variable  caractéristique  multiple, 
le  inultiplicateur  différentiel  <!<•  la  plus  haute  dérivée  par  rapporl 
à  ,r  peul  «'hc  d  ordre  <>;  mais  alors  il  n  \  ;i  p;is  <l  intégrales  expli- 
cites  dépendant  (rime  fonction  de  ./'.  Pour  que  ces  intégrales 
existent,  il  laul  nécessairement  que  ce  multiplicateur  soit  au  moins 

du  premier  ordre  par  rapport  à        •  S'il   esl  du    premier    ordre,    il 

n  v  a   rien   de  changé  aux  calculs  des  numéros  précédents.  .Nous 
allons  nous  occuper  du  cas  où  il  esl  d'ordre  supérieur. 
Ecrivons  L'équation  sous  la  forme 


(0 


D(*)  =  <?, 


()ii—ni 


fOî    fi 


ôj"'-"1 
désignant  des  multiplicateurs  différentiels 


Vo 


— —  -+-  <?i -h  a-i  - 

dyr  dyr-i  <)y  -2 


Toute  intégrale  principale  par  rapport  à  x  de  l'équation  consi- 
dérée admet  comme  premier  terme  de  son  développement  une  so- 
lution particulière  de  l'équation 


=  o. 


(»     (T^yi  Di""-'"i(tt)  =  *(B)  =  P  +  "'  S^  ■* 

Il  en  est  de  même  de  toute  intégrale  explicite 

(3)  z  =  a0'X^-M*iX<l*-«>-H  w2X^-2J  +  ...-H  MjxX. 

Si  Ton  connaît  l'intégrale  particulière  de  (2)  par  laquelle  com- 
mence le  développement  (3),  on  fera  disparaître  le  premier  terme 
en  posant 

d     z 


z>\  —  «0 


ôy  u0 


A  toute  intégrale  de  l'équation  (2)  on  fera  ainsi  correspondre 
une  transformation  de  Laplace. 

Mais  si  rien  n'indique  l'intégrale  particulière  u0l  nous  serons 
obligés,  pour  faire  disparaître  avec  certitude  le  premier  terme,  de 
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prendre  pour  transformation,  à  un  facteur  près, 

(5)  zï  =  ^0(z). 

Nous  dirons  que  celte  transformation 

ô'z  ô>--iz 


«l  =  TT+fll 


i)yr  ôyr~l 

est  d'ordre  /*. 

Supposons  que  l'on  ait  décomposé  cp0  en  facteurs  différentiels 

symboliques 

à       i       à        i  ô     i     ô     z 


(G)  <poO)  =  a,a2.  .  .a,._,  «0 


ôy  a,._!  ôy  a,._2  *  ùy  o^  dy  u0 


Il  est  évident  que  l'on  obtiendra  la  transformation  (5)   par  la 
répétition  des  transformations  du  premier  ordre 


à     z 
ôy  u0 

ô      i      ô     z  ô       z{ 

z2  =  a!  u0  - —  • —  =  a,  u0 


ôy  a,   Oy  u0  ôy  a,  u0 

Pour  que  celte  décomposition  en  transformations  du  premier 
ordre  soit  complètement  justifiée,  il  suffira  de  faire  voir  que  les 
facteurs  symboliques  de  <p0  non  utilisés  dans  la  transformation 
appartiennent  aussi  aux  multiplicateurs  différentiels  de  la  plus 
haute  dérivée  par  rapport  à  x  dans  les  équations  du  système  trans- 
formé. 

C'est  ce  qui  va  résulter  de  la  suite  de  notre  étude.  La  transfor- 
mation du  premier  ordre  constitue  donc  le  type  essentiel  et  élé- 
mentaire des  transformations  asymptotiques  les  plus  générales. 

12.  L'étude  que  nous  avons  faite  de  la  transformation  du  pre- 
mier ordre  dans  le  cas  des  caractéristiques  simples  s'applique  sans 
modification  importante  aux  caractéristiques  multiples. 

Nous  poserons  d'abord 

(7)  v  =  —>  t>i=  —  =  — • 

"o  «o        ôy 

L'équation  (i)  prend  alors  la  forme 

.     ôi'v       ,     dP~lv 
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L'ordre  p  de  y(^)  est  au  plus  égal  à  n  —  m  —  i;  A(c,)  esl  une 
expression  différentielle  d'ordre  n  —  1  : 

le  multiplicateur  différentiel  ta  sc  déduisant  de  Bq  par  la  suppres- 
sion du  premier  facteur  à  droite.   Si  l'on  a 

o 

cpo(O)  =  a,a2.  .  .a,._,  w0 


0      1 

à 

t) 

4/  a, 

àp 

w0 

■  dy 

8 
*i 

on  trouve 

.     A  d       i       d       i 

^0(0)  =  a^..  .a,._, ; ■ 

dy  a,._,   d/  «;— 2 

A  l'aide  des  coefficients  X0,  )M ,  .  .  . ,  \p  du  second  membre  de  (8) 
on  peut  encore  former  des  invariants  A0,  A,,  .  .  . ,  analogues  à  ceux 
(jue  nous  avons  déjà  considérés.  La  propriété  d'invariance  de  ces 
expressions  se  démontre  exactement  de  la  même  façon  en  remar- 
quant :  i°  que  tout  changement  de  variables  indépendantes  de  la 
forme 

x-y(x'),         y  =  <l(x',y') 

conserve  les  intégrales  de  l'équation  v0(u)  =  o  (ou  les  multiplie 
par  une  fonction  de  x); 

2°  Que  lorsqu'on  multiplie  z  par  une  fonction  k(x,y),  ces 
intégrales  se  trouvent  multipliées  par  la  même  fonction. 

Il  importe  d'observer  que  les  invariants  ainsi  formés  dépendent 
de  l'intégrale  particulière  a0  qui  a  défini  la  transformation;  cepen- 
dant, ils  restent  inaltérés  quand  on  multiplie  u0  par  une  fonction 
de  x. 

Moyennant  ces  remarques,  on  voit  immédiatement  que  la  trans- 
formée principale  et  le  système  auxiliaire  conservent  la  même 
forme  qu'au  Chapitre  précédent.  Il  arrive  seulement  que  dans  A(r,) 

la  dérivée  de  l'ordre  le  plus  élevé  par  rapport  à  x,     .  n_m  ?   au 

lieu  d'avoir  un  coefficient  numérique,  est  affectée  d'un  multipli- 
cateur différentiel  il0;  mais  ce  fait  n'altère  en  aucune  façon  la 
forme  extérieure  de  nos  équations. 

13.   Cherchons   maintenant    le  multiplicateur  différentiel  de  la 


-  256     - 


plus  haute  dérivée  par  rapport  à  x  dan-  Les  équations  du  système 
transformé. 

Dan-  la  transformée  principale 


|    hl    I 


A«, 

ày 

<H  -  1  >  „        O'I  "  '  À 


(//*'  /. 


a 


c/rV-'  tfW+l 


f^tf-H 


*V 


o, 


1rs  dérivées  d'ordre  le  plus  éle\é  se  irons  eut  évidemment  dans  le 
dernier  élément  de  la  dernière  colonne,  auquel  correspond  l<- 
terme  1iq¥q+s.  Il  en  résulte  que  les  caractéristiques  sont  les  mêmes 
que  dans  L'équation  proposée  niais  que  l'ordre  de  multiplicité  de 
la  variable  caractéristique  x  se  trouve  augmenté  de  q. 

Le  multiplicateur  différentiel  de  la  plus  haute  dérivée  prise  par 


0'i-"ti.ï 


rapport  a  x,  — 


un 


A, 

dy 


>  est  égal  à 


k«i 


dy 


0'/-r/.„      <r/-'À 


dy 


- 


t>'/-i 


dy1!-*-* 


dy* 


-i 


r/r'/-1  '/i/  -  : 


- 


VI'..  ■ 


Les  intégrales  de  L'équation  <I>     //    =  <>  sont  données  par  le  sys- 
tème d'ordre  r  —  i   :    * 

-     //  i  —  o. 

i)  =  x0x  . 

\       ■      =  AX,X|, 


l      'M  =  À^X,,. 


Leur   détermination   ne  comporte  d'autre  difficulté  que  I  inté- 

lion  complète  de  l'équation  s>0<  u  |  =  «>. 

Dans  les  transformées  auxiliaires,  les  résultats  sont  semblables. 
L<  -  seules  intégrales  communes  à  t  «  m >  les  facteurs  différentiels 
analogues  à  1>0  sont  données  par  les  deux  équations 


L     //     =  n, 


//     =  X0\( 
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ou  par  I  équation  unique 


.     d    i    , 

/„  'l„(l<  i        o. 

1  I.     M;iis,  dans  le  problème  <  |  <  1 1   nous  occupe,  ce  n  esl   pas  préci- 

sémenl  I  expression  des  mlégra les  <le  <l>„  (//^  «pu  importe,  c'est 
plutôt  la  décomposition  du  multiplicateur  différentiel  <I>0  en  fac- 
teurs svmboliques  du  premier  ordre.  Ce  résultai  s'obtient  faci- 
lement par  l'introduction  des  invariants. 

Considérons  une  suite  de  louchons  90,  0, ,  .  . . ,  0/M  telle  que  Ion 

ait 

"o -  -   po, 

8i=  Po  f^dy, 


9a=  Po ffrdyffady, 


chaque  signe  d'intégration  portant  sur  loui  ce  qui  suit. 
Formons  avec  ces  quantités  les  invariants 


(i3) 


An  =8 


0» 


fcl  = 


Oo 
0, 


h» 


0       *?2     ?JLfl 

ôy      dy* 


8, 

0-2 


ày       <)v- 


On  a  évidemment 

f'o  =  po>         ^i  —  Po  pi> 
et  par  conséquent 


^=pgpfp2, 


"o 


?i 


**=Pi+1PiPS-1-.-P<; 


hihi-i 


h'Li 


Donc,  toutes  les  opérations  qui  laissent  inaltérées  les  fonctions  A 
jouissent  de  la  même  propriété  relativement  aux  fonctions  p.  Si 
l'on  prend  pour  Q0,  Q, , . .  .  les  termes  principaux  de  la  suite  des  a  : 
X0,  Xa ,  . ..,  les  invariants  h  sont  précisément  ceux  que  nous 
avons  déjà  considérés.  Les  équations  différentielles  qui  admettent 
comme    systèmes    fondamentaux  de   solutions   les  coefficients  a. 
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seront  donc 

à„—  p0  pour  À0, 

^°dy  fl  =  ^'^  P°Ur  A°"   Xa'" 

0     0        "        '         "       'v     0     0     0  ,,,,iii-     >  ")  > 

^^j  p^d^  ^-PoP'P2         lH,m    X°'  A*-'  X«" 
ou  bien 


PoPifc^* 


ty    i     ô    i     t)    À 


T.-     =    O. 


4r  (*2  ^  Pi   ^  Po 
Pour  l'ensemble  des  A  nous  aurons 

r  o        p    ^    '     d  _ !_       _L   rj  À  _ 

Le  multiplicateur  4>0  défini  par  l'équation  (12)  prend  donc  la 
l'orme 

^  /     \        000  o      d      l       â        '  ^      '      ^      '    i    /     , 

*0(„)=p0p1ps...?ï_-_^_..._^__^B). 

Si  d>0  a  été  décomposé  préalablement  en  facteurs  différentiels  sym- 
boliques, la  décomposition  de  4>0  est  elle-même  complètement 
achevée.  En  particulier,  quand  le  multiplicateur  différentiel  cp0 
relatif  à  l'équation  donnée  est  du  premier  ordre,  on  a  pour  la 
transformée  principale 

r  ,\  ^  1    \       0   0  o     d     l     d       l  ô     \      d     u 

(,4)      ♦.(.)  =  !».(»,...  ^  ^  ^^  ...  Ty  ¥i  Ty  £  — 

Quand  cp0  est  d'ordre  supérieur,  tous  les  facteurs  symboliques 
qu'il  contient  appartiennent  également  à  <ï>0,  sauf  le  premier 
à  droite,  qui  a  été  utilisé  dans  la  transformation.  C'est  le  résultat 
que  nous  avions  annoncé. 

Les  considérations  précédentes  sont  encore  applicables  aux 
équations  du  système  auxiliaire.  En  effet,  si  nous  prenons  l'une 
des  expressions  R  définies  au  Chapitre  précédent  on  voit  qu'elle 
est  de  même  forme  que  le  premier  membre  de  la  transformée 
principale,  mais  contient  un  A  de  moins.  De  plus,  dans  la  dérivée 

r)i  R 

-j—  i  le  multiplicateur  différentiel  de  la  plus  haute  dérivée  prise 
par  rapport  à  x  est  le  même  que  dans  R. 

15.  Revenons  maintenant  au  cas  des  caractéristiques  simples*. 
Nous  avons  déjà  dit  que  la  considération  des  systèmes  transfor- 
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mes  successifs  n'es!  p;»s  nécessaire  pour  définir  la  suite  <l<is  trans- 
formations. C'esl  ce  point  que  nous  allons  étudier. 
Considérons  une  intégrale  explicite 

f{x)  désignant  une  Ponction  arbitraire. 

JNous  savons  que  les  coefficients  //  sont   déterminés  par  une 
suite  d'équations  différentielles  déjà  indiquées  au  n°  2. 

{  D»_1(k0)  =  o,        D„-1(w1)4-D«_^(a0)  =  o, 

(i(>)  <  Dn-i(up)-h  Drt_,(w^|)  -h  Drt_3( Mp-2) -+-...  =  o> 


en  posant  pour  abréger  D«_t-  au  lieu  de    r-j-  D^-/'.  On  a  en 

particulier 

Dn-i(u)  —  uQ  [    (  -  )• 

ày  \  u0  ) 

Supposons  qu'on  ait  déterminé  un  premier  système  d'intégrales 

Uq,       Ui,        ... 

de  ces  équations  et  cherchons  l'expression  la   plus  générale  des 
autres  intégrales  U0,  U< ,  .... 
Il  est  évident  que  l'on  a 

Uo  =  X0  w0, 

X0   désignant  une  fonction  arbitraire  de  x.  Nous  avons  ensuite, 
pour  déterminer  U(,  l'équation 

D/i_1(U1)-4-X0D/i_2(?/.0)H-  X;D/(_i(m0)  =  o, 
ou,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  u0, 

D«-i(U1)-f-X0D„_2(M0)  =  o. 
L'intégrale  la  plus  générale  de  cette  équation  est 

Ut=  Xo^i-1-  XiM0, 
X,  désignant  une  nouvelle  fonction  arbitraire.  On  est  donc  con- 
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duit  à  prendre 

La  méthode  ordinaire  de  l'induction  générale  permet  de  démon- 
trer l'exactitude  de  celle  loi.  On  aurait,  en  la  supposant  vérifiée 
jusqu'à  Tordre  p  : 


\:> 


[Dtt-i  (Up)  -h  Dfl-2  (  "y,-!  )  -+■ 


(17) 


X" 
-h  — ?-  f  D„_i  (  w„-i  )  -+-  D„_2  (  wp_2  )  -+-  • . . 

1.2 


X,  |  D„_2(  up-x)   ■+-  Drt_3(w/,_2)  4- 


X', 


[D«_irMp_j)-+-D,.._  (-a  _.)-+- 


=  o. 


On  voit   immédiatement  que  les   dérivées  des  fonctions  arbi- 
traires, X'0,  XJ,...,  X,,...  ont  leurs  coefficients  nuls.  11  reste  donc 

Dft_1(Un+i)  +  Xo[Dn_î(wp)     -h  D„_3(w^_i )-+-.. .] 


+  X,  [D/l_2(w/:,_i)  h-  D„_3(ttp_2  >-+-...] 


=  o. 


et  cetle  équation  donne  immédiatement,  en  introduisant  une  nou- 
velle fonction  arbitraire  X/;+t, 

(18)         U/;+i  =  X0  Up+i  -+-  Xi  iip-T-  X2  u p-\  -+-.  .  .H-  X/;z/i  +  Xyo-t-1  «o- 

La  formule  (17)  définit  en  quelque  sorte  le  groupe  des  transfor- 
mations des  fonctions  u.  Toute  fonction  des  u  et  de  leurs  dérivées 
qui  reste  inaltérée  par  les  transformations  du  |groupe  devra  s'ex- 
primer à  laide  des  coefficients  de  l'équation  et  de  leurs  dérivées. 

1G.    Soient  m0,  uPi}  u »,•<  •  •  •   lcs  termes   principaux  de  la  suite 
des  u  :  les  fonctions 

dii0  Oy 

"0 


«o 


Pi 


/'1 

4r 


/ ,  = 


M/>, 


//„ 


ày         ày* 
àitp.       àiuPi 


/'- 
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sodI  évidemment  des  invariants  pour  toutes  les  transformations  <ln 
groupe  des  fondions  a  et  s'expriment  par  conséquent,  ration- 
nellement, à  l'aide  des  coefficients  de  l'équation  ei  <!<■  leurs  déri- 
vées. H  esl  facile  de  voir  qu'elles  jouissent  également  de  cette  pro- 
priété d'invariance  relativement  aux  transformations  ponctuelles, 
définies  au  premier  Chapitre,  qui  conservent  à  la  fois  les  caracté- 
ristiques x  =  const.  et  la  forme  linéaire  de  l'équation. 

En  effet,  nous  remarquons  d'abord  que,  pour  multiplier  z  par 
une  fonction  \(x,y),  il  suffit  de  multiplier  tous  les  coefficients 
//„,  //,,  ...  par  X,  ce  qui  ne  modifie  pas  les  invariants  k.  En  second 
lieu,  si  l'on  effectue   un  changement  de  variables  indépendantes 

x  =  <?(V), 
y  =  4»(o/,y), 

l'expression  (i5)  se  change  en  une  autre  de  môme  forme 

w'o/('»,(^)+«;/('b-i,(^)+...+  m'w/(^), 

dans  laquelle  les  coefficients  u'0,  u\    .  .  .  sont  liés  aux  coefficients 
u0,  w,,  ...  par  des  relations  linéaires  de  la  forme 

U'p  =    0O«y;+  BiUp-l-h.  .  .-h   BpU0, 

les  0  désignant  des  fonctions  de  x  seul,  et  0o  étant  essentiellement 

différent  de  zéro,  puisqu'il  est  égal  à  une  puissance  de  —->   Il    en 

résulte  que  les  fonctions  A1,,  k2)  ...  n'éprouvent  d'autre  modifica- 
tions par  les  transformations  considérées  que  la  multiplication  par 

des  puissances  de  -— ,  et  de  -f—,-  Ce  sont  donc  des  invariants  ana- 
r  ox  dy 

logues  aux  fonctions  h  déjà  définies. 

17.  A  l'aide  des  invariants  k  nous  pouvons  former  les  équations 
successives  qui  admettent  pour  solutions  les  diverses  valeurs  des 
coefficients  u. 


Posons 


L'équation 


_  kjA'i—2 

Ki-\ 


I       0    /  U 

—  I  =  ( 


dy  1 1  dy  f   i         <o    /,  dy\u0l 
xxvii.  18 
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admet  comme  sol  niions   les  valeurs  de    a     el    de   ions  les  coeffi- 
cients u  d'indices  inférieurs  à  /;,. 

Cela  posé,  la  suite  des  transformations  est  facile  à  définir.  Nous 
poserons 


Oy  \  u  o 

à     i     d  (  z  \  ô  / 

t^r   /i   Oy\u0/  ()y\iiQlx 

<  [9) 

.         d        I        d        1  0      \     () 

°y  H-\  à  y  li-2         <)f  l\  0y\iiu 


Ces  transformations  sont  entièrement  rationnelles  par  rapport 
aux  coefficients  de  l'équation  proposée  et  à  leurs  dérivées. 

Lorsque  la  chaîne  des  u  n'est  pas  brisée,  la  suite  des  invariants 
sera  définie  par  les  équations 


,  ,         à    i    d    i  \"Dn-z(u2)-\-  D„_3 (wi)-+-  D„_t( a0) "1 
<)/  /2  ày  lil  u0  J 

Les  quantités  m0,  W|,  ...  ne  figurent  qu'en  apparence  dans  ces 
équations;  tous  calculs  faits,  elles  doivent  disparaître,  les  inva- 
riants /  s'exprimant  directement  à  l'aide  des  coefficients  de  l'équa- 
tion proposée. 

On  voit  l'analogie  qui  existe  entre  les  équations  (19)  et  celles 
que  M.  Darboux  a  données  pour  le  second  ordre.  Lorsqu'il  existe 
une  intégrale  particulière  de  la  forme  d'Eu  1er,  les  invariants  / 
s'annulent  tous  à  partir  d'un  certain  rang.  D'après  les  résultats 
du  n°  8,  il  en  sera  de  même  dans  d'autres  cas,  où  la  solution  sera 
donnée  par  certaines  équations  différentielles  linéaires  ordinaires 
dont  l'ordre  ne  surpassera  pas  n  —  1  et  dont  les  coefficients  dé- 
pendront seulement  de  la  variable  caractéristique  x. 
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SUR  LES  VARIÉTÉS  UNICURSALES  A  PLUSIEURS  DIMENSIONS; 
Par    M.    I  iÉOH     \  i   i  OH  m-:. 

INTROD1  CTÏON. 

Christoffel  a  inséré,  au  Tome  \l\  des  Mathematische  tnnalen 
(pages  280  a  :».(jo),  un  très  remarquable  article,  où,  par  une.  dis- 
cussion strictement  algébrique,  il  aborde  et  résoul  les  deux  pro- 
blèmes suivants  : 

I.  Etablir  l'existence  des  invariants  absolus  [rationnels) 
projectifsy  afférents  à  une  forme  aV ordre  n  à  p  variables  ; 

II.  Chercher  dans  quels  cas  l'égalité  des  invariants  absolus 
correspondants  assure  l'équivalence  de  deux  formes. 

Il   m'a  paru   qu'il  suffisait,    dans    l'analyse    de  Christoffel,   de 

changer  et  de  compléter  fort  peu  de  chose  pour  obtenir,  sur  les 
variétés  unicursales  à  plusieurs  dimensions,  plusieurs  propositions 
nouvelles. 

Tel  est  le  principe  de  cette  Note.  Le  fond  des  idées  appartient 
à  Christoffel  ;  mon  travail  a  consisté  à  généraliser  un  peu  les 
théories  et  surtout  à  les  interpréter  géométriquement. 

Voici  les  résultats  saillants  contenus  dans  les  recherches  ci- 
après. 

Soient  rLs[s  =  1 ,  2,  .  .  . ,  m  -f-  72  ]  les  m  +  n  coordonnées  recli- 
lignes  d'un  point  Z  dans  un  espace  (£  à  m  -f-  n  dimensions. 

Soient  tj[j—\1  a,  ...,  m]  les  m  coordonnées  rectilignes 
d'un  point  T  dans  un  espace  S  à  m  dimensions.  Introduisons 
m  +  n  polynômes  l\(ai ,  . . .,  a-;  /, ,  t2,  . . .,  lm)  =  P*(a;  t)  en  t, 
avec  les  coefficients  ai,  .  •  .,  aT  ; 

,  (M  -t-i)(M  -4-  <>.)  ...  (M  -h  m) 
t  =  (  ni  -h  11  ) — 


m 


M  étant  le  degré  maximum  des  P  et  quelques-uns  des  a  pouvant 
être  nuls;  définissons  un  point  Z  de  (£5  par  les  relations 

(o)  Z,  =  P,(a;0- 

Quand  T  parcourt  S,   quelle  figure  Z  de  (C  esl   décrite  par  le 
point  Z?  Tel  est  notre  premier  problème. 
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Définition  l.  —  Une  variété  E,  située  dans  C£,  sera  à  m  di- 
mensions lorsque  pour  un  point  Z,  assujetti  à  se  trouver  sur  E, 
on  peut  prendre  encore  m  et  seulement  m  coordonnées  arbitrai- 
ment 

tandis  que  les  n  dernières 

sont  définies  par  le  système  Ç  des  Ç. 

Définition  11.  —  La  variété  E  est  indécomposable  lorsque, 
pour  Ç  quelconque,  E  ne  peut  avoir  de  point  commun  avec  une 
variété  E',  à  m  dimensions,  sans  être  située  tout  entière  sur  E'. 

La  réponse  à  la  question  est  alors  la  suivante  : 

Théorème  1.  —  Le  lieu  Z  du  point  Z,  défini  par  le  système  (o), 
est  une  variété  indécomposable  à  m  dimensionsY,,  comptée  une 
ou  plusieurs  fois.  Les  n  équations  de  E  peuvent  s'écrire 

[i  =  1,2,  .  ..,  n] 

où  les  Ci  sont  des  polynômes  par  rapport  aux  za,(  el^i  —  i),  à 

coefficients  rationnels  en  Ç.  A  un  système  Ç  donné  quelconque, 
correspondent  sur  E,  ka  =  [jl,  uu ...[*«  points.  \k  est  le  degré  de  E. 

Ainsi  les  n  équations  de  E  peuvent  être  écrites  et  disposées  de 
façon  que,  lorsqu'on  passe  de  l'une  à  la  suivante,  on  introduit 
chaque  fois  une  seule  coordonnée  z  nouvelle. 

E  est  unicursale  par  définition. 

Supposons  maintenant  que  les  t  coefficients  a  soient  des  poly- 
nômes, à  coefficients  numériques,  par  rapport  aux  coordonnées  Xj 
d'un  point  X  de  (E.  Les  équations  (o),  qui  s'écrivent  dans  ce  cas 

(O  Z,  =  P,(X;0, 

définissent  alors  une  variété  Ex,  de  même  nature  que  E. 

Je  cherche  de  quelle  façon  influe  sur  la  nature  de  E  la  position 
du  point  X  dans  l'espace  (B.  Voici  ce  que  l'on  constate. 
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Théorème  II.  -  Plusieurs  points  \.  V,  \".  ...  peuvent 
fournir  la  même  variété  Kx  =  e,  mais  on  a  dans  ce  cas  un 

Certain  nombre  de  relations  (elles  que 

R(X')=  R<  V)      ...    :R(X), 
où  l<'s  R  sont  des  fonctions  rationnelles  des  m  -\-  n  lettres. 

On  pt'iii  nommer  les  II  les  invariants  absolus  de  la  variété  e. 

Il  est  à  remarquer  que  le  lieu  Z  de  Z  défini  par  le  système  (o) 
peut  exceptionnellement  avoir  moins  de  m  dimensions.  Ce  eas 
particulier  est  exclu  par  hypothèse. 

Introduisons  trois  définitions  suggérées  par  la  théorie  des 
formes,  où  les  hypothèses  faites  se  trouvent  réalisées. 

Définition   III.    —    Un    point   Y    est  équivalent  à    un   point 

X[Y§ë=X]  quand  il  existe  au  moins  un  point  T  fournissant  Y  au 

moyen  du  système 

Y,=  P,(X;  t). 

Définition  IV.  —  L'équivalence  est  une  propriété  réversible 
[YtËnX  entraîne  X  ==  Y  et  vice  versa]. 

Définition  V.  —  Pour  que  deux  points  soient  équivalents  en- 
semble [Y=X]  il  faut  et  il  suffit  qu'ils  soient  équivalents  à  un 
troisième  [X  =  Z,  Yë=  Z]. 

Nous  aurons  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  La  variété  Ex,  aux  n  -f-  /■  -f-  p(r^o,  p  =  o) 
invariants  absolus  R  (X  ),  est  le  lieu  des  points  équivalents  à  un 
point  donné  X  quelconque. 

Parmi  les  invariants  absolus  R  on  peut  choisir  : 

i°  n  fondamentaux  ^),,  . . .,  |i)„  tels  que  tous  les  autres  soient 
algébriquement  exprimables  avec  ces  n  là  ; 

2°  n  +  /•  semi-fondamentaux  $1,,  . . .,  |)„,  P„+, ,  .  . .,  %ht+r 
tels  que  chaque  R  soit  rationnellement  exprimable  avec  les  semi- 
fondamentaux,  tandis  qu'aucun  semi-fondamental  n'est  rationnel- 
lement exprimable  avec  les  semi-fondamentaux  précédents. 

Théorème  IV.  —  Pour  que  deux  points  X  et  \  soient  équi- 
valents, il  faut  et  il  suffit  que  les  semi-fondamentaux  soient 
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égaux 


|»1(Y)  =  |l1(X) IPiH-r(Y-)        |>„+r(X). 

Les  /i  équations 

»,(Y)=fi(X)1     ...,    f>„(Y)  =  fr„(X) 

fournissent  pour  le  Jieu  Y  de  Y  non  seulement  Ex  mais  encore  une 
variété  parasite  C,  indécomposable  ou  non.  Les  r  équations 

ont  pour  résultat  d'écarter  la  variété  parasite  C. 

Il  est  facile  de  retrouver  dans  l'espace  ordinaire  l'analogue  de 
quelques-uns  des  précédents  résultats. 

Prenons  m  =  i ,  n  =  2  ;  E  devient  une  courbe  gauche  unicursale 
ordinaire,  définie,  si  £,  =  x  =  Z,,  zt  =y  =  7j<2,  z2  =  z  =  Z3,  par 
les  deux  équations 

F1=  A0(^)j>-!J-i+  A1(a:-)jfj'1_1-+-  •  •  •  =  °, 
F2=  B0j(«)«l*«+  Bi(a:,^)3{Aa-i  -4-]3:,(.r,jK)-^   2-h...=  o, 

où  les  A  et  les  B  sont  des  polynômes.  On  sait  que  la  courbe  plane 
F,  =  o  est  la  projection  (conique,  de  sommet  o  =  x  =  y,  z  =  ce) 
de  la  courbe  E  et  qu'en  général  pt2  =  1 .  On  retombe  sur  la  repré- 
sentation des  courbes  gauches  au  moyen  d'un  cône  et  d'un  mo- 
noïde.  Pour  plus  de  détails  sur  la  question  je  renvoie  à  mon  tra- 
vail Sur  la  représentation  des  courbes  gauches  algébriques, 
inséré  aux  Annales  de  V Université  de  Lyon,  1896. 

Les  n  équations  F,==  o  de  E  sont  la  généralisation  du  procédé 
qui  repose,  dans  l'espace  ordinaire,  sur  l'emploi  du  cône  et  du 
monoïde. 

J'espère  revenir  ultérieurement  sur  la  matière  dans  un  travail 
plus  étendu,  auquel  la  présente  Note  servirait  de  préliminaires. 

DÉMONSTRATIONS. 

1.  Prenons,  dans  un  espace  (£  à  m  +  n  dimensions,  un  point  Z 
déterminé  par  ses  ni  -+-  n  coordonnées  rectilignes 

Zs        [s  =  i.  2,  ...,  m  +  n]. 

Effectuons  sur  les  7LS  le  changement  de  coordonnées  le   plus 
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général.  \l<>rs  le  système  de  référence  [(/w  n  i  I  èdre] 
occupera  une  situation  absolument  quelconque  tanl  dans  C  que 
par  rapporl  aux  diverses  figures  (variétés)  qu'on  étudiera  ci-après. 
Tous  les  Z,  joueront  un  rôle  géométrique  analogue  el  symétrique. 

Soit  de  même,  dans  un  second  espace  5  à  m  dimensions,  un  point 
T  déterminé  pur  ses  m  coordonnées  rectilignes  tjfj  ■     \  ,•*,  ...,  rn\. 

On  admettra,  comme  pour  les  Zj,  <[ u (*  tous  les  l  jouent  un  rôle 
géométrique  analogue. 

u2.  Je  dirai  qu'une  variété  E,  située  (Lins  (C,cstà  m  dimensions 
dans  le  cas  suivant  :  pour  un  point  Z,  assujetti  à  être  sur  E,  on 
peul  prendre  arbitrairement  m  et  seulement  ///  des  m  \  n  coor- 
données; en  vertu  du§  1  les  m  coordonnées  à  prendre  arbitraire- 
ment peuvent  être  choisies  ad  libitum.  Les  n  coordonnées  res- 
tantes  sont  fonctions  de  ces  m  là  et  E  est  définie  par  n  équations 
distinctes  entre  les  Ls.  Si  ces  n  équations  sont  algébriques,  E 
sera  une  variété  algébrique  et  n  coordonnées  7js  quelconques 
sont  fonctions  algébriques  des  m  autres. 

3.  llépartissons  les  Z5  en  deux  catégories  de  m  et  de  n  lettres 
respectivement,  en  posant 

7  y  V  y  7  —  "      • 

^  1  —  *a  1 1  tAi  —  >s  1}        '  •  •  ■>       L,ni  —  *r m  i 

7  -  7  -  7  - 

ij/n-hl —  ■*>{■>  /j///-f-2 —  *îi       •  •  •  ■>       '■'/n-hn —  -•/»• 

Cette  répartition  peut  se  faire  (§  1)  d'une  façon  quelconque  sans 
nuire  à  la  généralité  géométrique. 

Etablissons  maintenant,  entre  les  points  Z  de  l'espace  C  et  T 
de  l'espace  G  (§  1),  une  correspondance  résultant  des  relations 

(o)  r,-r\     («),    ...,    u=P/«     (0. 

(0  zt  =  P*/«+i(^)j      •  ••>     -3//  —  !*/«-(-/>  i/  '• 

où  P*(*)  =  Pj(^n  ^2?  •  ••»£/»)  est  un  polynôme. 

Quand  T  parcourt  S,  le  point  correspondant  Z,  dont  les  coor- 
données sont  fournies  par  les  systèmes  (o)  et  (i),  parcourt  dans  d 
une  variété  E  à  a-  dimensions.  Quel  est  le  nombre  t? 

S  comprend  com  points  T  dont  chacun  fournit  un  point  de  E; 
donc  7  ne  peut  dépasser  m.  Le  cas  v<^m  peut  parfaitement  se 
présenter,  mais  je  l'écarté  par  hypothèse.  Alors  t  =  />?. 
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Les  équations  (<>)  et  (i)  définissent  une  variété  K  à  m  dimen- 
sions, unicursale  par  définition. 

Je  nie  propose  de  construire  les  n  équations  de  E. 

4.  Rappelons  ce  que  Chrisloffel  nomme  Vélimination  systé- 
matique d'une  variable  x  entre/?  équations  algébriques 

<pi(#)  =  o,        (d.2(x)^o,     . ..,     <pp(a?)  =  o. 

Annulons  le  résultant  R(cp , ,  <p2)  des  deux  premières  équations 
cl  le  plus  grand  commun  diviseur  ^\{x),  qui  existe  en  vertu 
de  R  =  o,  des  deux  polynômes  <p,  et  cp2.  Les  deux  équations 
cp,  =  cp2  =  o  sont  remplacées  par  deux  équivalentes,  R(©i ,  'f  2)  =  o 
et  o'.t(x)  =  0,  dont  une  ne  contient  plus  x.  On  n'a  plus  en  x 
que  /?  —  1  équations 

o'.-,{x)  =  cp.-jO)  =  ...  =  cpp(ar)  —  o. 

On  annulera  encore  le  résultant  R(cp2,  cp3)  et  le  plus  grand  commun 
diviseur  cp':J  des  polynômes  <p!,  et  cp3.  On  aura  une  seconde  équation 
sans  x  etp  —  2  équations  en  x 

cp';J(.r)=  ©4(.r)  =  ...  =  ©,,(#)  ==  o. 

Procédant  de  proche  en  proche,  on  aura  : 

i°  p  —  1  équations  d'où  la  variable  à  éliminer  x  a  disparu  ; 

20  une  équation  en  x,  qui  fournit  les  racines  communes  aux  p 
équations  cp,  =  cp2  ==  . . .  =  z>p  ==  o,  qui  les  fournit  toutes  et  qui 
ne  fournit  que  celles-là. 

Ce  calcul  se  nomme,  d'après  Christoffel,  Vélimination  systé- 
matique de  x  entre  les  p  équations. 

5.  Rangeons  les  t  dans  un  ordre  quelconque,  ce  qui  est  indiffé- 
rent au  point  de  vue  géométrique  (§1),  par  exemple,  dans  l'ordre 
décroissant  des  indices.  Reprenons  les  m  -f-  n  équations  (o)  et  (1) 
du  §3;  appliquons  à  tm  le  procédé  de  l'élimination  systématique. 

Il  viendra  une  équation  en  tm 

°  =  Q(  t/nt   t  m-\,    •     -\       Ci,  £î,    .  .  .;      Z\t  Zi)    .  .  .), 

où  Q  désigne  un  polynôme,  et  m  -\-  n  —  1  équations  [système  (3)] 
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d'où  t  m  a  disparu.  Il  peut  se  faire  que  tm  \,tm  .,,  .  .,  i  ,„  _0f_,  aienl 
disparu  avec  /,„,  mais  non  tm  -,  On  appliquera  dans  le  système  (3), 
;'i  /,„  pi  l'élimination  systématique.  On  aura  une  équation  ;ivec 
/,„  «  el  ///    |-  //  —  a  équations  [système  (  \  )  |  où  l'indice  maximum 

des  /  qui  y  Rgurenl  sera  ///  —  p  —  p'. 

Continuant  l'élimination  systématique  des  tu  successivement 
rencontrés  dans  l'ordre;  décroissant  des  indices,  on  construira 
finalement  N  équations,  où  figureront  les  Ç,  lc^  3,  les  / 1  système  (5)1 
el  m -{- n  —  JN  équations,  où  les  *Ç  et  les  z  figureront  seuls  [sys- 
tème (6)]. 

Par  la  loi  môme  de  construction  !N^/>*.  Je  dis  que  N  =  m. 

Si  N  <</??,  plaçons  Z  sur  E  et  d'ailleurs  en  une  situation  quel- 
conque. Le  système  (6),  dont  les  m  -\-  n  —  N  équations  sont  une 
conséquence  des  n  équations  de  E,  sera  satisfait;  le  système  (5) 
fournira  an  pins  JN  des  coordonnées  tj  de  T,  les  m —  N  autres 
restant  arbitraires.  La  position  du  point  Z  sur  E  dépendra  seule- 
ment de  N  variables  au  pins  et  il  ne  pourra  y  avoir  sur  E  plus 
de  ooN  points.  E  aura  moins  de  m  dimensions,  cas  exclu  par  hy- 
pothèse (§  3).  Ainsi  N  =  m.  Les  entiers  p,  p',  ...  sont  tous  égaux 
à  t  .  Les  n  équations  du  système  (6)  sont  celles  de  la  variété  E. 

0.  En  résumé  :  les  m  -f-  n  équations  (o)  et  (1)  du  §  3  peuvent 
se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

0  =  Qy(Ç;  *;  h,  h,  ••-,  tj)        [j=  i,  2,  •••,  m], 
o  =  S*  (Ç;  z)  [i=  i,  2,  ...,  i»], 

om   /'o/i  a  écrit,  pour  les  polynômes  Q  e£  S,  Q(sî  *>  •••)  ^ 
S(Ç;  s)  a«  //ew  afe 

x(  «si»   •  •  •  j   V"  5  -^li   •  •  •  î  -*«  }•••)»       ^  (Ci,  .  .  .  ,   Ç,n",  ^1,   •  •  •  ,  -S/i) 

et  oà  t;  figure  effectivement  dans  le  polynôme  Qy. 

On  peut  aussi,  dans  les  /i  équations  S£- =  o,  ranger  les  z  dans 
l'ordre  décroissant  des  indices;  puis  éliminer  systématiquement 
les  z  dans  Tordre  indiqué.  Raisonnant  sur  les  z  comme  on  vient 
de  le  faire  sur  les  t,  on  remplacera  les  n  équations  S/  =  o  par 
n  équations  équivalentes 

[*=  1,  2,  ...,  » ]        F/(Ç;  zu  z2,  ...,  zi)  =  0 
où  Zi  figure  effectivement  dans  le  polynôme  F/. 
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Les  m    i    //  équations 

Q;(£î  *i  h,  h,  ...,  tj)  =  o,        F,-(Ç;  -,,  at,  . .  .,  z/)  =  o. 

assurent  la  représentation  de  la  variété  E. 

Prenons  arbitrairement  les  Ç;  les  égalités  Fj=  o  achèveront  de 
fournir  les  coordonnées  du  point  Z  de  E.  F{  =  o  donnera  la  seule 
inconnue  Z\ .  F2  =  o,  zt  étant  calculée,  donnera  z2,  etc. 

0,=o  donnera  en  fonction  des  Ç  et  z  la  seule  inconnue  /,. 
Cette  dernière  calculée,  Q2  =  o  donnera  /2,  etc.,  etc, 

7.  Le  but  des  recherches  qui  vont  suivre  est  de  discuter  et 
d'approfondir  la  nature  des  11  équations  F,  =  o  de  E. 

Je  supposerai,  jusqu'à  nouvel  ordre,  qu'on  a  attribué  aux  Ç  des 
valeurs  constantes  quelconques  et  ne  ferai  plus  mention  des  va- 
ria b les  Ç. 

Les  propriétés  de  l'équation  algébrique  F/(s/)  =  oen  Zi  seront 
toujours  supposées  sous   le  bénéfice  des  relations  antérieures 

F,  =  o,        F2  =  o,     ....     F/-i  =  o 

en tre  z  \ ,  -^27  •  •  •  j  ^i~\  • 

Enfin  si  l'on  avait  F/ =  37,  où  q  est  un  entier  positif  et  Si  un 
polynôme,  c'est  l'équation  ^,-=  o  que  l'on  écrirait  aux  lieu  et  place 

de  F/  =  o  (wo//-  §  16). 

8.  Si,  F/  étant  divisible  par  le  polynôme  #(Ç;  ^i,  ...,  3i_<), 

on  a 

F*=«*/(Ç;*i,  ...,  */), 

il  est  licite  de  remplacer  V équation  F/  =  o  par  <t>/  =  o. 

Il  faut  montrer  qu'en  biffante  on  ne  néglige  aucune  portion  de 
la  variété  E. 

Formons,  en  effet,  le  résultant  A(Ç)  des  i  équations 

F1^F1  =  ...  =  Ft_1  =  $==o 

aux  i  —  1  inconnues  z{,  ...,  £/_|.  A  sera  un  polynôme  en  £, ,  ...,  Çm. 
Si  A(Ç)  =  o,  la  relation  $  =  o,  c'est-à-dire  F/=  o,  n'ajoute  rien 
aux  relations  F,  =  . ..  =  F, ;  .,    —  o,  ce  qui   est  absurde,   car  il  n'y 
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aurail  plus  //  équations  pour  E.  Si  A<  £        Oj  les  >,  oc  peuvent 
plus  être  simultanément  quelconques. 

Bref,  pour  des  Ç  quelconques,  il  esl  Licite  <!«•  supprimer  dans  \  , 

le  facteur  '.i\  «  .  q.  i  .  i>. 

\).  L'équation  Fj(^i)  =  o  en  3,  ne  pourra  avoir  touti  jes  ra- 
cines égales,  car  I,  serait  la  puissance  exacte  d'un  polynôme,  cas 
déjà  exclu  par  hypothèse  (§  7). 

Soient  alors  s,-  et  z\  deux  racines  différentes  quelconques.  Je 

dis  (jne  lorsque  les  quantités  complexes  ^,,  . . .,  *,„,  £|,  .  •  -,  */   i 
décriront,  chacune  dans  son  plan,  des  circuits  fermés  conve 
fiables,  z,  sera  remplacée  par  z'r 

En  effet  z-i  et  z\  conduiront  par  l'intermédiaire  des  équations 

F«-m  =  o,  . . . ,  F„  =  o,        Qy  =  o,        [j  =  i,  2,  . . . ,  m] 

du  §6,  à  deux  points  différents 


Ç 1  ->   Ç?i   •  •  •  5  Cm*   ^li    •  •  •  >  &l—li  &h  &i+i  i  •  •  •  i  zn- 

Y  —  -  '  -  ' 

S«z j  *t  >    ■  •  •  i  "i—  1  >  •*» i >  ■  ■  •  J  *«i 


z;      Çi,..:, 


de  la  variété  E  et  à  deux  points  différents  T0  et  T'0  de  l'espace  G. 
T0  et  T'0  fourniront  respectivement  Z0  et  Z'0  au  moyen  des  équa- 
tions (o)  et  (i)  du  §3.  Joignons  T0  à  T'0  par  un  itinéraire  "ÏU  situé 
dans  l'espace  S.  Quand  T  parcourt  ÎU,  Z  marche  sur  E  de  Z0  à  Z'Q. 
*;  se  change  en  z'i}  les  Ç  et  les  zt1  . . .,  5;_1  décrivent  des  circuits 
fermés  (£),  (s,  ),  .  .  . ,  (^/_,  )  chacune  dans  son  plan. 

Réciproquement,  si  les   Ç,  ...,  £/_j   décrivent  ces  mêmes  cir- 
cuits, s,-  se  change  en  z^.. 

10.    Si,   comme  toujours  (§7),  les  Ç   sont  quelconques  et  les 
z{ ,  . . .,  a/_|  liées  par 

F,  =  F2  =  ...  =  Fi_1  =  o, 

V équation:  Y î{zî)  =  o  <?/*  <Sj  es4  irréductible. 
En  effet,  si  F,=  o  n'est  pas  irréductible,  on  a 

F,  =  ***'«'..    , 

les  équations  $(3|)  =  o,  .v \zi)  =  o étant  irréductibles  cl  les  5 
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étanl  des  polynômes  en  zt  à  coefficients  rationnels  en  Ç,  zt,  .. ., 

Zi  \.  On  ne  peu t  avoir  un  seul  facteur  s  (§7).  Soient  alors  s  et.?' 
deux  facteurs  différents  de  F/,  Zt  une  racine  de  s  =  o,  ^  une 
racine  de  s'  =  o.  Quand  Ç0  ...,  Çm,  *4,  ...,*/_<  décrivent  (§9) 
des  circuits  convenables,  les  coefficients  de  s  et  de  s'  ne  changent 
pas  ;  il  en  est  de  même  de  s  et  de  s'.  Mais  zi  se  change  en  z\ •;  s=o 
et  s'  =  o  ont  donc  une  racine  commune  et,  en  vertu  de  l'irréduc- 
tibité,  les  deux  facteurs  .s-  et  s'  ne  sont  pas  distincts,  ce  qui  est 
absurde. 

Bref  Fi(zi)  =  o  est  irréductible.  c.  o.  f.  d. 

H.   Explicitons  F/  =  o, 

A,,  B/,  .  . .  =  polynômes  en  £1?  . . .,  ÇTO,  £4,  .  ..,  s/_(. 

On  ne  peut  avoir  A/=o,  pour  (^quelconques  et  Fj  =  ...=Fl-_,=o, 
car  alors  on  aurait  pris  l'exposant  u./  trop  fort.  Enfin  les  A/, 
B/,  . . .  n'ont  aucun  facteur  commun  (§  8). 

Soit  Gp,  (p^i —  i),  le  z  d'indice  maximum  qui  figure  effective- 
ment dans  Ai.  Les  deux  équations  Ai(Zp)  =  o,  Fp(^p)  =  o  n'ont 
aucune  racine  commune,  car,  en  vertu  de  l'irréductibilité  (§  10) 
de  Fp  =  o,  A;  serait  =  o. 

Alors  il  existera  deux  polynômes  L(Ç;£, ,  ...,£p)etM(Ç;  Z\, ...,  Sp) 
et  un  polynôme  A|-(Ç;  *|,  . . .,  £ff)  a-  <<  o,  tels  que 

LAn-MFpÉsA}; 

cela  résulte  d'un  théorème  bien  connu  d'Algèbre  élémentaire. 

Si  l'on  multiplie  F^parL,  on  n'introduit  pas  dans  E  de  portions 
parasites,  car  on  peut  raisonner  sur  L  comme  au  §8  sur  (£$  sous  le 
bénéfice  de  Fp=o,  LA/  =  A^.  Cela  revient  à  écrire  dans  F,-,  Ai- 
pou  r  A/,  etc. 

A';  contient,  comme  z  d'indice  maximum,  zai  (<7<Cp).  On  abais- 
sera ainsi  de  proche  en  proche  l'indice  maximum  des  z  qui  fi- 
gurent dans  le  coefficient  de  z^.  Finalement  on  mettra  F£  sous  la 
forme 

Fi  =  **A,(Ç)  +  *9*-*B/<Ç ;  zu  • . -,  */-i) ■+■•••» 
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\/,  B/,  .  .  .  étant  des  polynômes,  ou  sous  (a  forme 
•Ï*H  =''•  lC/(C;  s,,  ...,  *<  ,)  +  ..., 

A-.v  C  r/^/>/  rfes  polynômes  en  z  à  coefficients   rationnels  en 

1 1  »  •  •  ■  ?  ^  m  • 

Une  conséquence  à  signaler  de  la  proposition  <-si  que  lé  maxi- 
mum de  V exposant  de  z,-  dans  un  polynôme  est  ix/  —  i,  quel 

que  soit  ce  polynôme. 

12.  En  résumé,  le  système  des  m  -f-  n  équations  (e)  <"/  Ci; 
'///  §  3,  qui  représentent  la  variété  unicursale  E  a  n  dimensions 
peut  être  remplacé  par  le  système  équivalent 

Qy(£;  *\  *1*  h, tj)  =  o,  \j  =  i,  2,  .  .  .,  m] 

ow  les  Q,  /es  A,  /es  B,  . . .,  sont  des  polynômes,  tj  figure  effec- 
tivement dans  le  polynôme  Qy.  A;^  o.  L'équation  F/(s/)  =  o 
es£  irréductible.  F;  /*'es£  divisible  par  aucun  polynôme  en 
Ci,  •  •  -,  3/__i •  Z<es  /£  équations  F,  =  o  ^o/z^  /es  /i  équations  de  E. 
Zes  //z  équations  Q/  =  o[y  =  i ,  . . . ,  m]  fournissent  la  corres- 
pondance entre  les  points  Z  cfeEef  /es  points  T  l'espace  £,  le 
tout,  bien  entendu,  sous  les  réserves  du  §7.  C'est  le  théorème  I 
de  l'Introduction. 
13.   Soient 

31L  =  2  31  (Ç)  *?«*£...**», 

3R/=  2  Sl'(Ç)*?  *?...*# 


/£     > 


deux  polynômes  en  z,  à  coefficients  rationnels  en  Ç.  6Y  OU/  =  DITL 
e/i  un  point  quelconque  deE,  les  deux  polynômes  peuvent  être 
écrits  identiques  coefficient  à  coefficient. 

Ordonnons  par  rapport  aux  puissances   décroissantes  de  zu  ; 
sous  le  bénéfice  du  §  11  (in  fine),  il  viendra  (§  12) 

les  M  et  M'  étant  des  polynômes  en  ^<5  .  .  .,  w„_,  à  coefficients  ra- 


-  e?i  - 

-     \ 

l   —3IL  =  *5»-,(M'1  —  3  :     "-    M.  -   M. 

int  quelconque  de  !..  Les         i  éq  -         :  .    '    = 

et  F«  =  o,  V une  de       g       ;jl„ — i.  l'autre  irréductible  et  de  de- 
nt une  racine  commun.?.   1  I  irtoul  sur  !.. 

M  .         M.  f=  M. 

Les  M  t  :  M    -     comportent   comme  3H  et  311/ maïs  ont  un   :.  s   - 
le  moins.  On  continuera  le  raisonnement  et  l'on  parvi< 

dra  à  des  relations  telle?  qi 

=  *?,~1I  :  :  :  -  :    ;      >  :"-..;-..  ;   -■•• 

qui  ont  encore  lieu  partout  su:  1      P  i  suite,  partout  sur  E, 

MC>  =  -Ci(C>,  :   -  ..  :    ■ 

!     -  _         vent   être  trail      -       mime  des  vari         -  endant<  - 

sont  des  polynômes,  l'égalité 

entraîne  l'identité  ^(  =  Çj. 

Su:       -    as   ^ .         ^    fracti    as  irréductil 

*  ;  =  R#      •   -  =r# 

5,  S^,  R,  R'=  polji        ;s.  On  aui 

SR'— RS  SB  =  RS 

nr  tout  système  des  1. 

S      riseRS'et  est  premier  avec  R:  donc 

5'  :  =k  :  s  :  .       i;    :  =  k  :  k  :  : 

e  n  t  j  d 

Ainsi  quand,  dans  911  et  3R  .  on  a  ramené,  au  moyen  des 
-    1     =  o,   î    i      -  nt  de  chaque  j.  à  ne  pas  déj    ss       jlj —  i, 
,\  polynômes  en  c  ainsi  réduit*  sont  identiques  coefficient 
Scient  ..  r.  n. 


M.   La  proposition  subsiste  quand  311   el  DR    sont,  pai    rappoi 
aux  -.  Htm  plu-  (!<•-  polynômes,  mais  des  fractions  rationnelli 

S  it  «n  effet 


DR 


H 


l\  O  =  polynômes  en  3  à  coefficients  rationnels  1  J.  Supi  >ns 
que  If  c  d'indice  maximum,  qui  figure  effectivement  dans  le  dé- 
nominateur Pj  -"ii  -..  En  vertu  de  l'irréductibilité  de  I  -,  5p)  =  o1 
les  deux  équations  l  :.  0  el  P  5p  =0  n'onl  pas  de  racine 
commune,  el  il  existe  deux  polynômes    §  I  I 

LC:  g, 9Ç   .        M    ::  g, gp), 

el  n  ri  troisième 

tels  que 

LP  -  MFp  =  I-  . 

d'où,  avec  Fp  =  o. 

I.<  i 

et  le  dénominateur  ne  contient  plus  que  :,,  .  .  . .  z0.  Continuant 
de  proche  en  proche,  on  réduira  DR  à  être,  par  rapport  aux  c,  un 
polvnome  à  coefficients  rationnels  en  Z.  On  es!  ainsi  ramené  au 
cas  du  §  13. 

15.   Désignons,  pour  abréger  le  langage,  par  ^  le  système  des 

ni  coordonnées  ^, Zm  et  envisageons  dans  le  même  espace  05 

deux  variétés  à  n  dimensions  £  et  E  définies  respectivement  par 
les  équations 

r  i ']    —  -  -  •   -1 si—  1     —  ...  —  O, 

/  =  1,2 n . 

Si,  pour  Ç  quelconque.  E  et  E'  ont  un  point  Z  commun,  I 
1        'incident. 

En  effet,  les  deux  équations 

F    gO^jf'-hC,   :  et-1-.  ..=  0. 
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ont  par  hypothèse  une  racine  commune;  or,  elles  sonl,  l'une  et 
l'autre,  irréductibles;  donc  \j.\  =  jj.,,  G,  =  Gt,  .... 

En  se  reportant  au  §  13,  in  fine,  on  constate  en  effet  que,  si 

C',(Ç)  =  C4  (Ç),  pour  Ç  quelconque,  C\  =  G,.  Bref,  F',  =  F,. 

Je  dis  que,  si  ¥\  =  Fl5  F^  =  F2,  .  .  . ,  FJ_f  =  F/_M  on  a  aussi 
F'  =  F 

F'-  (zA  =  o,  F|*(j8/)  =  o  ont  une  racine  commune  et,  en  vertu 
de  leur  irréductibilité  commune, 

Pi  =  [xij         G'/(  Ç;  /Si,  . .   ,  z/_i )  =  C/(Ç;£i,  ...,  s£_)  ),         .... 

Réduisons  au  moyen  des  équations  F,  =  o,  .  .  .,  F/_i  =  o,  les 
exposants  de  £*,  .  .  . ,  £/_<  dans  Q  et  C«  à  ne  pas  dépasser  respec- 
tivement 

f*i  —  I)     f^2  —  i ,     ...,     n/_i  —  i. 

Les  polynômes  G'f  et  C/  en  £4,  .  .  .,  3/_j,  à  coefficients  ration- 
nels en  Ç,  ainsi  réduits,  doivent  êlre  identiques  (§13,  in  fine). 
F;  et  F/  ont,  en  Zi,  même  degré  jji;  et  mêmes  coefficients;  donc 
F'  =  F 

La  conclusion  est  que  les  variétés  E  et  Er  coïncident,  comme 
définies  par  les  mêmes  équations. 

On  peut  dire  que  la  variété  E  est  indécomposable,  en  ce  sens 
qu'une  autre  variété  E'  ne  peut  avoir  de  portion  commune  avec  E, 
sans  coïncider  entièrement. 

16.  Nommons  degré  de  E  le  nombre  de  points  Z  qui  corres- 
pondent à  un  Ç  donné  quelconque.  Ge  degré  est  évidemment 

IX  =  (l,fAs...(JLil. 

Au  §  7,  in  fine,  nous  sommes  convenu  que,  quand  on  rencontre, 
par  le  procédé  de  l'élimination  systématique,  l'équation  F/  =  ^, 
on  fait  abstraction,  dans  la  représentation  de  E,  de  l'exposant  rji. 

Si  l'on  avait  conservé  les  exposants  qi,  au  lieu  d'obtenir  la 
variété  E  de  degré  \k 

¥i  =  o        (i  =  i,  2,  ...,  n), 

on  aurait  eu  la  variété  E,  définie  par  les  équations  Ff'  =  o,  dont 
le  degré  est  u.q  (q  =  qK  q2 .  .  *qn)> 
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K  contienl  seulemeni  des  points  de  Ë  el  les  contienl  lous; 
chaque  poinl  de  E  esl  compté  n  fois  sur  Ë.  On  |>«'ni  dire  que  b 
est  /</  variété  indécomposable  E  comptée  a  fois. 

AJnsi,  les  équations  (o)  >-/  (i)  dfu  §3  définissent  une  variété 
unicursale,  à  m  dimensions  E,  indécomposable,  comptée  une 
ou  plusieurs  fois.  C'esl  le  Lhéorème  M  <!<•  I  Introduction, 

17.  Reprenons  les  polynômes  l\</)  du  §3,  ;mx  m  variables 
indépendantes  tj  (j  =  i ,  2,  . . .,  m  ).  On  peu I  (§  l),  sans  restreindre 
la  généralité,  attribuer  aux  ///  -h  n  p»»l\  nômes  l\  le  même  degré  M  - 
Il  v  aura  t  coefficients  a( ,  a^,  . . .,  aT,  <>ù 

i  M  -f-  i  )(\\   :    a)...<  M  -h  m  l 

x  —  (  m    l    //  i  — f— 

Les  expressions  F  i  sont,  par  rapport  aux  a,  des  fractions  ration- 
nelles. 

attribuons  aux  a  deux  systèmes  différents  a  et  a'  de  valeurs, 
qui  conduisent  à  deux  variétés  unicursales  à  ni.  dimensions  E,  E' 
définies  respectivement  par  les  deux  systèmes 

F^sp-t-jf-'CCai  Ç:  zu  . . .,  **_,)■+-..  .=  o, 

où 

C;  =  C/(a';  Ç;  *i,  ....  Sj-t) 

En  vertu  des  explications  qui  précèdent  (§  lo),  comme  les  deux 
variétés  sont  indécomposables,   il  faut  et  il   suffit,   pour  que  les 

deux  variétés  coïncident,  que 

*A  =  V-u         F',  =  ¥t        {i  —  i,  2,  3 n). 

Pour  assurer  ces  identités  il  faut,  dans  les  polynômes  d  et  (^, 
en  s,  poursuivre  l'identification  des  coefficients.  Ces  derniers 
sont  des  fonctions  rationnelles  des  £,  à  coefficients  rationnels  par 
rapport  aux  a  et  a'  respectivement. 

En  dernière  analyse,  la  coïncidence  des  variétés  H  el  E'  se/Yi 
assurée  par  un  certain  nombre  de  relations  de  la  forme 

W(a)  =  18(a'  ). 
\\mi.  ig 
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r/W  désigne  une/onction  rationnelle  des t arguments  a  oub!. 

Les  formations  11  qui  ne  changent  point  de  valeur  quand  on  ne 

change  pas  de  variété  E,  peuvent  s'appeler  les  invariants  absolus 

rationnels  de  la  variété  unicursale  à  tn  dimensions  E,  située  dans 

l'espace  (b  à  m  -f-  n  dimensions. 

18.  Admettons  :  i°  que  les  t  coefficients  a  des  m  -j-  n  poly- 
nômes P$(£)  soient  des  fondions  entières  à  coefficients  numé- 
riques des  m  +  n  coordonnées  X,  d'un  point  X  de  l'espace  (£; 
i°  que  les  dJ  soient  construits,  avec  les  coordonnées  Y5  d'un 
point  Y  de  C£,  de  la  même  façon  que  les  a'  sont  construits  avec 
les  X5. 

On  peut  alors  parler  des  deux  variétés  Ex  et  EY.  Si  l'on  veut 
que  EY  coïncide  avec  Ex,  on  aura  à  écrire  plusieurs  égalités 

R(X)  =  R(Y), 

où  R  est  une  fraction  rationnelle  de  m  -f-  n  lettres  X.ç  ou  Y,.  C'est 
le  théorème  II  de  l'Introduction. 

Quand  X  parcourt  l'espace  (£,  Ex  coïncide  successivement  avec 
les  com+n  variétés  d'un  système  C  de  variétés.  Si  l'on  a  fixé  la  va- 
riété  Ex  de£,  le  point  X  est  assujetti  à  parcourir  une  variété  eXo 
algébrique,  représentée  par  les  équations 

R(X)=  R(X0)3 

où  les  Xj  désignent  les  coordonnées  courantes  sur  eX(. 

19.  Mettons  en  évidence,  dans  les  polynômes  Vs(t)  du  §3,  les 
variables  X5.  On  pourra  écrire  P*(X;  t),  Ps  étant  un  polynôme 
par  rapport  aux  Xs  et  aux  fy,  à  coefficients  numériques. 

Si  l'on  a  Ys=  P*(X;  t),  où  les  tj  sont  un  système  convenable- 
ment choisi  de  m  paramètres,  je  dirai  que  le  point  Y  est  équiva- 
lent au  point  X. 

On  exprimera  le  fait  par  la  notation 

\    =X. 

Je  ferai  deux  hypothèses  : 

I.  L'équivalence  est  une  propriété  réversible,  c'est-à-dire  que 
N  Ë=XentraîneX  =  YetX,=  P,(Y;  *')■ 
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II.  Pour  que  \  Y,  la  condition  nécessaire  el  suffisante  esl 
i|u  il  existe  un  troisième  point  Z  i<'l  que 

X       /.         ï       /,. 

La  proposition  suivante  esl  évidente  :  la  variété  Es  (§  [S)  est 
I,'  lieu  des  points  \  équivalents  à  \.  C'est  !<■  théorème  III  de 
l'Introduction. 

De  même  :  pour  que  deux  points  \  et  \  soient  équivalents ^ 
il  faut  et  il  suffit  qu'ils  soient  sur  une  même  variété  lv. 

L'équivalence  X  ^     \  est  exprimée  par  les  relations  du  §  18 

R(X)  -   \\(\  ). 
Si  Ion  posait 

K(Y)  —  ï]  =  const., 
les  équations 

R(Z)  =  R'(Ç,  *)  =  *), 

où  les  Z  sont  les  coordonnées  courantes,  représentent  la  variété  EY. 

Il  convient  de  discuter  ces  relations. 

^20.  Considérons  les /i-H  r-f- p  équations  (r^o,  p>o), 

77T/  =  fraction  rationnelle. 

(  bj/(Z)  =  73T/(Ç,  z)  =/>/,        /?/=  const. 

(  (/  =  i,a,...,»  +  r  +  p), 

et  admettons  par  hypothèse  qu'elles  représentent  en  coordonnées 
courantes  Z  (ou  ^  et  z)  la  variété  E  à  m  dimensions  étudiée  au 
cours  du  présent  Mémoire.  En  d'autres  termes,  toutes  les  équa- 
tions (o)  sont  satisfaites  pour  les  différents  points  de  E  et  exclusi- 
vement pour  ces  points-là. 

Donnons-nous  arbitrairement  le  système  Ç  des  Ç  et  envisageons 
les  n  -f-  /•  -f-  p  équations  à  n  inconnues  z 

On  peut  évidemment  (et  même  de  plusieurs  façons  quelquefois) 
en  choisir  n 

(0  &i:=Vi(Ç>*)  =  pi        (t  =  i,2,  ...,  n), 

don!  aucune  ne  soii  conséquence  algébrique  des  autres    Si     en 
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effet,  il  en  était  autrement,  les  Zj  seraient  effectivement  liées  par 
moins  de  n  équations  et  E  aurait  plus  de  ///  dimensions. 

Nos  7T7  actuels  sont  les  invariants  absolus  du  §  17.  Les  n  inva- 
riants |J  peuvent  prendre  le  nom  de  fondamentaux . 

Adjoignons  au  système  (1)  l'équation  to//+,  =/>//+, .  Les  n  +  i 
équations  ont  des  solutions  communes  ;  le  résultant  A(Ç,  /?),  poly- 
nôme en  Ç  ci  Pi,  . ..,  P/i+i-,  est  nul.  Mais  les  Ç  sont  des  variables 
indépendantes;  A  doit  s'évanouir  indépendamment  des  Ç  et  il 
existe  au  moins  une  relation 

*(/?i,  ...,/>«, /Wi)  =  o,         *  =  polynôme. 

Aussi  /es  w  +  r  +  p  invariants  absolus  rsi  sont  fonctions  algé- 
briques des  n  fondamentaux  ^/. 

21.  Supposons  d'abord  que  |J„+i  =  w//+,  ne  soit  pas  une 
fonction  rationnelle  des  ^1/  (i  =  i,...,/i)  et  l'équation  algé- 
brique ^>(/?/i+»)  =  o  a  plusieurs  racines  différentes. 

Que  représentent  les  n  équations  ^1/  =  /?/?  Evidemment  une 
variété  à  m  dimensions  e.  e  comprend  E.  Je  dis  que  e  comprend 
aussi  une  variété  parasite  C,  distincte  de  E. 

En  effet,  quand  le  point  Z  parcourt  e,  les  "|J/  ou  les  pt  restent 
invariables  et  "|îw+i  peut  devenir  égal  aux  diverses  racines  de 
l'équation  (l>(p„+i  )  =  o. 

Une  seule  convient  à  E,  c'est  la  valeur  de  pn+\  qui  figure  dans 
le  système  (o)  du  §20.  Les  autres  racines  conviennent  à  la  variété 
C  D'ailleurs  la  racine  qui  convient  à  E  peut  convenir  aussi  à  une 
portion  s  de  C,  mais  non  à  la  portion  restante  s'. 

Ainsi,  l'adjonction  aux  n  équations  fondamentales  *|) /=/>,• 
de  l'équation  surabondante  ciw+,  =  p„+i  =  Pn+\  a  eu  pour  effet 
de  diminuer,  par  la  suppression  de  la  portion  s',  la  variété 
parasite  C  et  cela  dès  que  %h/+\  n'est  pas  une  fonction  ration- 
nelle des  fondamentaux  p,. 

Au  contraire,  si  p//+i  est  une  fonction  rationnelle  des  fonda- 
mentaux, l'adjonction,  aux  équations  fondamentales,  de  l'équation 
"|î//+l  =pn+i  ne  modifie  en  rien  la  variété  parasite  C.  Celte  équa- 
tion n'exprime  rien  de  plus  que  les  n  fondamentales  et  devient 
superflue. 

Ecartons  cette  dernière  hypothèse. 
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Prenons  ma  i  atenant 


' 


Si  y«+a  n'est  pas  rationnelle  en  Vf,  . ..,  jùn+ti  alors  l'adjonc- 
tion de  jPn+a  =/>/i+a  supprime  encore  une  portion  nouvelle  de 
ht  variété  parasite  C.  Si  jJ„+_>  est  rationnelle  en  |.l,,  ...,  ^.i//+), 
l'équation  nouvelle  esl  superflue. 


22.  On  procédera  ainsi  <lc  proche  en  proche  jusqu'à  ce  qu'on 
ail  supprimé  toute  la  variété  parasite  C.  Cela  arrivera  sûrement, 

au  plus  laid  sur  le  dernier  invariant  absolu  nr,  car,  par  hypothèse, 
les  n -h  r  -+■  o  équations  (o)  du  5j  20  représentent  exclusivement 
la  variété  E. 

Supposons    qu'aucun    des    invariants    absolus,    au    nombre    de 
n  -+-  r, 


Pi,  P>,  ••-,  P«,  GT^-h!  =  î»W-t-l,  .-.,  TÎT„+r=P 


«+/•» 


ne  soit  exprimable  rationnellement  au  moyen  des  précédents, 
tandis  que  les  o  invariants  m  restants  soient  rationnellement  expri- 
mables au  moyen  de  ces  n  H-  r  premiers-là,  (pie  je  nommerai  semi- 
fondamentaux. 

Les  n  -h  r  équations  semi-fondamentales 

Pi=/>1>  •••,  Vn+r  =  Pn+r 

représentent  la  variété  E  tout  entière  et  sans  portions  parasites. 
Les  autres  équations 

sont  supertlues. 

23.  Revenons  au  problème  du  g  19  et  à  L'équivalence  X^Y 
des  deux  [joints  X  et  Y. 

Introduisons  les  n  -f-  r  •+-  o  invariants  absolus  to/(Z)  d'une  va- 
riété Ez;  construisons  les  n  fondamentaux  (r^o,  ?  =  o) 

Pi(Z)        (t  =  i,2,  . . .,  /*;  ?  =  i,a,...,»  +  r  +  p), 
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cl  les  //  •+-  /•  semi-fondamentaux 

|>K(Z)        (K  =  i,  a,  ...,«-+-  r). 

Les  conditions  d' équivalence  X  =  §  Y  nécessaires  et  suffisantes 

sont 

Pr(X)  =  Pk(Y). 

Il  >  en  a  n  -h  a*.  C'est  le  théorème  IV  de  l'Introduction. 


APPLICATION  DES  FONCTIONS  DOUBLEMENT  PÉRIODIQUES 
A  LA  SOLUTION  D'UN  PROBLÈME  D'ITÉRATION; 

Par  M.    Lémeray. 

1.  Dans  une  Communication    insérée  au  Bulletin(l.  X.XVI, 

i<S()S,  p.  5),  M.  Lean  a  étudié  le  problème  de  Babbage  : 

Déterminer  des  fonctions  o  (s)  telles  que  l'on  ait  identique- 
ment on(z)  =  z,  en  posant 

Çi(*)  =  «p(a),         -..,        Ç/»(*)  =  ?i»-i[ï(*)]- 

M.  Lean  démontre,  en  particulier,  que  si  l'on  cherche  des  fonc- 
tions uniformes,  les  fonctions  inconnues  seront  nécessairement 
des  fractions  rationnelles. 

2.  Je  voudrais  d'abord  montrer  que  l'on  peut  trouver  des  fonc- 
tions algébriques  irrationnelles  répondant  à  la  question;  on  ob- 
tient ainsi  une  solution  peut-être  nouvelle  du  problème  proposé. 

Soit  la  fonction  elliptique  sn(Â',  0),  de  périodes  {Q,  et  2Û2. 
Soit  Ç  un  argument  qui  divise  exactement  une  période,  de  telle 
sorte  qu'on  ait,  par  exemple,  n'C.  =  iÛt,  n  étant  entier;   on  aura 

sn(/c,8  4-nÇ)  =  sn(À-,6) 

quel  que  soit  8.  0  (Haut  variable  et  ^  constant,  posons 

snÇ  =  a(>),         sn0  =  ,3,        sh(6h-Ç)  =  îp(^). 


(')  a  sera,  comme  l'on  sait,  exprimable  par  radicaux 


-  :><s;i 


D'après  le  théorème  d  addition  de  sn,  on  aura 


1 1 1 


(  5 


a\    i         'i       /.    - ■  ■  i         \    i       a      i       /.'"'. 


i  — /^-o- 


Je  dis  que  cette  fonction  » (3)  satisfait  ù   la  question.  En  effet, 
tpgl  s)  étanl  obtenu  en  remplaçant,  dans  o|  3 1,  s  par  01  s  I,  <>n  aura 

cpj(^)  =  sn(8  -hÇ   h  argsna)  =  sn(0   hÇ       £)       sn(8       >  ;  1 

el  généralemenl 

o/((  z)  =  sn [8  -»-(/>  —  i)Ç  -•-  argsna  |  -  sn(0   h />£)• 

La  //"nu'  itérative  sera  donc 

cp„(^)  =  s  11  (  0  -h  nÇ)  =  snO  —  5. 

rî.    La  (onction  ç(s)  a  quatre  points  de  ramification   s=±  1, 

c  =  zt     •  Elle  est  uniforme  sur  une  surface  <Ie  Riemann,  formée 

a 

de  deux   feuillets   raccordés  par  les  deux   lignes  de  passage  sui 
vantes  : 

une  droite  allant  de  z  =  -+- 1     à     z  =  ■+-   .  ■> 

A 


une  droite  allant  de  z  =  —  1     à 


Dans   le   caleul    des   itératives  de  ç(<s),  on   prendra  toujours  la 

même  détermination  du  radical  ^/ (  1  — a')(l  ~~  A*-a-). 

Le  changement  de  détermination  ne  portera  que  sur  le  radical 

\  |  1  —  32j(i  —  k-z'1),  dans  lequel  se  fait  la  substitution. 
Mais  les  itératives 

?o  (*)  =  *,  fi(^) <$>*(*)  =,3 

ne  forment  pas  une  suite  continue;  elles  sont  représentées  sur  le 
plan  par  n  points  isolés.  Pour  préciser  la  manière  de  les  suivre 
sur  la  surface  de  Riemann,  il  suffira  de  prendre,  parmi  les  deux 
déterminations  du  radical,  celle  pour  laquelle  %p(z)  est  égal  à 
mhO  •  uiÇ),  quand  la  variable  réelle  el  continue  y.  passe  par  la 
\  aleur  p. 
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\.  Quand  on  considère  uniquement  les  valeurs  réelles  de  a  et  s, 
on  peu l  employer  une  représentation  géométrique  des  itératives 
dont  nous  nous  sommes  déjà  servi  ('),  et  l'on  choisira  la  détermi- 
nation convenable  du  radical  par  le  moyen   suivant,  qu'il  suffira 

d'énoncer.  Posons 

?(*)  =  u 

et  construisons,  en  coordonnées  rectangulaires  s,  u}  la  courbe  re- 
présentée par  l'équation  (i)(2).  Soit  M,  un  point  de  la  courbe 
d'abscisse  z\  ut=  u  est  l'ordonnée  de  M,. 

A  partir  de  Mt,  construisons  une  ligne  brisée  M,  V<  i\f2P2  .. ., 
dont  les  côtés  M^P^  sont  parallèles  à  OZ  et  dont le$  côtés  P» M p+i 
sont  parallèles  à  OU;  les  points  M  étant  pris  sur  la  courbe,  les 
points  P  sur  la  bissectrice  positive  de  l'angle  des  axes  i!<  =  ;. 
Les  ordonnées  des  points  M1?  M2,  .  .  .  représentent  les  itératives 
cpi  (.s),  (p2(G)  •  ••>  pourvu  que  l'on  procède  ainsi  : 

Soient  Mp  le  point  de  la  courbe  dont  l'ordonnée  est  égale  à  z>p(z), 
et  Pjr,  le  point  de  la  bissectrice  positive  situé  sur  la  parallèle  à  OZ 
menée  par  Mp.  Par  Pp  on  a  à  mener  une  parallèle  à  OU.  Cette 
droite  coupe  la  courbe  en  deux  points.  Quand  ces  points  sont 
distincts,  ce  qui  est  le  cas  général,  on  choisira  celui  qui  n'est  pas 
symétrique  de  M^  par  rapport  à  la  bissectrice  positive.  Son  or- 
donnée sera  égale  à  vp+i(z). 

o.  Quand  on  fait  dégénérer  sn  en  sin,  A  devient  nul;  l'équa- 
tion (i)  représente  alors  une  ellipse  ayant  les  bissectrices  pour 
axes.  La  relation 

?«(-) =  z 

se  traduit  par  la  propriété  suivante  de  cette  courbe  : 

Si  AA'  est  l'axe  dirigé  suivant  la   bissectrice  positive,  BB'  Taxe 

dirigé  suivant  l'autre  bissectrice,  et  si  l'angle  BAB' est  égal  à^ 
alors  M2//+1  coïncide  avec  M,,  quel  que  soit  M, . 


// 


(^Association  française,  Bordeaux,  iSqj;  Nouvelles  Annales,  3i  série, 
t.  XVI  et XVII. 

(2)  Celte  courbe  admet  pour  axes  de  symétrie  les  deux  bissectrices  des  angles 
des  axes. 


—  285 


Plus  généralement  si  \\\\V         -  (k  et  n  premiers  entre  eux),  ce 

//  ■  /; 

qui  permel  d'étendre  la  propriété  au  <  ;i^  où  \  V  <si  le  p<-iii  axe  de 
l'ellipse,  l  énoncé  subsiste  si  /.  esl  impair.  Si  k  esl  pair,  M„,  t  coïn- 
cide a\  ec  M  i . 

Il  l.nii  remarquer  que,  si  l'un  «les  points  M  tombe  en  \  ou  V, 
deux  des  points  I*  se  confondent  au  même  point  ;  mais  les  points  M 
restent  toujours  distincts. 

(>.  Au  lieu  de  sn,  considérons  une  fonction  F  admettant  des 
périodes.  Soient  u  l'une  (Telles  et  C  une  valeur  telle  que  ni  =  o>; 
si  l'on  pose 


et  si  l'équation 


F(Ç)  =  a,         F(6)  =  J 
?[F(Ç),F(8)J  =  F(6-f-Ç) 


représente  le  théorème  d'addition  de  la  fonction   F,  la  fonction 
©(«,5)  est  une  intégrale  de  l'équation  fonctionnelle  ©«(-s)  =  z. 
La  démonstration  est  la  même  qu'au  n°  2. 

7.  On  obtient  des  fractions  rationnelles  en  prenant,  par  exemple, 
pour  F  les  fonctions  tangQ,  ThQ,  qui  ont  pour  théorèmes  d'addi- 
tion 

®{a,z)  =  ■ • 

f  1  m  a  z 


SUR   UN    SYMEOLE   ANALOGUE   AUX  DÉTERMINANTS  : 
Par   M.  Ferber. 

L'habitude  que  nous  avons  des  déterminants  met  à  notre  dis- 
position un  moyen  automatique  pour  former  des  fonctions  symé- 
triques. En  effet,  considérons  le  déterminant 


<r~  a  1 
/>2  b  . 
c2      c      1 


el  développons-le  en  convenanl    de  donner  à  tous  les  termes  le 
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signe  !  ;  nous  l'appellerons  un  déterminant  positif (',)  et,  poui 
le  reconnaître,  nous  l'encadrerons  par  des  doubles  lignes.  On 
Lrouve 

<i"- h  H-  <r-  c  -I-  h-  a  4-  £a  r  -H  c2  rt  ■+-  cMt. 


c'est-à-dire  la  fonction  symétrique  de  trois  lettres  qu'on  note  ha- 
bituellement Ha2b.  Cela  résulte  tout  naturellement  de  la  défini- 
tion au  déterminant  lypc  D(«j  a\a\  ...  ajjj)  où,  l'ordre  des  indices 
inférieurs  étant  conservé,  on  permute  les  indices  supérieurs  de 
Ion  les  les  manières  possibles. 

Un  déterminant  positif  ne  s'annule  plus  lorsque  deux  lignes  ou 
deux  colonnes  sont  égales;  mais  il  est  facile  de  voir,  par  un 
exemple,  que,  si  ce  fait  arrive,  il  faut  le  diviser  par  la  factorielle  2  ! 
et  en  général  par  la  factorielle  ni  si  n  lignes  ou  n  colonnes  de- 
viennent égales. 

Soient 


a     a 

b     b 


—  'iab 


a* 

a     1 

1 

1 

b* 

b     . 

1 

1 

C2 

C         1 

1 

1 

=  3! 

S  a8  b. 

rf2 

d 

1 

1 

e2 

e 

1 

1 

Dorénavant  nous   supposerons,  pour  simplifier  l'écriture,  que 

a     a 

b     b 

1 


l;i  factorielle  est  sous-entendue,  de  sorte  que 


île 


a     a 
b     b 


vaut  en  rea- 


Toutes  les  propriétés  des  déterminants  ordinaires,  subsistent 
sauf  naturellement  celles  qui  résultent  de  la  nullité  d'un  détermi- 
nant ayant  des  lignes  ou  des  colonnes  égales. 

Quoique  la  formation  d'une  fonction  symétrique  2aaèPcï  .  .  . 
devienne  un  véritable  casse-tète,  lorsque  le  nombre  des  lettres 
est  un  peu  grand,  ce  n'est  pas  seulement  pour  avoir  un  moyen 
automatique  que  nous  préconisons  l'usage  des  déterminants  po- 
sitifs ;  mais  c'est  parce  que  dans  les  développements  de  fonctions, 


(')  Appellation  commode  pour  le  langage  courant,  mais  qui  sous-entend  pour 
éviter  l'ambiguïté  :  déterminants  (dans  le  développement  desquels  on  l'ail  tous 
les  termes  )  positifs. 
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c  est-à  "dire  dans  les  cale  tus  pratiques,  on  les  rencontre  à  chaque 
pas. 

La  simplicité  de  leur  théorie  el  leur  utilité  nous  paraissenl  i elles. 
•  I h  1 1  nous  semble  que  leur  introduction  daus  l'enseignement  sérail 
une  i rès  bonne  chose . 

Par  exemple,  soii  à  effectuer  la  puissance  m  d'un  polynôim 

:  \    .    i:       C  +  Dh    ...)'»; 
il  n  n  a  qu'à  effectuer  pour  voir  que  le  résultai  esl 

\*    \P    A  y     . 

!    n*     BP     By     . 

V^  "'  !  ! 

Z,  Tfil     i    —      C«     G?     G 

D«     DP     DY     . 

I    

où  les  exposants  doivent  satisfaire  à  a  -j-  {â  ■+■  y  +  .,.  =  m  el  être 
dos  nombres  entiers  positifs  non  croissants. 
Par  exemple,  1)0111-  m  =  3,  il  y  a  les  solutions 


3  o  o  o  0  o  .  . 
2   1  0000.. 


( 

<    •>.    1    u   o   o   o 
[    I     I     [    O   O    0 

ce  cpii  permet  d'écrire  immédiatement  le  développement  cherché. 


Soit  encore  à  développer  ('  )  ; — 

11  .   (1  —  A 


,    on   ./■ 


x)(\  —  Ba?)(i    ■•  I  !  1 
est  très  petit  ;  on  aura  encore  pour  le  coefficient  de  xm 

A*     AP     AY     ... 
B*     BP     FY     ... 

G»     G43     GY     ... 

où  a  H-  B  +  v  4-  .  .  .  =  m,  c'est-à-dire  le  même  déterminant  «pie 
précédemment. 

Enfin,  on   peut  s'astreindre  à  ne  développer  les  déterminants 


(')  \Yronski  met  un  pareil  quotient  sous  forme  entière  au  moyen  de  ses  fonc- 
tions aleph.  Ces  fonctions  peuvent  se  calculer  de  proche  en  proche  par  récur- 
rence; mais  si  l'on  veut  les  calculera  priori,  il  faut  former  des  fonctions  symé- 
triques ci  l'on  retombe  sur  le  symbole  proposé. 
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posilifs  que  par  lignes  cl  cela  peul  servir  dans  deux  ras.  Dans  le 
premier,  les  lettres  \,  B,  C  peuvent  représenter  des  quaternions; 

dans  le  second  cas,  on  peu!  avoir  intérêt  à  indiquer  des  opérations 
m  mboliques. 

Soit,  par  exemple,  à  faire  le  produit 

(Ao+A^-h  A,**...)(B0-hB1<-+-  B2*2...)(C0-4-C1*-+-  C2**...) 

où  /  est  une  quantité  scalaire  et  les  A,  B,  C  sont  des  vecteurs;  il 
n'y  a  qu'à  effectuer,  pour  voir  que  le  coefficient  de  l"'  est  encore 

Aa  A  p  A  y 
B«  Bp  By 
G«     Cp    Cr  , 

avec  a  -f-  (3 -h  Y  =  wî  ;  mais  cette  fois  il  faut  développer  par  lig < n<js. 
pour  ne  pas  intervertir  l'ordre  des  lettres. 
Enfin,  si  l'on  a  à  faire  l'opération 


,    t)3  r  „    r>-  /      D»      \  1 

cp3a?  — r     Cp207  — r     cr  — ;-  cr 
•J!    f'        'i\   \'       i!    '     /J 


autant  de  fois  qu'il  est  possible  de  permuter  3,   2  et  r,  il  sera  liés 
commode  de  les  indiquer  symboliquement  par 


3! 

2! 

•>  i 

1)3 

TT 


D2 
D2 


il1 

7T 

TT 
TT 


cr. 


en  convenant  de  ne  développer  que  par  lignes. 

Comme  les  trois  lignes  sont  ('gales,  on  peut  ici,  pour  simplifier, 
écrire  seulement 


r-,3 


D3 

T! 


D^ 


C 


Di 


I  ! 


El  nous  citons  ce  déterminant  particulier,  parce  qu'on  le  ren- 
contre toutes  les  fois  qu'on  veut,  en  vue  d'applications  numé- 
riques, développer  l'opération  si  féconde  de  l'itération. 


JN!» 


SUR  L  ÉQUILIBRE  RELATIF  D'UN  SOLIDE  SOLLICITÉ 
PAR  LA  FORCE  CENTRIFUGE; 


Par  M. 


iKcon  n  i  . 


Lorsqu'un  système  matériel  est  entraîné,  avec  une  vitesse  angu- 
laire <-),  dans  un  mouvement  uniforme  de  rotation  autour  d'un  axe 
fixe,  chaque  élément,  de  masse  m,  placé  à  la  distance  /  de  cel 
axe,  esl   repoussé  par  la  force  centrifuge  nnô'2r  dont  le  travail, 

pour  une  variation  dr  de  /•,  est  miù2rdr.  Il  \  ;i  donc  une  fonction 

de  forces  qui  esl  égale  à  -w2S(mr2),  c'est-à-dire  à  la  demi-force 

vive  du  système,  considéré  comme  lié  à  l'axe.  D'après  cela,  les 
positions  d'équilibre  sont  celles  pour  lesquelles  le  moment  d'inertie 
S(/wr2)  est  maximum  ou  minimum.  L'équilibre  esl  stable  dans  le 
cas  du  maximum,  instable  dans  celui  du  minimum. 

appliquons  d'abord  ceci  au  cas  d'un  corps  solide  susceptible  de 
tourner  autour  d'un  axe  relié  invariablement  au  premier.  Soient 
OZ  Taxe  d'entraînement  et  Cz  l'axe  autour  duquel  peut  tourner 
le  corps  dans  son  mouvement  relatif.  Soit  OC  =  //  la  plus  courte 


distance  de  ces  axes.  Prenons  trois  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires OX,  OY,  OZ,  dont  le  premier  coïncide  avec  OC  et  le  troi- 
sième avec  l'axe  d'entraînement.  Considérons,  en  outre,  trois 
autres  axes  rectangulaires  Cr,  Cjr,  Ce,  liés  au  corps  et  issus  de  G, 
dont  le  troisième  coïncide  avec  Taxe  du  mouvement  relatif.  En, 
appelant  a,  //,  <■.  a',  b\  c',  a",  //,  c"  leurs  cosinus  directeurs  par 
xxvii.  20 
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rapport  à  OX,  OY,  OZ,  on  a  les  formules  de  transformation 

X  =  h  -+-  ax  H-  a'  y  H-  a"  z. 
Y=  bx+b'y-{-b"z, 

Z  =  cï  +  c'j'  -+-  c"^. 

Remarquant  que  a*  est  nul  par  hypothèse,  on  a,  pour  le  moment 
d'inertie  par  rapport  à  OZ, 

Soit  M  la  masse  totale.  Choisissons  le  plan  œCz  de  façon  qu'il 
contienne  le  centre  de  gravité  G,  et  appelons  /  la  distance  de  G 
à  C^.  Alors 

Zmx  =  M  /,         S  my  =  o, 
d'où 

I  =  M  A*  -h  2  M  lha  -h  (  a2  -h  62  )  S  m  .r2  +  (  a">  +  //2  )  v  mj2 

H-  PS/??^+2(«a'-f  bb'  jZmxy  -h  ibb'"Lmxz  4-  %b'b"2>myz. 

Dans  cette  expression,  les  seules  quantités  variables  sont  les 
cosinus  directeurs  a,  b,  a',  b',  b" ,  liés  par  les  équations 

rt2+a'2=l)         £2  +  &'>  +  £"2  =  1,         ab-ha'b'  =  o. 

Soit  i  l'angle  de  Cs  avec  OZ.  On  a 

6"-  sin/. 

Posons  en  outre  a  =  cos  es.  Nous  trouvons 

a  —  cos  cp,  b  —  —  sin  cp  cos  1, 

a'  =  sinc&,  &'  =      cos  cp  cos/. 

Par  conséquent 

I  ==  M  h%  H-  2  (  M  /  h  -4-  si  q  1  cos  /  2  m jk^  )  cos  cp 

h-  (cos2con-  sin2  es  cos2/)  2  m.r2-4-  (sin2©  -t-  cos2cp  cos- i)I.my2 

-4-  sin2/  S  m.s2-f-  2  sin  cp  coscp  sin2/  X  may  —  2  sin  i  cos  /  sin  cp  Smn, 

ou  bien 

(I     I      POS2  t  \ 
— j  (  v  mx1  •+-  ^  /h/2  )  H-  sin2  iS  m  z* 

-4-  (îM/A  -h  sin  2/-  mys)  coscp  —  (sin  2  t'S  m  a?-)  si  n  cp 

sm2  i 
h- (  !£  m  x'1  —  -  m  y-  )cos2  ©  -h  sin2 &2  »î  .r)'  sin  2  cp. 
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Il  lani  chercher  les  maxima  et  les  minima  de  celte  valeur  de 
quand  »  varie  de  <»  à  ,}.~.  L'expression  obtenue  esl  de  la  forme 

I       \       B  coa  cp   '■   <  '.  ^in  o       I  »  coa  <  o       l   -m 
en  désignant  par  \,  B,  G,  I),  E  cinq  quantités  indépendantes  de  - 

Si  l'on  introduit  les  notai  ions 


l'on  a 


Il  -      P  COSa,  I»      :  Q  CO! 

C  =  Psina,  E  =    Q  sin2p, 

I  =  A.  ■+■  l'i'osr:  —  a  )  -h  Q  COS  2  (  Cp 


)• 


Les  valeurs  limites  correspondent  aux  angles  s  vérifiant  l'équa- 
tion 

P  sin ( cp  —  a )+  2 Q  sin 2 (cp  --  3  >  =  o. 
ou  bien 

en  posant 


P  sin ( «p  —  a )  +  2 Q  sin 2 (cp  —  (3 )  - 


P 


-—  Pi 


—  B  =  <b, 


o   


On  est  ainsi  conduit  à  chercher  les  points  d'intersection  de  deux 
sinusoïdes  dont  les  périodes  sont  dans  le  rapport  -  ■>  et  une  discus- 
sion facile  montre  que,  pour»  compris  entre  zéro  et  2iï,  on  a  deux 
ou  quatre  solutions  réelles  suivant  que  p  est,  en  valeur  absolue, 
supérieur  ou  inférieur  à  l'unité.  Dans  le  premier  cas,  il  y  a  un 
maximum  et  un  minimum  de  1.  Dans  le  second  cas,  il  y  a  deux 
maxima  et  deux  minima.  D'après  cela,  si  B2-h  G2  est  supérieur  à 
/\(D2  -f-  E2),  le  corps  a  une  position  d'équilibre  stable  et  une  posi- 
tion d'équilibre  instable.  Dans  le  cas  contraire,  il  y  a  deux  posi- 
tions d'équilibre  stable  et  deux  positions  d'équilibre  instable. 

Ouand  les  deux  axes  sont  parallèles,  i  est  nul,  et  il  en  est  de 
même  des  quantités  C,  D,  E,  tandis  que  B  se  réduit  ù  2  M /A.  La 
valeur  de  I  est  alors  I  =  A  -+-  B  cos»,  et  la  seule  position  d'équi- 
libre stable  est  celle  pour  laquelle  »  =  o,  à  moins  que  Tune  des 
longueurs  /  ou  II  ne  s'annule,  auquel  cas  I  serait  indépendant  de» 
et  l'équilibre  deviendrait  indifférent. 

Quand    les   deux   axes    sont   perpendiculaires,    i=  ->   ce   qui 

annule  C  et,  par  conséquent,  a.  Si,  en  même  temps,  ï ///./)  =  o, 
c'est-à-dire  si  Cr,  (]y  sont  les  axes  de   l'ellipse  formant   l'inler- 


^M(-)     


section  du  plan  des  xy  avec  l'ellipsoïde  d'inertie,  la  constante  E 
«■si  nulle,  et  il  en  est  de  même  de  l'angle  (3.  L'équation  détermi- 
nant s  se  décompose  alors  en  deux,  savoir 


sincp 


et 


cos 


P 

2 


D'après  cela,  il  y  a  deux  positions  d'équilibre,  Tune  stable, 
Tau  Ire  instable,  pour  lesquelles  le  centre  de  gravité  se  place  dans 
le  plan  XOY,  e!  il  y  a  en  outre  deux  positions  d'équilibre,  l'une 
stable,  l'autre  instable,  pour  lesquelles  le  centre  de  gravité  est  en 
dehors  du  plan  XOY;  ces  dernières  n'existent  réellement  que  si 
p  est  inférieur  à  2,  c'est-à-dire  si  Ml  h  est  inférieur  à  ~tn(x-  —  y2). 

Ces  résultats  peuvent  trouver  leur  application  dans  la  théorie 
des  régulateurs  à  force  centrifuge;  il  faut,  en  effet,  se  garder  de 
disposer  les  masses  mobiles  de  telle  façon  qu'elles  se  trouvent 
dans  le  voisinage  d'une  pareille  position  d'équilibre,  sans  quoi  le 
régulateur  deviendrait  à  peu  près  insensible  aux  variations  de 
la  force  centrifuge. 

Sans  insister  davantage  sur  l'examen  des  cas  particuliers,  je 
vais  maintenant  rechercher  les  positions  d'équilibre  d'un  solide 
susceptible  de  tourner  autour  d'un  centre  G  lié  à  un  axe  d'entraî- 
nement. 

Rapportons  le  solide  aux  axes  principaux  d'inertie  Gx,  Cj',  Cz 


relatifs  au  centre  G.  Par  rapport  à  ces  axes,  l'axe  d'entraînement 
OZ  est  susceptible  d'occuper  toutes  les  positions  situées  à  une 
même  distance  //  de  G.  et  il  s'agit  de  trouver,  parmi  ces  positions, 
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celles   pour   lesquelles    le    moment    <l  inerlie    du    corps    devienl 

m, i\i  mu  m  ou   min  iiiiiini . 

Considérons  d  abord  les  positions  de  OZ  parallèles  à  une  même 
direction  CL.  Elles  formenl  un  cylindre  de  révolution  autour  <!<• 
CL.  Le  moment  d  inertie  |>ar  rapport  à  l'une  délies  s'obtient  mi 
calculanl  d'abord  le  moment  d'inertie  I.  relatif  à  une  droite  de 
même  direction  menée  par  le  centre  <!<•  gravité  G,  et  ajoutant  le 
produit  de  la  masse  M  par  le  carré  de  la  distance  de  G  à  OZ.  Il  j  ;• 
donc,  pour  l'ensemble  de  ces  droites  parallèles,  un  maximum  el 
un  minimum,  correspondant  aux  deux  positions  situées  dans  le 
plan  GCL.  Si  k  est  la  distance  de  G  à  CL,  le  maximum  esl 
\g-hM(k-\-  h)2  et  le  minimum  est  Lr|- M  (/■— //)-'.  D'ailleurs, 
si  l0  est  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  CL,  on  a  l()  =  L -+■  M  /.  -. 
Le  moment  maximum  est  donc  [©-+-  M  A- -h  2  M/.  7/,  el  le  momcnl 
minimum  est  J0+JMA'- — aMATi.  En  laissant  de  côté  le  terme 
constant  MA2  on  est  amené,  pour  avoir  les  maxima  et  les  minima 
absolus,  à  étudier  les  variations  du  binôme  F  =  I0  dz  2  M  kh .  Nous 
écrirons  simplement  I0  -+-  2J\l/i7i,  eu  convenant  que  /.  peut  être 
positif  ou  négatif,  suivant  que  l'équilibre  est  stable  ou  instable. 

Soient  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  principaux  en  (C),  <  ! />,  qf 
r  les  coordonnées  de  G.  En  appelant  a,  [i,  v  les  cosinus  directeurs 

de  CL,  on  a 

I0=  Aa^+  B?M  G  y*, 
K2  =  /;2  h-  </2  -4-  /-2  —  (/>a  ■+-  q  p  H-  /'Y  )2. 

Les  valeurs  limites  du  binôme  correspondent  aux  équations 
pour  lesquelles  on  a 


d¥ 

oV 

d¥ 

ï 

ce  qui  conduit  aux  équations 

h  px  -h  q  fi  -+-  r-( 


M 


a  k 

h  p  a  -j-  q  fi  -+-  /■  y        -,        , ,  A   />  a  +  yP       r 


-  B  -  M  i  J  '-  '   Y   ■   •  .  =  c  — M  - 

P  /l  Y  * 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

(A  — B)qft  __  (B-G)Py  __  (G  —  A  r;a 
pfi  —  qy.  q*(  —  >fi  rct—p-f 

M/il  /?a  -:-  y  >  —  7-7  ) 


//>2-t-  g\-+- 1  *  ■  '/  i    -  • 


—  2<)i  — 

ou  encore 

(B—  fc)joPY-+-(C  —  \)qyz-¥-(k  -  B)ra£  =  o, 

( B  —  G)»  P2  y2  -h  (G  —  A  )2 y2 a2  ■+■  (  A.  —  B  )2  a2  ^ 

—  M*/t2(/>a  +  yP-h  /-Y)2  =  o. 
En  remplaçanl  a,  P,  Y  par 

x  y  z 


s/ x* -+- y* -±- z*     \/x*-t-y*-hz*     \fx*  -+-  jk2  -+-  -32 

on  voit  que  les  directions  cherchées,  considérées  comme  issues  de 
l'origine,  sont  les  génératrices  communes  à  deux  cônes  du  second 
et  du  quatrième  degré.  Il  y  a  donc  huit  positions  d'équilibre, 
réelles  ou  imaginaires. 

Il  serait  fort  ardu  de  discuter  complètement  les  conditions  de 
réalité  de  ces  huit  positions.  Je  me  bornerai  à  établir  qu'elles 
existent  effectivement  dans  certains  cas.  A  cet  effet  j'écrirai,  pour 
abréger  l'écriture, 

B  —  G  =  a,         G  —  A  =  b,         A  —  B  =  c,         M2  h*  =  m2, 

et  je  ferai  le  changement  de  variables  a  =  yw,  p  ==  yt>,  ce  qui,  en 

tenant  compte  de  la  relation  a2  -h  fi'2  H-  y2  =  i ,  conduit  aux  deux. 

équations 

apv  -+-  bqu  •+-  cruv  =  o, 
a2o2H-  62w2-h  c^u-v1  —  mi(pu  -+•  qv  h-  r)2(a2-+-  v^-'r- 1)  =  o. 

Supposons  que  p  et  q  soient  infiniment  petits  du  premier 
ordre,  tandis  que  /*  est  fini.  Admettons  en  outre  qu'aucune  des 
quantités  rt,  b,  c,  ni  ne  soit  nulle. 

La  première  équation  montre  que  l'une  au  moins  des  inconnues 
u  et  v  est  infiniment  petite.  La  seconde  équation  montre  d'ail- 
leurs qu'elles  ne  peuvent  l'être  simultanément.  Supposons  donc 
d'abord  que  v  est  infiniment  petit,  tandis  que  u  est  fini  ou  infini- 
ment grand. 

Si  u  est  fini,  la  première  équation  se  réduit  à  bij  -+-  crv  =  o  et 
fait  connaître  c.  La  seconde  donne 

h  -  u-  —  m  -  /•-  (  M2  -h  i  )  —  o, 

d'où 

mr 


u  =  m 


s/bl—  m*r 
valeurs  réelles  si  |6|  >-  mr. 


—  œ  - 

Si  u  esl  infini,  on  a  encore  bq  '•  crv  "•  mais  la  seconde 
équation  de\  ienl 

/'       /// : i  ////      / >)  ■      ... 

d'où 

•    t  ±  ? 

\  aleurs  toujours  réelles. 

On  obtient  ainsi  quatre  systèmes  «le  solutions  réelles  el  dis- 
tinctes. 

Supposons  maintenant  que  //  soit  infiniment  petit.  En  raison- 
nant de  la  même  façon,  nous  voyons  que  nous  obtiendrons  quatre 
autres  systèmes  de  solutions,  réelles  el  distinctes,  pourvu  que  <■. 
en  valeur  absolue,  soit  supérieure  mr  ;  et,  par'  conséquent,  nous 
aurons,  en  somme,  huit  positions  d'équilibre  réelles  el  distinctes. 
Il  est  vrai  que,  pour  chaque  système,  notre  calcul  ne  non-  donne 
que  les  valeurs  principales  des  inconnues;  mais,  du  moment  où 
ces  valeurs  principales  sont  réelles  et  distinctes,  il  ne  peut  en  être 
autrement  pour  les  vraies  valeurs  :  car,  si  l'une  de  ces  dernières 
était  imaginaire,  la  quantité  imaginaire  conjuguée  vérifierait  éga- 
lement les  équations  du  problème,  etle  nombre  total  des  solutions 
surpasserait  huit,  résultat  évidemment  absurde. 

En  résumé  : 

Lorsqu'un  corps  solide  est  mobile  autour  d'un  point  entraîné 
dans  un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  dun  axe 
fixe,  il  y  a  huit  positions  d'équilibre,  réelles  ou  imaginaires. 
En  particulier,  si  le  centre  de  gravité  du  corps  est  très  rap- 
proché de  l'axe  principal,  pour  lequel  le  moment  d'inertie 
est  G,  les  huit  positions  d'équilibre  sont  réelles  pourvu  que  les 
différences  A  —  G,  B —  G  soient,  en  valeur  absolue,  supérieures 
à  la  masse  du  corps  multipliée  par  les  distances  du  centre  de 
rotation  au  centre  de  gravité  et  à  l'axe  fixe. 

En  terminant,  je  ferai  remarquer  que  le  problème  examiné 
admet  une  interprétation  géométrique  assez  simple.  Nous  avons 
été  conduits  à  chercher,  parmi  toutes  les  droites  situées  à  une 
même  distance  d'un  point  donné  G,  quelles  sont  celles  pour  les- 
quelles le  moment  d'inertie  d'un  corps  est  maximum  ou  minimum. 
On  sait  que  les  droites  pour  lesquelles  le  moment  d'inertie  pos- 
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sède  une  même  valeur  sont  les  droites  par  lesquelles  on  peut 
mener  des  plans  tangents  rectangulaires  à  une  qnadrique,  el  con- 
stituent par  conséquent  ce  qu'on  appelle  un  complexe  de  Pain- 
vin.  La  qnadrique  a  les  mêmes  plans  principaux  que  l'ellipsoïde 
d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité.  Son  équation,  rapportée  à 
ces  plans  principaux,  est 


x- 


a'—  Il        1>*-(J1        c*-2l 

2  2  2 


-2 

-+-  I  =  o, 


en  appelant  Ma2,  M&2,  Me2  les  moments  d'inertie  par  rapport  aux 
trois  plans  et  Mq2  le  moment  d'inertie  par  rapport  aux  droites  du 
complexe.  Lorsque  q  varie,  la  qnadrique  reste  homofocale  à  une 
quadrique  fixe.  Les  droites  du  complexe  passant  par  un  même 
point  forment  un  cône  du  second  ordre  S. 

Ceci  rappelé,  remarquons  que  les  droites  cherchées  doivent  être 
tangentes  à  une  sphère  S  ayant  pour  centre  le  point  C.  Pour 
chaque  complexe,  défini  par  une  valeur  particulière  de  q,  on  peut 
distinguer,  sur  la  surface  de  S,  deux  régions  R,  et  R2,  définies  de 
la  manière  suivante  :  en  chaque  point  de  Rn  le  cône  S  a  deux 
génératrices  réelles  dans  le  plan  tangent  à  la  sphère;  en  chaque 
point  de  R2,  le  cône  £  coupe  le  plan  tangent  à  la  sphère  suivant 
deux  génératrices  imaginaires.  La  ligne  de  séparation  des  deux 
régions  est  le  lieu  des  points  pour  lesquels  le  cône  S  est  tangent  à 
la  sphère.  Il  est  clair  que,  si  q  est  un  maximum  ou  un  minimum, 
la  région  R,  doit  devenir  évanouissante  et,  par  suite,  la  ligne  sépa- 
ralive  de  R,  et  R2  doit  se  réduire  à  un  point  ou  à  plusieurs  points 
isolés.  Le  problème  que  nous  avons  traité  revient  donc  à  déter- 
miner, parmi  les  complexes  de  Painvin  associés  à  une  famille  de 
quadriques  homofocales,  ceux  pour  lesquels  il  existe  un  nombre 
fini  de  cônes  du  complexe  tangents  à  une  sphère  donnée  et  ayant 
leurs  sommets  sur  cetle  sphère. 
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COMPTES   RENDUS   DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  s  NOVEMBRE  1899. 

PRÉSIDENCE    DE    H.    GDYOl  ■ 

M.  le  Présidenl  fail  pari  d'une  lettre  dans  laquelle  M.  lîalh 
témoigne  le  désir  de  résigner  ses  fonctions  de  Secrétaire,  pour 
raisons  de  santé.  M.  le  Président  exprime  les  regrets  que  cette  dé- 
termination causera  à  la  Société  el  les  remercîments  qui  son!  dus 
à  M.  Raffy  pour  les  services  rendus  par  lu!  dans  la  rédaction  du 
Bulletin. 

Communications  : 

M.  Bricard  :  Sur  un  théorème  de  la  Géométrie  des  coniques. 

M.  Andoyer  :  Sur  les  surf  aces  de  singularités  des  complexes. 

M.  Fontené  :  Sur  des  lieux  de  points  remarquables  relatifs 
à  des  triangles  inscrits  à  une  conique  et  circonscrits  à  une 
autre  conique. 

M.  Bricard  présente  quelques  observations  au  sujet  de  propo- 
sitions analogues  établies  par  M.  Humbert. 

M.  Lecornu  :  Sur  un  problème  de  Mécanique  :  Sur  l'équi- 
libre relatif  d' un  solide  sollicité  par  la  force  centrifuge. 

M.  Goursat  adresse  une  Note  Sur  une  transformation  de 
r équation  s-=  %\(x,  y)pq- 

M.  Lemrra\  adresse  une  Note  Sur  les  équations  fonctionnelles 
linéaires  à  fonction  de  substitution  inconnue . 


SÉANCE    DU    22    NOVEMBRE    1899. 

PRÉSIDENCE  DE    M.    MAUIUCE    D'OCAGNE. 


Elections 


Sont  ('-lus.  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Landau, 
présenté  par  MM.  Laisant  et  Painlevé;  MM.  Cotton,  Guichard  <-t 
Niewenglowski,  présentés  par  MM.  Blutel  el  Borel  :  M.  Miller,  pré- 
senté par  MM.  Borel  el  Ûracli. 
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Communications  : 

M.  Laisant  :  Sur  quelques  propriétés  de  la  série  de  Fibonacci. 
M.  Painlevé  :  Sur  les  intégrales  des  équations  différentielles 

dv 
de  la  forme  ■—  =  f(œ,  y),  où  f(x,y)  désigne  une  fonction  con- 
tinue, 

M.  E.  Landau  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  la  série  des  inverses  des  nombres  de  Fibonacci. 

Les  nombres  de  Fibonacci   sont  déterminés  par  la  formule  de 
récurrence 

en  posant 

On   sait  que  le   quotient    -"—  s'approche,   pour  n   infini,    de    la 

■  •     .      i-4-  y  5      ,  .       ,   •      -, 

limite ;  donc  la  série  des  inverses 

•i 

i  i  i 

h—  -4-  ...  H h... 

est  convergente,    et  l'on  peut  se  demander  s'il  est  possible  d'ex- 
primer la  valeur  de  cette  somme  par  des  fonctions  connues,  pro- 
blème sur  lequel  M.  Laisant  a  dirigé  mon  attention. 
Vu  que 

Ut,   =    — 


v 


on  a 


3 


d  où,  en  posant 


i  —  y5  _  i  -+-  y/j  _      i 


1 


2  a 


a"        v        ' 


2<JU  - 


(  Considérons  <1  abord  la  somme 


i         i         i 

_i_ 

l'i  il;  a,, 


Y    ! 


On  ;» 


00  oo 


/•  /• 


;  yj-  =  y  *'*  =y  y  „■>*.  *■/,.-,  y  y,,-.* 

v  1  l  A  =  l  *=0  /,      o  /,  -i 

00 

__  Y      a*'1"-1-'2  a'  afl  a10 

=  2d  i  —  a**+*  ~  :  r^â^  H~  TIT^ë  ""  ï  —  aio 

En  désignant  la  valeur  de  la  somme  de  la  série,  de  Lambert 


2: 


#v 


,r: 


./•■ 


i  —  x        i  —  <r'J 


par  L(#),  on  a  évidemment 


2i-^ItI.W-LW]-/5[L(L^)-L(tlM)]. 

1 


Quant  à  la  somme 


i  i  [ 

1_ , 

a,  u3         II-, 


■=y— 


on  est  conduit  à  une  série  traitée  par  Jacobi,  remarque  que  Cata- 
lan a  déjà  faite. 
En  effet, 


f2/<  +  1 


-   >  -      —  =   >   n —  =   >  a»A+t(i  — «**+*+«*«*+*  —  ...) 


y  0 


0  0 

=  a  —  a3  -ha'6  —  a1  -+-  aiJ 
■+■  a:i  —  a9 


<i 


a  ' 


a 


=  a  -f-  2a5 -H  a' 


La  série  étant  absolument  convergente,  on  peut  réunir  tous  les 
termes  a",  n  parcourant  tous  les  nombres  impairs,  et  Ton  voit 
aisément  qu'un  terme  an  se  présente  dans  toutes  les  lignes  hori- 
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un  diviseur d de  -  plus  ou 

moins,  suivant  que -3  est  =  i  ou  =  .  [).  —  parcourant  avec  d 

-  îes  diviseurs  de  n.  on  a 


\    _ —  _  V      i 

i  —  — 


où/?  parcourt  tous  les  nombres  impairs,  D(*  sig     ml  l'excès 

du  Dombi  >  4A  —  1  de  /*  sur  celui  des  facteurs  \k  —  3. 

1  '  •  s  es      _       m  double  du  nombre       -  opositi 

du  nombre  n  en  deux  carrés,  ex*  ms  le  cas  où  n  est  un  cai 

où  il  faut  retrancher  1  de  ce  double.  On  a  donc 

=  2i—    ■-—•■■■_,-_...     a  —        —     -—...—        —        —    .  - :  — 
=  (i  +  ia*+  -  — ...         —  — ... 

L   s  deux  parentii   sess  es  s        -  thêta,  et  l'on  a 

V      '  fi c,  ■  "  -  -     --         I  4  ,  -h 
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Sur  la  représentation  des  fonctions  elliptiques. 

Dans  la  théorie  classique  des  fonctions  elliptiques,  on  indique 
trois  modes  généraux  de  représentation  <!<•■>  fonctions  elliptiques  : 
i"  en  fonction  rationnelle  d<-  p,  p  :  ■>"  à  l'aide  du  quotienl  de  deui 
produits  de  fonctions  i  \  3°"  à  l  aide  des  fonctions  Ç  (décomposition 
en  éléments  simples  de  M.  Hermite).  Il  \  aurail  un  Intérêt  didac- 
tique à  mettre  explicitemenl  en  évidence  un  quatrième  mode  de 
représentation  <|in  esl  le  suivant  :  Toute  fonction  elliptique 
d'ordre  //.  soit  ç(w),  est  représentable  par  le  quotient  de  deux 
expressions  de  la  forme 

i  «ip(w  +  A)+  a%p'{  u      h)      ...      a    :  u    -  //), 

h  et  les  ai  désignant  des  constantes  convenables. 

Considérons,  en  effet,  les  n  zéros  u  =  y.,\  el  les  />  pôles  //  =  8/ 
de  ©(w);  on  peut  les  supposer  distincts  et  tels  qu'aucunerelation 
n'existe  de  la  forme 

iiy.i —  Sa  =  période         ou         n$i —  £{3  =  période 

[sinon,  on  effectuerait  sur  ©(#)  une  transformation  homogra- 
phiquel.  Il  est  facile  de  former  une  expression  (i)  qui  ait  précisé- 
ment pour  zéros  a,,  a2,  .  .  .,  olu  ;  tout  d'abord,  si  la  chose  esl  pos- 
sible, on  a  nécessairement 

n  h  -+-  <x{  -+-  .  .  .  -+-  ol„  =  période. 

d'où 

,               Sa/         2  m  !  (0  !  —  2  //*  ■>  (o.) 
//  —  — _{_  _ _— 

/?  /* 

ce  qui  donne  n2  valeurs  de  h  distinctes,   adoptons  pour  //  une  de 

ces  valeurs,  et  écrivons  que  l'expression  (î)  s'annule  pour  les 
{/i  —  i)  valeurs  a, ,  . . .,  a„._ ,  de  u;  les  (/i  —  i)   relations  linéaires 

et  homogènes  en  aK an  ainsi  obtenues  oui  leurs  coefficients 

finis  et  sont  toujours  compatibles  pour  des  valeurs  îles  >/t  qui  ne 
sont  pas  toutes  nulles.  La  numc  racine  de  (î  esl  alors  égale  à 
—  (/?//  4-  a,  -+- •  •  •  -f-  a//-i)?  c'est-à-dire  à  y.,,—  période.  On  forme 
de  la  même  manière  une  expression  (i)  qui  admet  comme  zéros 
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les  n  pôles  rti  de  y (//).  el,  d'après  l'égalité 

Sa/=  SP/+  période, 

on  peut  adopter  dans  la  nouvelle  expression  la  même  valeur  de  // ; 
soit 

(•>.)  A,j>0  H-  //)  +  A,j»'(  «  -h  fc)-h...-+-  A„p("-2)(w  -H  /<  ) 

la  nouvelle  expression  ainsi  obtenue.  Posons 

(*)     v(«)  -  Ài])(a  +  A) -  A2]/( M  +  h)+...-+- \„p^-»(u  +  hy 

le  quotient  ^-^->  qui  n'a  ni  zéros  ni  pôles,  est  évidemment  une 

constante.  La  fonctior)  <p(«)  peut  donc  toujours  (')  recevoir  la 
forme  (3).  c.   o.   f.   n. 

Une  fois  choisie  celle  des  n2  valeurs  de  h  qu'on  adopte,  la  fonc- 
tion rf(«)  ne  peut  être  mise  cpie  d'une  seule  manière  sous  la 
forme  (3);  en  effet,  h  a  nécessairement  la  même  valeur  clans 
l'expression  (2)  et  dans  l'expression  (1),  et  (une  fois  h  déter- 
miné) deux  expressions  telles  que  (1)  ne  peuvent  avoir  les  mêmes 
zéros  a,,  ...,  QLn  sans  coïncider,  à  un  facteur  constant  près.  Il 
suit  de  là  que  les  coefficients  a,  A  sont  déterminés  au  même  fac- 
teur constant  près.  Il  existe  donc  n2  représentations  (3)  distinctes 
de  la  fonction  donnée  'f(u). 

L'application  de  ce  théorème  aux  courbes  de  genre  1  dans  un 
espace  quelconque  conduit  aussitôt  à  la  représentation  classique 
des  coordonnées  homogènes  d'un  point  de  la  courbe  (voir  Hal- 
phejv ^Fonctions  elliptiques,  Tome  II,  Chapitre  XI,  où  le  théorème 
précédent  se  trouve  employé  implicitement). 


(')  Si  l'on  a  dû  effectuer  sur  cp  une  transformation  liomographique,  il  est  clair 
que  la  transformation  liomographique  inverse  conserve  la  forme  de  l'expres- 
sion (3).  Cette  transformation  peut  d'ailleurs  être  évitée  :  il  suffit  d'admettre  que 
les  n  valeurs  de  a.  (ou  £•)  puissent  coïncider  entre  elles  ou  avec  —  h(h  étant  la 
valeur  adoptée  parmi  les  n2  valeurs  possibles).  Si  fà  racines  a  coïncident  avec  — h, 
on  annule  les  [à  derniers  coefficients  a.  de  (1),  et  l'on  exprime  ensuite  que  l'ex- 
pression admet  les  autres  racines  avec  leur  ordre  de  multiplicité  (diminué  d'une 
unilé  pour  une  d'entre  elles). 
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1887.  CARVALLO,    répétiteur    et   examinateur    d'admission    a    l'École    Polytechnique,     rue 

Clovis,  1,  à  Paris. 

1887.  CASPARÏ  (!«'.),  Joachimsthalerslrasse,  f\'i,  à  Charlottenburg  (Allemagne). 

1890.  CEDERCREITZ  (baronne  Nanny,  née   de  Lagerborg),  Georgsgatan,  aa,  à   Belsingfors. 

1892.  CELLÉRIER  (Gustave),  quai  des  Faux-Vives,  34,  à  Genève  (Suisse). 
1896.  fiELS,  professeur  au  lycée  Condorcet,  rue  Le  Goflf,  3,  à  Paris. 

1887.  CERRDTI,  professeur  à  l'Université,  rue  d'Azeglio,  iG,  à  Rome  (Italie). 

1888.  CIIAILAN  (Edouard),  rue  Berthollet,  16,  à  Paris. 

1893.  CHARMAT,  ingénieur  des  arts  et  manufactures,  rue  de  Paradis,  . 10,  a  Paris. 

1896.  CUARVE,  professeur  à  la    Faculté  des  Sciences,   cours  Pierre-Puget,  Go,  à    Marseille. 
1881 .  CUEMIiV,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  avenue  Montaigne,  33,  a  Paris. 
1884.  CIIRYSTAL,  professeur  à  l'Université,  à  Edimbourg  (Ecosse). 

1875.  CLAIJDE-LAF0XTA1XE,  banquier,  rue  de  Trévise,  3a,  à  Paris. 

1872.  C0LL1GX0X,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Seine,  6,  à  Paris. 

1890.  C0L0T,  château  du  Seuil,  à  Cérons  (Gironde). 

1898.  COMBEBIAC,  capitaine  du  génie,  à  l'École  d'Application,  à  Fontainebleau  (S.  -et-M.). 
189G.  COSSERAT  (E.),  professeur  à  la  Faculté    des   Sciences,  rue  de   Metz,  1,  à   Toulouse. 
1S9G.  COSSERAT  (F.),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  d'Alsace,  23,  à  Paris. 
1900.  C0TT0N  (Emile),  professeur  au  lycée,  rue  Pargaminières,  5»,  à  Toulouse. 

189G.  C0URTIX,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  rue  des  Bernardins,  4/8,  à  Paris. 

1884.  CRAIG,  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (États-Unis  d'Amérique). 
1877.  CREM0XA,  sénateur,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Home  (Italie). 

1872.  DARBOUX,  membre  de  l'Institut,  doyen  delà  Faculté  des  Sciences,  rue  Gay-Lussac,36. 

1885.  DAUTHEYILLE,  professeur  à  la  Faculté  desSciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1881 .  DEFFORGES,  lieutenant-colonel  d'infanterie,  en  mission  à  Conslantinople  (  Turquie). 

1882.  DELANX0Y,  sous-intendant  militaire  en  retraite,  àGuéret  (Creuse). 

1895.  DELAIXAV  (N.),  professeur  à  l'Institut  Polytechnique  Empereur  Nicolas  II,  à  Varsovie. 

1899.  DELEMER,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  à  Aubenas  (Ardèche). 
1885.  DEMARTRES,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 

1892.  DEM0tLlX(Alp.),  professeurs  l'Université,  rue  du  Bas-Polder,  20,  à  Gaud  (Belgique). 

1897.  DEXIS  (Henry),  élève  libre  à  l'Ecole  d'application  du  Génie  maritime,  rue  de  Fleu- 

rus,  23,  à  Paris. 

1883.  DERli\TS,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Augustins,  35,  à  Liège  (Belgique). 

1894.  DESAIXT,  docteur    es   sciences,    boulevard  Gouvion-Saint-Cyr,  \~.   à  Paris. 

1899.  DRVCH  (Jules),  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Clermont-Ferrand. 

189G.  DUMAS   (G.),    licencié    es    sciences,    chez    Frau    Mùlle-,    >">,    Kaiserstrasse    Postel    I, 
Berlin,  N.  O. 


—  vin  — 
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1897.  DIMONT,  professeur  au  lycée,  rue  Royale,  10,  à  Annecy  (  Haule-Savoie). 

t686.  Dl'XCAX,  Consulting  Engineer,  Empire  Building,  Broadway,  71,  New-York  City. 

1895.  DIPORCQ  (Ernest  ),  ingénieur  des  télégraphes,  boulevard  Pereire,  162,  à  Paris. 

1896.  DliPORT  (Henry),   professeur    à   l'Université,   rue  Colonel-de-Granccy,  4,  à  Dijon. 

1897.  DURAX-liORIGA,  commandant  d'artillerie,  à  la  Corogne  (Espagne). 

1872-  DIRRANDE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (Vienne). 

1885.  RYCK  (Walther),  professeur  au  Polytechnicum,  à  Munich  (Bavière). 

1896.     ElYERTE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  ancien   capitaine  d'artillerie,  nu:  de 
Seine,  6,  à  Paris. 

1888.  FARRY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  a  Montpellier  (Hérault). 

1891.  FAUQIEMRERGIJE,  professeur  au  lycée,  à  Monl-de-Marsan  (Landes). 

1898.  FERRER,  capitaine  d'artillerie,  professeur  adjoint  à  l'École  d'application,  rue  d'Avon, 

17,  a  Fontainebleau  (Seine-et-Marne). 

1892.  F E II U  (Henri),  privat-docent  à  l'Université,  rue  Gevray,   19,  à  Genève  (Suisse). 

1885.     FIELDS   (John),  professeur  de    mathématiques,     Niornbergerstrasse,    18,   à  Berlin. 

1881.     FLOQIET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Lambert,  17,  à  Nancy. 

1872.     FLYE  SAINTE-MARIE,  chef  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  à  l'École 
Polytechnique,  place  Royer-Collard,  à  Vitry-le-François  (Marne). 

1896.  FOXTAXEAIJ,  ancien  officier  de  marine,  cours  Bugeaud,  8,  à  Limoges  (Haute- Vienne). 

1897.  FOXTEXE,  professeur  au  collège  Rollin,  boulevard  Barbés,  21  bis,  à  Paris. 

1895.  FONTES,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Romiguières,  3,  à  Toulouse. 

1891.  FONTVIOLANT  (de),  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  d'Erlanger,  29,  Paris-Auteuil . 

1889.  FOIJCIIÉ,  professeur  de  mathématiques,  rue  Soufflot,  5,  à  Paris. 

1872.     FOIRET,  examinateur   d'admission  à   l'École  Polytechnique,   rue  Washington,  16. 

1892.  FROLOV  (le  général),  quai  des  Eaux-Vives,  36,  à  Genève  (Suisse). 

1872.     GARIEL,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  la  Faculté  de  Médecine, 
rue  Édouard-Detaille,  6,  à  Paris. 

1896.  GAITIUER-VILLARS,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  éditeur,  quai  des  Grands- 

Augustins,  55,  à  Paris. 

1890.  GERRIA,  professeur  libre  à  l'Université,  à  Palerme  (Italie). 

1872.     GEXTY  (E.),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Vaugirard,  207,3  Paris. 

1890.     GENTY  (Max),  lieutenant  de  vaisseau,  directeur  du  Parc  d'aérostation  de  Lagoubran, 
villa  Emeriau,  à  Toulon. 

1890.     GERRALD1,  professeur  à  l'Université,  via  Daita,  11,  à  Palerme  (Italie). 

1897.  GERRANS,  professeur  à  Worcester  Collège,  Saint-John  Street,  20,  à  Oxford  (Grande- 

Bretagne). 

1896.     GIRARDVILLE,  capitaine  d'artillerie,  avenue  Marigny,  1 33,  à  Montreuil-sous-Bois  (Seine). 

1881.     GOIRSAT,  professeur   à  la  Faculté  des  Sciences,    répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 
boulevard  Arago,  112,  à  Paris. 

1896.     GREEXHILIj,  professeur  à  l'École  d'artillerie,  à  Woohvich  (Grande-Bretagne). 

1896.     GREVY,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Germain,  i3,  à  Paris. 

1899.  GUADET,  ancien  élève  de  l'École   Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  2)0  bis,  à 

Paris. 

1880.     GUCCIA  (Jean),  professeurà  l'Université,  via  Ruggiero  Settimo,  28,  à  Palerme  (Italie). 

1900.  GUICHARD,  professeur  à  l'Université  de  Clermont-Ferrand. 
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1891.  GUIMARAES,  officier  du  génie,  ;>  L'Académie  dos  Sciences,  rue  Non  ds  Piedade 

ii  Lisbon  ne  (  Portugal  ). 

1881.  60NTHIR  (D'Siglsmond),  professeur  ft  l'École  Polytechnlquei  .:i  Munich  (Bavière). 
1885.  CHYOll,  meinluv  de  l'Institut,  capitaine  de  frégate,  rue  de  l'Unh  ersité,  i3,  ;•  Paris. 
1873.     HAAfi,  ingénieur  en  chef  des  ponts  el  chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 

rue  Chardin,  n  bië,  a  Paris. 

1882.  IIAltir.ll,  directeur  de  l'École  dos  mines,  à  Lima    Pérou). 

18'.)(i.     RADAMARD,  professeur  adjoint   a   la   Faculté   des   Sciences,    professeur  suppléant  au 
Collège  de  France,  rue  Humboldt,  a5,  à  Paris. 

1894.  BALSTEDi  professeur  à  l'Université  du  Texas,  Guadalupe  Street,  2407,  eAustin  (Vexas). 
1872.     IIATON  DE  LA  GOUPII.MÈKE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  dos  mines,  direc- 

leur  do.  l'École  des  mines,  boulevard  Saint-Michel,  60,   à  l'aris. 

1872.  HENRY,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  boulevard  St-Germain,  2a,  à  Huis 

1892.  HERMANN,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris. 

1873.  Il  ERMITE,  membre  de  l'Institut,  professeur  honoraire  a  la  Faculté,  des  Sciences,  rue 

de  la  Sorbonne,  2,  à  Paris. 

1893.  HIOIX,  professeur  en  retraite,  rue  des  Fossés-Saint-Jarqucs,  ifi,  à  Paris. 
1900.     IIOFFRAIER,  ancien  lieutenant  d'artillerie,  rue  Malus,   1,  à  Paris. 

1879.  HOIiST(Elling),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  Pi  1  estrade,  [\g,  à  Christiania  [Norvège). 

1895.  IIOTT  (Stanislas),  professeur  à  l'École  Sl8-Geneviève,  rue  Vauquelin,  3o,  à  Paris. 

1872.  HOURIGANT,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 

1880.  IllIMBERT,  ingénieur    en    chef    des    mines,    professeur  à    l'École  Polytechniqno,  rue 

Daubigny,  10,  à  Paris. 

1881.  1MBER,  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  rue  Montgolfier,  1,  à  Paris. 
1887.     ISSALY  (l'abbé),  rue  Margaux,  16,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1896.  JACQUET  (E.  ),  professeur  au  Prytanée  militaire,  rue  Couchot,  8,  à  la  Flèche. 

1898.     JAHNKE,  assistant  à  l'Université  de  Berlin,   Pariserstrasse,    55,   à  Wilmersdorf.    près 
Berlin  (Allemagne). 

1873.  JAN1N,  chef  d'escadron  au  i5e  régiment  d'artillerie,  à  Douai  (Nord). 

1898.  JARRY  (N.),  ingénieur  civil,  rue  Michel-Bizot,  187,  à  Paris. 

1872.     JAVARY,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École 
Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Lemoine,  1,  à  Paris. 

1872.     JORDAN,   membre   de   l'institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique  et  au  Collègo   de 
France,  rue  de  Varenne,  48,  a  Paris. 

1872.  JOUFFRET,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  rue  de  l'Estrapade,  20,  à  Paris. 

1875.     JUNG,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  via  Borgonuovo,  9,  à  I\I  il  a  n  (Italie). 
1890.     KOBR  (Gustaf),  maître  de  conférences  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1892.  KOCH    (H.  von),     maitre    de    conférences   à    l'Université,    à   Djursholm-Stockholm 

(Suède). 

1880.  KŒNIGS,   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,   répétiteur    à   l'École  Poly- 

technique, boulevard  Arago,  101,  à  Paris. 

1897.  LACAUCIHE,  ingénieur  civil,  chef  du  laboratoire  de  la  Compagnie  générale  des  Omni- 

bus, rue  de  Saint-Pétersbourg,  37,  à  Paris. 

1881.  LAC0R,  professeur  de  mathématiques,  boulevard  du   Mont-Parnasse,  96,  à  Paris. 

1873.  LA1SANT,  docteur  es  sciences,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Victor-Hugo, 

162,  à  Paris. 

1893.  LANCEL1N,  boulevard  Arago,  97,  h  Paris. 

1899.  LANDAU  (Edouard),  docteur  en  philosophie,  Dorothcensîrasse,  55,  Berlin.  N.  W. 
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1896.  LAROSE,  ingénieur  des  télégraphes,  Usine  des  câbles  sous-marins,  à  La  Seyne  (  Var). 

1896.  LAUGEL,  ancien  attaché  d'ambassade,  villa  des  Bruyères,  au  Golfe  Juan  (Alpcs-Mar00"). 

1873.  LAl'TII,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

1806.  LEAU,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Michelet,  5,  à  Paris. 

1880.  LEAUTE,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Courcelles,  18,  à  Paris. 

1896.  LEBEL,   professeur   au    lycée    de   Montpellier,  villa   Mont-Carmel,  avenue  Bouisson- 

Bertrand,  à  Montpellier. 

1893.  LEEORNU,  ingénieur  en  chef  des  mines,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rueGay- 

Lussac,  3,  à  Paris. 

1895.     LEMERAY,  licencié  es  sciences,  ingénieur  civil  du  génie  maritime,  rue  Ville-ès-Martin, 
109  bis,  a  Saint-Nazaire  (Loire-Inférieure). 

1872.     LEM01NE  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  du  Maine,  3a,  à  Paris. 

1879.     LE  PAIGE,  professeur  à  l'Université,  à  l'observatoire  de  Cointe,  à  Liège  (Belgique). 

1895.     LE  ROUX,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  faubourg  de  Fougères,  41» 
à  Rennes  (  Ille-el-Vilaine). 

1898.     LE  ROY,  docteur  es  sciences,  rue  de  l'Abbé-de-1'Épée,  8,  à  Paris. 

1891.     LERY,  agent  voyer  d'arrondissement,  à  Pontoise  (Seine-et-Oise). 

1872.     LESPIAULT,  doyen  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  à  Nérac  (Lot-et- 
Garonne). 

1882.     LE\ Y  (Lucien),  répétiteur  et  examinateur  d'admission  à  l'École   Polytechnique,  rue 
du  Regard,  12,  à  Paris. 

1872.  LEVY  (Maurice),   membre  de  l'Institut,  inspecteur  général   des  ponts  et   chaussées, 

professeur  au  Collège  de  France,  avenue  du  Trocadéro,   i5,  à  Paris. 

1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1873.  LIGL'IXE,  curateur  de  l'arrondissement  scolaire,  à  Varsovie  (Russie). 

1898.     LIXDELOF  (Ernst),  professeur  à  l'Université,  Boulevardsgatan,  12,  à  Helsingfors. 

18T7.     L1NDEMANN,  professeur  à  l'Université,  Franz-Josephstrasse,  12,  à  Munich  (Bavière). 

1886.     LI01VTLLE,   ingénieur  des  poudres,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytechnique, 
quai  Henri  IV,  12,  à  Paris. 

1900.     LOVETT  (E.-O  ),  à  Princeton,  New-Jersey. 

1888.  LUCAS  (Félix),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Boissière,  3o,  à  Paris. 

1886.     LVOX,  docteur  es  sciences    mathématiques,  chemin   de    la    Roseraie,    26,    à   Genève 

(Suisse). 

1882.     iWACE  DE  LEPIXAY,    professeur  de  mathématiques  spéciales  au    lycée    Henri    IV,    rue 
Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 

1895.     MAILLET,  docteur   es   sciences,   ingénieur  des    ponts    et    chaussées,    boulevard  de  la 
Grande-Ceinture,  à  Palaiseau  (Seine-et-Oise). 

1875.     MALLOIZEL,  professeur  de  mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,  7,  à  Paris. 

1872.     MANXIIEIM,  colonel  d'artillerie  en  retraite,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  boule- 
vard Beau  séjour,  1,  à  Paris. 

1884.     MARTIN  (Artemas),  Columbia  street,  r534,  N.  W.,    à  Washington  D.  C.   (États-Unis 
d'Amérique). 

1889.  MARTIN  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  professeur  de  mathématiques, 

square  du  Croisic,   1  (boulevard  du  Mont-Parnasse),  à  Paris. 

1894.  MAUPIX,  professeur  au  collège,  à  Issoire  (Puy-de-Dôme). 

1897.  MERMKE,    professeur   à   l'École    Polytechnique   supérieure,    Immenholerstrasse,  !\,   à 

Stuttgart  (Wurtemberg). 


—    XI    — 

Dtis 

da 

l'admission. 

1889      ■RMMMiUL  TAMRORRL  (de),  membre  de  li  Société  de  Géographie  de  Mexico,  ctllede 

Jésus,   1 3,  il  Mexico      Mexique  . 

1884.  MERf.EREU',  licencié  èi  sciences,  rue  de  l'I  niversité,  193,  1  Paris. 

1893.     M1GHRL  (François),  Inspecteur  de   l'exploitation    aui   chemins   de   fer  do   Nord,  à 
Béthune  (Pas-de-Calais). 

1899.  MILLRR(D*G.-A.),  professeur  a  Cornell  l  niversity,  s  Ithaca,,  PC.  V  (États-Unis). 
1873,     MITLIG-LEFFLER,  professeur  à  l'Université,  h  Stockholm  (Suède). 

1897.  MOXTCIIEIIIL  (l'abbé  de),  école  de  l'Immaculée-Conception  Sainte-Marie  (Caousou  ), 

à  Toulouse. 

1898.  MONTESSIS  DE  RALLORE  (K.  de),  à  Toulon-sur-Arroux  (Saône-et-Loire). 

1872.  MOUTARD,  inspecteur  général  des  mines  en  retraite,  rue  du  Val-de-Grâcc,  9,  a   Paris. 

1888,     MUKIIOPADIhAY  (Asutosh),  professeur  de  mathématiques,  Kussa  Road,  77,  Nor'th  Rho- 
wanipore,  à  Calcutta  (Inde). 

1898.      XADD  (C.)i  éditeur,  rue  Racine,  3.  à  Paris. 

1885.  XKIBERG,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à  Liège  (Belgique). 
1807.     MCOLLIER,  professeur,  à  Montreux  (Suisse). 

1900.  MEWENGLOWSKI,  docteur  es  sciences,  inspecteur  de  l'Académie  de  Paris,  rue  de  l'Ar- 

balète, 35. 

1882.     OCAGNE  (M.o'),    ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à   l'École  des  Ponts 
et  Chaussées,  répétiteur  à   l'École  Polytechnique,  rue  La  Roètie,  3o,  à  Paris. 

1873.  OYIDIO  (Enrico  d'),  professeur  à  l'Université,  Corso-Oporto,  3o,  à  Turin  (Italie). 
1893.     PAIXLEVÉ,    maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  répétiteur  à   l'École 

Polytechnique,  rue  de  Rennes,  99,  à  Paris. 

1888.     PAPELIER  (Georges),  professeur  de   mathématiques   spéciales    au   lycée,  rue  de  Re- 
couvrance,  20,  à  Orléans  (Loiret). 

188i.  PARAF,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 

1872.  PARMEMIER.  général  du  génie  en  retraite,  rue  du  Cirque,  5,  à  Paris. 

1872.  PARRAN,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris. 

1881.  PELLET,  doyen    de    la  Faculté  des   Sciences,  rue  Pascal,  3o,  à  Clermont-Ferrand. 

1883.  PELLETREAU,  ingénieur  en  chef  des  chemins  de  fer  éthiopiens,  rue  Scribe,  5,  à  Paris. 

1898.  PELLETREAU  (Georges),  attaché  à  l'exploitation  des  chemins  de  fer  du  Nord. 

1900.  PERCH0T,  astronome  adjoint  à  l'Observatoire  de  Paris,  7,  rue  Schefler. 

187 '1.  PERCIN,  colonel  commandant  le  27e  régiment  d'artillerie,  à  Douai  (Nord). 

1881 .  PER0TT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcester  (Massachusetts). 

187;').  PERRI.\,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Joinville,  25,  au  Mans  (Sarthe). 

1892.     PERRIN  (Élie),  professeur  de  mathématiques,  rue  Lamandé,  7,  à  Paris. 

1896.     PETROVITCII,  professeur  à  l'Université,  Kossantch-Venac,  a4,  à  Relgrade  (Serbie). 

1887.     PEZZ0  (del),  professeur  à  l'Université,  via  Gennaro  Serra,  75,  à  Naples  (Italie). 

1879.  PICARD  (Emile),  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  et  à 
l'École  Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  Soufflot,  i3,   à  Paris. 

1872.  PICQIET,  chef  de  bataillon  du  génie,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytech- 
nique, rue  de  Condé,  24,  à  Paris. 

1896.     P1ÉR0X,  inspecteur  général  de  l'Instruction  publique,  rue  d'Assas,  5o,  à  Paris. 

1899.     PIERP0NT  (James),  prof,  de  l'Université  Yale,  New  Ha  Yen,  Connecticut  (États-Unis  ). 

1882.  P01XCARÉ,  membre  do  l'Institut  et  du  Bureau  des  Longitudes,  ingénieur  en  chef 
des  mines,  professeur   à  la   Faculté  des  Sciences,  rue  Claude-Bernard,  63. 
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1882.  POKORNY  (  Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohême). 
1872.     POMGiYAC  (prince  C.  de),  villa  Jessie,  à  Cannes  (  Alpes-Maritimes). 

J 899.  PRIiVGSHEIM,  professeur  à  l'Université  de  Munich,  12,  Arcisstrasse. 

1896.  PRUVOST,    inspecteur   général  de    l'Instruction  publique,  11,  rue  de  la  Tour,  à  Paris. 

1872.  PITZ,  général  d'artillerie  en  retraite,  rue  Saint-Merry,  98,  à  Fontainebleau. 

1896-  QIIQIET,  actuaire  de  la  Compagnie  la  Nationale,  rue  de  Grammont,  i3,  à  Paris. 

1895.  RABUT  (Charles),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Duplessis,  77,  à  Ver- 

sailles (  Seine-et-Oise). 

1872.     RAIIAl),  membre  de  l'Institut,  rue  de  Tournon,  12,  à  Paris. 

1883.  RAFFY,    professeur-adjoint    à    la    Faculié   des    Sciences,    maître    de    conférences  à 

l'École  Normale  supérieure,  rue  Nicole,  7,  à  Paris. 

1898.     RIPERT,  commandant  du  génie  en  retraite,  rue  Saint-Antoine,  200,  à  Paris. 

1893.     RIVEREAU  (l'abbé),  professeur  à  l'Institut  catholique,  à  Angers  (Maine-et-Loire). 

1872.     ROUART,  ingénieur  civil,  rue  de  Lisbonne,  34,  à  Paris. 

1872.     ROUCHE,  de  l'Institut,    professeur  au    Conservatoire    des  arts  et  métiers,  examina- 
teur desélèves  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  2i3,  à  Paris. 

1896.  ROIIGIER,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  à  Toulon  (Var). 

1885.  ROIQLET  (V.),  professeur  honoraire  de  mathématiques  spéciales,  à  Belpech  (Aude). 

1900.  SAIiTYKOW,  maître  es  sciences  mathématiques,  rue  du  Cardinal-Lemoine,  71. 

1896.  SANCHEZ,  directeur  de  l'observatoire,  à  San  Salvador  (République  de  San  Salvador). 

1889.  SARAZ,  professeur  de  mathématiques,  rue  Saint-Jacques,  220,  à  Paris. 

1872.     SARRAU,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  poudres,  professeur  à  l'École 
Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis,  à  Saint-Mandé  (Seine). 

1872.  SARTIAUX,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  chef  de  l'exploitation  à  la  Com- 

pagnie du    chemin    de  fer  du  Nord,  à  Paris. 

1885.     SAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (Bouches-du-Rhône  ). 
1881.     SCIILEGEL,  professeur  à  l'École  technique,  Volmestrasse,  62,  à  Hagen  (Allemagne). 

1897.  SCHOU  (Erik),  Gl.  Antvorskov,  à  Slagelse  (Danemark). 

1881.  SCHOITE,  professeur  à  l'Université,  a  Groningue  (Hollande). 
1896.     SEGIIER  (J.-A.  de),  docteur  es  sciences,  rue  de  Sèvres,  35,  à  Paris. 

1882.  SELIVANOFF  (Démétrius),  attaché  à  l'Université,  Fontanka,  1 16,  log.  16,  à  Saint-Péters- 

bourg (  Russie  ). 

1900.  SERVANT,  docteur  es  sciences,  Grande-Rue,  75,  h  Rourg-la-Reine  (Seine). 

1900.  SPARRE  (comte  Magnus  de),  château  de  Vallière,  à  Sl-Georges-de-Reneins   (Rhône). 

1881.  STARKOFF,  professeur  à  l'École  de  commerce,  Deribasowskaja,  6,  à  Odessa  (Russie). 
1879.  STEPHANOS  (Dr  Cyparissos),  professeur  à  l'Université,  à  Athènes  (  Grèce). 

1898.  STORMER  (Cari),    chargé  de  cours  à  l'Université,  Huitfeldts  gade,   9,  à  Christiania. 

1873.  STLDMCKA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 
1872.     SYLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (Norwège). 

1899.  SYRIEIV,  boulevard  Beauséjour,  23,  à  Paris. 

1896.  TANNENBERG  (de),  professeur  à    la    Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 
1872.     TANNERY(  Paul),  directeur  des  manufactures  de  l'État,  à  Pantin  (Seine). 

1875.     TANNERY  (Jules),  sous-directeur  à  l'École  Normale  supérieure,  rued'Ulm,  \5,  h  Paris. 

1882.  TARRY  (Gaston),  receveur  des  Contributions  diverses,  h  Kouba  (Algérie). 

1897.  TARRY   (Harold),  inspecteur  des  finances  en  retraite,  à  Kouba  (Algérie). 
1872.     TERRIER,  professeur  au  collège  Chaptal,  rue  Larribe,  3,  à  Paris. 
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1899.  THYBAIT  (Alexandre),  place  d'Antera,  to,  a  Paria. 

1873.  TISSOT,  ancien  examinateur  d'ail  mission  a  l'Ecole  Polytechnique,  h  Voreppe(dère). 

1896.  TISSOT,  enseigne  de  vaisseau,  professeur  au  Borda,  k  Brest  (Finistère). 

IS'.iii.  TORRES,  ingénieur  «les  ponts  et  chaussées,  Valgame  l)i«>s,   '..  ;i  Madrid  (Espagne). 

1893.  TOTCIIK,    lieutenant-colonel  d'artillerie  territoriale,  rue  Truffault,  ■>'>,  i  Paria. 

1872.  TRESCA,   ingénieur   on   chef  des   ponts  et  chaussées   en  retraite,  château  de  Cour- 

toxé,  par  Vendôme  (Loir-et-Cher). 

1896.  'MESSE,  docteur  es  sciences,  professeur  au    collège   Stanislas,  boulevard   du    Mont- 

Parnasse,  iG'i,  à  Paris. 

1893.     VALLÉE-POUSSIN  (Gh.-J.  de  la),  professeur  à  l'Université,  rue  de  Ifamur,  190,  à  Lou- 

vain  (Belgique). 

1880.  VAiXECEK  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohème). 

1897.  YASSILAS-V1TALIS  (J.),  docteur  de  l'Université,  rue  Polyclète,  5,  a  Athènes  (Grèce). 

1898.  YASSILIEF,  président  de  la  Société  physico-mathématique,  a   Kasan  (Russie). 
1876.  VICAIRE,  inspecteur  général  des  mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 

1888.     YOLTERRA  (  Vito),  professeur  à  l'Université,  via  S.  Quintino,  £5,  à  Turin  (Italie). 

1900.  VUIBEBT,  éditeur,  63,  boulevard  Saint-Germain. 

1893.  WAGNER,  professeur  à  l'École  J.-B.  Say,  rue  Spontini,  i3,  à  Paris. 

1880.  WALCKENAEB,  ingénieur  en  chef  des  mines,  boulevard  Saint-Germain,  218,  a  Paris. 
1879.  WE1LL,  directeur  du  collège  Chaptal,  boulevard  des  Batignolles,  £5,  a  Paris. 

1873.  WEYR  (Dr  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Bohème;. 

1878.  YVORiMS  DE  ROMILLY,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Balzac,  7,  à  Paris. 

1S82.     ZABOUDSKI,  membre  du  Comité  d'artillerie  et  professeur  à   l'Académie  d'Artillerie,  à 
Saint-Pétersbourg  (Russie) . 

1890.     ZABEMBA,   docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  maison   Vinel,  faubourg  Cabes- 
sut,  à  Cahors  (Lot). 

1881.  ZEITHEN,  professeur  à  l'Université,  Rosenvonget,  3,  Sidealle,  à  Copenhague. 
1898.     ZIYVET,  professeur  à  l'Université  Ann-Arbor,  à  Michigan  (États-Unis). 


SOCIÉTAIRES  PERPETUELS. 

BËN0IST  (décédé).  —  BEBDELLÉ,  à  Rioz.  —  BIEMAYMÉ  (décédé).  —  BI0CIIE,  à  Paris.— 
BISCIIOFFSHEIM,  à  Paris.  —  BORCHARDT  (décédé).  -BROCARD,  à  Bar-le-Duc.  —  CARET, 
a  Paris.  —  CARVALL0,  à  Paris.  —  CHASLES  (décédé).  —  r.LAUDE-LAFOXTAIXE,  à  Paris. 

—  F0URE1,  à  Paris.  —  GAUTHIER-VILLARS  (décédé).  —  G01RSAT,  à  Paris.  —HALPHEN 
(décédé).  —  IIALSTED,  à  Austin.  —  HADAMARD,  à  Paris.  —  BATON  DE  LA  G01PILLIÈRË, 
à  Paris.  —  Il  ERMITE,  à  Paris.  —  IIIRST  (décédé).  —  H0TT,  à  Paris.—  LÉAIIÉ,  à  Paris. 

-JORDAN,  à  Paris.  —  LAFF0N  DE  LADEBAT  (décédé).  —  MANMIEW,  à  Paris.—  DE  OJI- 
DIZABAL  IAHB0BEL,  à  Mexico.  —  MEBCEBEAU,  à  Paris.  —  D'OCAGNE,  à  Paris.  —  PER0TT, 
à  Worcester.  —  PERRIN,  au  Mans.  —  P01YCARÉ,  à  Paris.  —  P0LIGNAC  (prince  C  de),  à 
Cannes.—  RAFFY,  a  Paris.—  SELIYAWF,  à  Saint-Pétersbourg  —  SPAliRE  (comte  M.  dk), 
à  Saint-Georges-de-Reneins.  —  SVL0W, à  Erederikshald.  —  TAWKRY  (  Paul),  à  Paris. 

—  TARRY  (G.),  à  Kouba   —  TCHEBICIIEF  (décédé).—  VIELLARD  (décédé). 
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LISTE 


DES 


PRÉSIDENTS  DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 


DEPUIS    SA    FONDATION. 


ini. 


1873 

CHASLES. 

1874 

LAFFON  DE  LADÉBAT 

1875 

BIEXAYME. 

1876 

DE  LAGOIRNERIE. 

1877 

MANNIIEIM. 

1878 

DARBOUX. 

1879 

0.  BONNET. 

1880 

JORDAN. 

1881 

LAGUERRE. 

1882 

HALPHEN. 

1883 

ROUCQÉ. 

1884 

PICARD. 

1885 

APPELL. 

188G 

P01NCARÉ. 

Ml. 


1887 

FOERET. 

1888 

MISANT. 

1889 

DÉSIRÉ  ANDRE. 

1890 

il V ION  DE  LA  G0UIMLLIÈ1IË 

1891 

COLLIGNON. 

1892 

VICAIRE. 

1893 

UUMBERT. 

1894 

P1CQUET. 

1895 

GOIRSAT. 

1896 

KŒN1GS. 

1897 

PICARD. 

1898 

LECORNl. 

1899 

GDYOU. 

1900 

POWCARÉ. 
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Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam . 
Amsterdam . 
Amsterdam  . 

Baltimore.  . 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Bologne. . . . 

Bordeaux. .  . 

Bruxelles. . . 

Bruxelles. . . 
Cambridge. 
Christiania. 
Coïmbre.  . . 

Copenhague. 
Cracovie.. . . 

Delft 

Edimbourg. 
Edimbourg. 

Gand 

Goetlingue. 
Hambourg.. 

Harlem 

Helsingfors. 

Kasan 

Kharkov..  . . 
Kharkov. .  .  . 

Leipzig 

Leipzig 

Liège 

Londres.  . . . 
Londres.  . .  . 
Londres. . . . 
Luxembourg 
Marseille. .  . 
Mexico 


Académie  Royale  dei  Sciencei  d'Amiterdam , 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 
Revue  semestrielle  des  publication*  mathéma- 
tique $. 
American   Journal  of  Mathematics. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 
Archiv  fur  Mathematik  und  Phytik. 

Jahrbuch  iïber  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matik. 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Ma- 
thematik. 

Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bo- 
logne. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles 
de  Bordeaux. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

Société  scientilique  de  Bruxelles. 

Société  philosophique  de  Cambridge. 

Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab. 

Jornal  de  Sciencias  matematicas  e  astrono- 
mie as. 

Nj-t  Tidsskrift  for  Mathematik. 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 

Ecole  Polytechnique  de  Delft. 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Société  mathématique  d'Edimbourg. 

Mathesis. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlande. 

Société  physico-mathématique . 

Annales  de  l'Université. 

Société  mathématique  de  Kharkov. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 

Mathematische  Annalen. 

Société  Royale  des  Sciences. 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Londres. 

Société  Royale  de  Londres. 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Annales  de  la  F  acuité  des  Sciences  de  Marseï  lie. 

Sociedad  cientifica  Antonio  Alzate. 


Hollande. 
Hollande 

Hollande. 

I  t.ils-J    nis 

Allemagne. 
Allemagne 

Allemagne . 

Allemagne. 

Italie. 

France . 

Belgique. 

Belgique. 

Grande-Bretagne . 

Norvège. 

Portugal. 

Danemark. 

Autriche. 

Hollande  . 

Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne. 

Belgique. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Hollande . 

Finlande. 

Bussie. 

Russie. 

Bussie. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Belgique. 

Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne, 

Luxembourg . 

France. 

Mexique. 
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Milan 

Moscou 

Munich 

Naples 

New-Haven 

New-York 

Odessa 

Palerme 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Pisc 

Pisc 

Pise 

Prague 

Prague 

Prague  

Rome 

Saint-Pétersbourg 

Stockholm 

Toulouse 

Turin 

Upsal 

Venise 

Vienne 

Vienne 

Zurich 


Insti  tut  Royal  lombard  desSciences et  Lettres. 

Société  mathématique  de  Moscou. 

Académie  des  Sciences  de  Munich. 

Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et 
mathématiques  de  Naples. 

Académie  des  Sciences  et  Arts  du  Conncc- 
ticut. 

Société  mathématique  américaine. 

Société  mathématique  d'Odessa. 

Rendiconti  del  Circolo  malematico . 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Association  française  pour  l'avancement  des 
Sciences. 

Société  philomathique  de  Paris. 

Bulletin    des   Sciences     mathématiques. 

Journal  de  l'École  Polytechnique. 

Journal  de  Mathématiques  élémentaires. 

Journal  de  Mathématiques  spéciales. 

Institut  des  Actuaires  français. 

École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 

Université  Royale  de  Pise. 

Il  Nuovo  Cimento. 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Casopis  pro  péstovâni  mathematiky  a  fjsiky . 

Société  mathématique  de  Prague. 

Académie  Royale  des  Lincei. 

Académie  Impériale  des  Sciences. 

Acta  Mathematica. 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Tou- 
louse. 

Académie  des  Sciences. 

Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal. 

Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettres 
et  Arts. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

Monatshefte  fi'tr    Malhematih    und    Physik. 

Société  des  Sciences  naturelles  de  Zurich. 


Italie. 
Russie. 
Bavière. 

Italie. 

États-Unis, 
États-Unis. 

Russie. 

Italie. 

France. 

France. 

France. 

France. 

France. 

France. 

France. 

France. 
Italie. 
Italie. 

Italie. 

Autriche. 

Autriche. 

Autriche. 

Italie. 

Russie. 

Suède. 

France. 

Italie. 

Suède. 

Italie. 
Autriche. 
Autriche. 

Suisse. 
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MÉMOIRES   ET  COMMUNICATIONS. 


SUR   UNE    TRANSFORMATION    DE    L'ÉQUATION 

*2=  4^(>,  y)pq\ 

Par    M.    E.    Coursât. 

1.  Je  me  suis  déjà  occupé,  à  diverses  reprises,  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre  (  '  ) 

en    posant    -r-  =  s2,    on    ramené    1  équation   (i)    a    une    équation 
linéaire 

c>2r  i   dlogX   dz 

dx  dy        i      ux      or 

et,  à  toute  solution  c  de  l'équation  (2)  correspond  une  intégrale 
de  l'équation   (  1  1  qui   est  complètement  déterminée,  à  une  con- 


('  )  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.   \\V.  |).  36-48;  1897. 
Leçons  sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles   du   second 
ordre,  t.  II,  p.   >">  1 . 

XXVIII.  ! 


-  2 
stante  additive  près, 


(3)  e=yw*  +  i(g)v 

Les  invariants  h  et  k  de  L'équation  (2)  ont  les  valeurs  suivantes 

/?  =  A,  /•   =  A — - —  > 

2    tAr  o[/ 

et  ceux  de  l'équation  que  l'on  en  déduit  par  l'application  de  la 
première  transformation  de  Laplace  ont  les  valeurs 

d2loeA        ,  ,        , 

hl=2h  —  h -2—  =  /. ,         ki  =  A  ; 

Ox  Oy 

ils  sont  précisément  les  mêmes  que  ceux  de  l'équation  adjointe. 
Cela  posé,  imaginons  la  suite  de  Laplace  relative  à  l'équation  (2), 
suite  qui  est,  en  général,  illimitée  dans  les  deux  sens 

...,    (E_f),     ...,    (E_,),    (E),    (E,),    (E,),     ...,     (E,),    (E^,),     ...; 

les  invariants  des  deux  équations  (E)  et  (E,),  d'après  ce  que  nous 
venons  de  voir,  sont  les  mêmes  et  disposés  dans  Tordre  inverse.  Il 
résulte  de  la  loi  de  récurrence  qu'il  en  sera  de  même  des  équa- 
tions (E_,)  et  (E2),  (E_2)  et  (E3),  .  .  .,  (E_,-)  et  (E,-+l).  Si  donc  la 
suite  de  Laplace  se  termine  d'un  coté,  vers  la  droite,  par  exemple, 
à  l'équation  (E/+1),  elle  se  terminera  vers  la  gauche  à  l'équation 
(E_/),  et  l'on  aura  une  suite  de  2Î-\-  2  équations  telles  que  deux 
équations  à  égale  distance  des  extrêmes  aient  les  mêmes  invariants 
disposés  dans  l'ordre  inverse.  Lorsqu'une  équation  à  invariants 
égaux  s  =  A-3  est  intégrablc  par  la  méthode  de  Laplace,  elle  donne 
naissance  à  une  suite  de  ii -\-  1  équations  jouissant  de  la  même 
propriété;  la  seule  différence  entre  les  deux  cas,  c'est  qu'on  a, 
dans  le  second  cas,  un  nombre  impair  d'équations  et,  dans  le 
premier  cas,  un  nombre  pair. 

La  propriété  précédente  rapproche  les  équations  linéaires  de  la 
forme  (2)  et,  par  suite,  l'équation  (1)  des  équations  à  invariants 
égaux.  On  est  ainsi  conduit  à  se  demander  s'il  ne  serait  pas  pos- 
sible de  trouver,  pour  les  équations  (1)  et  (2),  un  théorème  ana- 
logue au  beau  théorème  de  M.  Moutard  sur  les  équations  à  inva- 


riants  égaux  i  '  i.  C'esl  en  elle!  ce  «pu  a  lieu,  comme  «»ii  \.i  voir. 
"2.   Posons,  pour  abréger, 


•  ri) 
i  àj 

1    '  ''y 


L'équation  (  i  )  est  alors 

ou  encore,  en  désignant  par  8<  nue  intégrale  particulière, 
(5)  8        £(G,). 

\  toute  fonction  0,  des  deux  variables  a?,  y  correspond  une 
fonclion  X(#,  j ')  bien  déterminée;  si  l'on  remplace  X  par  cette 
fonction  dans  l'équation  (2),  on  a  une  équation  linéaire  que  nous 

appellerons  E(s,  81),  admettant  l'intégrale  particulière  Z\      1  /  •—'  • 

Rappelons  encore  les  propriétés  suivantes.   Étanl  donnée  une 

équation  linéaire 

s  -+-  ap  -+-  bq  H-  cz  =  o, 

cette  équation  peut  s'obtenir  d'une  infinité  de  manières  par  l'éli- 
mination de  u  entre  les  deux  équations 

du  à    /  z  \  du     _  ^    0    /  z  \  _ 

il  suffit  de  connaître  une  intégrale  particulière  z{    de  L'équation 

proposée  et  une  intégrale  particulier*'  r,  de  l'équation  adjointe, 
et  l'on  a  Y  et  0,  par  une  quadrature  (-') 

Y=   I  zi(bvi—-^)dx  —  çl(qi-hazl)dy,         ot  =  y  -+-  vlzi. 
(')  .Moutard,  5«r  /a  construction  des  équations  de  la  forme 

i^-"''(x'-,,)' 

qui  admettent  une  intégrale  générale  explicite  {Journal  de  l'École  Polytech- 
nique, XLV"  Cahier,  p.  1;  1878). 

Voir  aussi  le  Chapitre  VII  du  Livre  IV.  dans  le  Tome  II  de  la  Théorie  géné- 
rale des  surfaces,  de  M.  DARBOUX. 

('-')  loi/-,  par  exemple,  le  Tome  II  des  Leçons  sur  l'intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  p.    •--. 
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Dans  le  cas  où  nous  nous  plaçons,  l'équation  adjointe  de 
l'équation  E(s,  8()  a  les  mêmes  invariants  que  celle  qu'on  déduil 
de  E(^,  0,  )  par  la  première  transformation  de  Laplaec.  On  vérifie 
en  effet  facilement  que  l'on  passe  de  l'équation  (2)  à  son  adjointe 

'  Ox  Oy        :>.       Ox      Oy        \  1     Ox  Oy  J 

«    dz{ 
en  posant  v  =  <-  t~" 

Gela  posé,  à  l'intégrale  ^,  de  l'équation  E(r,  0,)  correspond 
l'intégrale  particulière  vK  =  ^  -p  de  l'équation  adjointe;  en  pre- 
nant pour  z{  et  Ci  les  valeurs  précédentes,  on  Irouve,  en  tenanl 
compte  de  l'équation  (2)  elle-même, 


/***+{(%)  "r-    "e"      s'=     °'~ 


<  l  les  formules  de   transformation  s'écrivent,  en  changeant   s  en 


du  à    /z\  Ou        /  z,  dsA    ()  /  <*  \ 

11  est  aisé  de  vérifier  que  l'élimination  de  u  conduit  bien  à 
I  équation  (2).  Des  relations  -  =«n  (^-^j  :4a,-  ,y>  on 
I  i  re 

•2  ^  1  - —  = —  » 

<)y         Ox  oy 

d0,  00 1 
1        dz\  O.i-   Oy 


-•\  ——  — 


A    '  Oy         d»e, 


2 


6f 


i       dz\  <>r    0)-  Ox  Oy  \  6 1 


àxdy  dx  Oy 

et  les  formules  qui  définissent  la  transformation  peuvent  encore 


-  ;, 


s  écrire,  en  remplaçanl  //  par 


(7) 


8.  ■ 


1  dxôy  V  61  /    d 


'"  *  \  S 


Ces  formules  ne  changent  pas  quand  ou  permute  s  el  w,  pourvu 

qu'on  change  en  même  temps  0,  en      ;  donc,  si  l'élimination  de  w 

conduit  à  l'équation  linéaire  E(z,  0,),  il  s'ensuit  que  L'élimination 

de   s   doit  conduire  à  une  équation  de  même  l'orme  E(w,  (    ),  el 
nous  pouvons  énoncer  la  proposition  suivante  : 

De  toute  intégrale  de  l'équation  linéaire  E(c,  0,  i  on  peut 
déduire,  par  une  quadrature,  une  intégrale  de  V équation  de 

même  forme  E(s,  £-)• 

Puisque  l'intégration  de  l'équation   ^(0  ~    V1   se    ramène  à 

celle  de  l'équation  E(^,  9,),  on  a  aussi  le  théorème  suivant  : 

De  toute  intégrale  de  l'équation  J(0)  =  J(0,j,  on  peut  dé- 
duire, par  des  quadratures,  une  intégrale  de  V équation 


£(8 


.U> 


Les  conséquences  sont  analogues  à  celles  que  L'on  déduil  du 
théorème  de  M.  ^Joutard,  relativement  aux  équations  aux  inva- 
riants égaux.  De  toute  équation  intégrable  de  la  forme  i  >  I  on 
pourra  déduire,  en  répétant  l'opération  précédente,  toute  une 
suite  indéfini*1  d'équations  intégrables  de  la  même  espèce.  Ainsi, 


-  6  - 
on  pourra,  en  parlant  de  l'équation 


q                  z 
s  -h  — - «  =  o, 


dont  l'intégrale  générale  est 

Y'         Y~X 

Z  =  A  -+-  ? 

a? -h/ 

obtenir  toutes  les  équations  linéaires  de  l'espèce  considérée     ici, 
qui  sont  intégrables  par  la  méthode  de  Laplacc. 

Remarque.  —  On  déduit  des  formules  (6) 

dH  =  old(±)-iiLdJi± (±)  =  d(Bl±)-Udx2\d*  d-r*y\ 

\zj        A    Oy  dy\zj  \      zj       \  a  ùy   ôy    '  j 

et,  par  suite. 

(8)  u  =  *iJ.-JZZldx+l-1-.dy. 

La  transformation  définie  parles  formules  (6)  est  donc  équiva- 
lente à  l'ensemble  des  deux  transformations  suivantes.  Posons 

r        _         [  dz  dzi   . 

(9)  w-Jzz^dx^\Ty-^dy^ 

w  satisfait  à  l'équation  linéaire 

0- iv  à\ogZ{   ài\'        ,     Z\     àw 

(      '  Ox  Oy  ôy        dx         '  0zv    Oy 

qui  admet  l'intégrale  particulière  W\  =  B,,  et  u  peut  s'écrire 

ÔKV  dw\ 

ZZ\  dx  Ox 

U  =   K'i  ; IV  —   ; • 

Z\  0\VX 


Ox 


On  peut  remarquer  que  la  fonction  w  satisfait,  quelles  que 
soient  les  intégrales  z  et:?,,  à  une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  quatrième  ordre  qu'il  serait  facile  de  former. 
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SUR  LES  GROUPES  ÉCHANGEABLES  ET  LES  GROUPES  DÉCOMPOSABLES  ; 

Par   M .    Edmond   M  ullet. 

I. 

Dans  une  Noie  antérieure  i  '  »  nous  avons  appelé  un  groupe  I) 
décomposable  quand  l'on  peut  3  trouver  deux  sous-groupes  \  <:t  l> 

d'ordre  >>  1,  ions  deux  <  ;  I)  et  tels  que  toute  substitution  d  de  IJ 
soit  le  produit  d'une  substitution  a  d<-  \,  par  une  h  de  l>;  on 
indique  cette  propriété  en  écrivanl  I)        \B  =  ÀxB.   D  sera  dit 

le  produit  de  A  par  B;  A  et  B  sont  des  facteurs  de  I)  :  on  a  évi- 
demment D  =  AB  =  BA. 

Tout  groupe  est-il  décomposable?  A  défaut  d'un  critérium  de 
décomposabilité,  on  pourrait  étudier  les  groupes  connus  :  il  y  a 
là  tout  un  sujet  de  recherches. 

Nous  ne  prétendons  pas  résoudre  ici  la  question  (2),  tout  en 
nous  proposant  d'étudier  un  certain  nombre  des  propriétés  de  la 
décomposabilité  des  groupes.  Parmi  les  groupes  dont  nous  nous 
sommes  occupé,  nous  n'avons  trouvé  d'autres  groupes  indécom- 
posables que  ceux  formés  des  puissances  d'une  substitution  circu- 
laire d'ordre pm  (p  premier). 

II. 

DÉCOMPOSABILITÉ    DE    CERTAINS    GROUPES. 

i°  Groupes  primitifs  composés.  —  Un  pareil  groupe  G  est 
toujours  décomposable,  car  tout  sous-groupe  invariant  K  de  G 
est  transitif  (3),  et  si  H  est  le  sous-groupe  des  substitutions  de  G 


(  '  )  Note  sur  les  substitutions  (  Bulletin  de  la  Société  Mathématique, 
1.  XXIV;  1^96).  La  plupart  des  considérations  de  la  Note  actuelle  s'appliquent 
aussi  bien  aux  groupes  d'opérations  qu'aux  groupes  de  substitutions.  Di- 
\ers  auteurs  ont  déjà  envisagé  les  groupes  échangeables,  par  exemple  Serrel 
et  M.  Frobenius. 

(2)  Nous  croyons  au  contraire,  sous  réserve  de  vérification,  l'avoir  résolue  par 
l'affirmative  pour  les  groupes  de  transformations  tic  Lie. 

(')  JORDAN,  Traité  des  Substitutions,  p.   'p. 
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qui  laissent  une  même  letlre  de  G  immobile  on  a  G  —  H  x  R, 
avec  H<G,  K<G('). 

2°  Groupes  composés  quelconques.  —  D'après  les  mêmes  re- 
marques, soient  G  un  pareil  groupe,  H  un  sous-groupe  invariant 
maximum  de  G: 

a.  Si  l'on  peut  trouver  un  sous-groupe  invariant  H'  de  G  non 
contenu  dans  H,  on  a  G  =  H  x  H7.  En  effet,  si  h  et  h'  sont  les 
ordres  de  II  et  IF,  k  l'ordre  du  groupe  K  des  substitutions  com- 
munes à  H  et  H',  Tordre  du  groupe  (H,  H')  dérivé  de  H  et  de  W 

est  —r-  >  h,  en  sorte  que  (H,  H')  =  G,  puisque  (H,  H')  est  inva- 
riable par  les  substitutions  de  G;  alors  les  substitutions  de  G 
sont  toutes  de  la  forme  7jt/,  yj  appartenant  à  H,  r/  à  H'. 

£J.  Si  H  esta  la  fois  maximum  dans  G  et  invariable  par  les  sub- 
stitutions de  G,  et  si  l'on  peut  trouver  un  sous-groupe  H/  de  G 
non  contenu  dans  H,  on  a  encore  G  =  H  x  H'.  En  particulier 
un  groupe  d'ordre  pm  non  formé  des  puissances  d'une  substitu- 
tion circulaire  d'ordre  pm  est  décomposable.  Au  contraire,  le 
groupe  des  puissances  d'une  substitution  circulaire  d'ordre pm  est 
indécomposable. 

3°  Groupes  cl ) ordre pm qn  (p  et  q premiers  différents").  —  Un 
pareil  groupe  G  contient  un  sous-groupe  P  d'ordre  pmy  un  Q 
d'ordre  qn.  On  a  G  =  P  X  Q. 

4°  Groupes  de  degré  p"1  (p  premier)  et  cV ordre  ^p">  — 
Soit  G  un  pareil  groupe  :  si  Ha  est  le  groupe  des  substitutions 
de  G  qui  laissent  une  même  lettre  a.  immobile,  pm'  la  plus  haute 
puissance  de  p  qui  divise  l'ordre  g  de  G,  G  renferme  un  sous- 
groupe  P  d'ordre  pm\  et  G  =  P  X  Ha. 


(  ')  Voir  notre  Note  précitée  où  nous  montrons  que  le  problème  de  la  re- 
cherche des  sous- groupes  transitifs  des  isomorphes  holoédriques  et  transitifs  d'un 
groupe  donné  est  compris  dans  celui  de  la  recherche  des  décompositions  de  ce 
groupe  en  un  produit  de  deux  sous-groupes,  et  lui  est  équivalent  quand  le  groupe 
donné  est  simple. 
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5°  Groupes  d'ordre  \h  >..  -  G  renferme  un  sous-groupe 
d'ordre  a  el  un   sous-groupe  invariant  d'ordre  \h       i  donl  il  esl 

le   produit. 

6°  Groupe  alterné  G  de  n  éléments.'  -  II  esl  décomposante. 
En  effet,  on  sail  < 1 1 1  i I  suffit  d'établir  l'existence  d'un  sous  groupe 
transitif  A  il»-  G.   Si  alors   B  esl  le  groupe  alterné  de  n       \  élé 
ments,  (  î    =  A  x  B. 

a.  n  impair.  On  prend  pour  \  le  groupe  des  puissances  d  une 
subsl  itution  d'ordre  // . 

b.  n  pair  ci  \h.  On  prend  pour  \  le  groupe  dérivé  des  sub- 
stitutions 

Y'       i  ava%h  .,»...(  aîh<i,,,  ). 

c.  n  pair  el  :     f\h  -f-  2  =  ip. 

On  prend  pour  A  le  groupe  dérivé  I  ')  de  la  substitution 

Y  =  (a^a-  •  'ap  '  '  "/<•  i  •  •  ■" n>  U 
et  des  substitutions 

i  aidp+i)  (  ajcip+j  )         <  /  ■  y,    i,  y  =  i ,  2 /m. 

7°  Groupe  symétrique  de  n  éléments.  —  Il  esl  décomposante. 
En  effet,  on  a  G  =  AxB,  B  étant  le  groupe  symétrique  de  n  —  i 
«déments,  A  le  groupe  des  puissances  d'une  substitution  circu- 
laire d'ordre  n. 

Il  résulte  de  là  cette  conclusion  intéressante  : 

L'ensemble  des  groupes  décomposables  est  plus  étendu  que 

V ensemble  des  groupes  primitifs  composés,  puisque  tout  groupe 
primitif  composé  est  décomposable  et  que  les  groupes  al  h- ru,  s 
sont  décomposables. 

(')  Ce  groupe  est  d'ordre  2F~lp  et,  d'après  un  théorème  de  Mathieu  l  Journal  de 
Mathématiques,  18G1),  généralisé  par  M.  Sylow,  contient  'i',_1  —  i  ///>  >ous- 
groupes  d'ordre  p.  On  eu  conclut  i?~x  i  (mod/>),  théorème  dû  à  Fermai. 
Cette  démonstration  n'est  qu'un  cas  particulier  «le  la  démonstration  du  théorème 
•  le  Fermât  [ai'  a  (mod  p)  quel  que  soit  a],  que  non-  avons  donnée  dans 
notre  Thèse  de  Doctorat  (Gauthier- Vil lars;  189a,  p.  116 ),  en  nous  appuyant 
sur  le    théorème  de  Mathieu  et  de  M.  > \  I < > \\ 


—  Il)  — 

Nous  énoncerons  encore  les  propriétés  suivantes,  dont  les 
démonstrations  ne  sont  qu'indiquées  : 

Lemmë.  -  -  Si  deux  sous-groupes  H,  et  II2,  d'ordres  liK  et  h2, 
d'un  groupe  G  d'ordre  g,  sont  tels  que  le  plus  petit  commun 
multiple  de  h{  et  ii2  est  g,  on  a  G  =  H,  x  H2. 

On  voit,  en  effet,  de  suite  que  le  groupe  (H,,  H2),  dérivé  de  II, 
et  H2,  contient  au  moins  g  substitutions  qui  sont  le  produit  d'une 
substitution  de  H,  par  une  de  IL. 

Théorème.  —  Si  un  groupe  primitif  G  de  degré  n  est  indé- 
composable, il  possède  au  moins  deux  isomorphes  Jioloédriques 
ci  primitifs  de  degrés  différents  et  différents  de  n. 

En  efTet,  soient/)  un  diviseur  premier  de  n,pa  la  plus  haute  puis- 
sance de  p  qui  divise  Tordre  g  de  G.  G  contient  au  moins  un 
sous-groupe  maximum  H  d'ordre  h  divisible  par  /?a,  et  auquel 
correspond  (')  un  isomorphe  holoédrique  et  primitif  T  de  G,  de 

Or 

degré  ~  premier  h  p  et  yé  n. 

Soit  q  un  autre  diviseur  premier  quelconque  de  //,  q$  la  plus 
haute  puissance  de  cj  qui  divise  g  :  si  //=  o  (mod  q$),  quel  que 
soit  le  diviseur  cj  de  n,  le  lemme  précédent  montre  que  G  est 
décomposable. 

Si  donc  G  n'est  pas  décomposable,  on  peut  trouver  q  tel  que 
n  eee  o  (modq)  avec  h^éo  (mod^rP).  Il  existe  alors  un  sous-groupe 
maximum  H,  de  G  d'ordre  /;,  divisible  par  q$,  auquel  correspond 

un  isomorphe  holoédrique  et  primitif  T,  de  G  de  degré  ~-  premier 
à  q  et  différent  de  n  et  de  j  • 

III. 

QUELQUES     PROPRIÉTÉS     DES    OROUPES    DÉCOMPOSABLES  • 

i°  Si  À  =  B  x  B',  et  si  D  contient  B  et  est  contenu  dans  A,  on 
a  A  =  D  x  B'. 


(')   Voir,  par  exemple,  \V.  Dyck,  Matliematische  Annalen,  t.  XX  et  XXII,  et 
notre  Thèse  de  Doctorat,  p.  13  et  i5. 


Il 

Nous   (lirons   que    H   cl    B'    ^<>nl    <lrs    faclcui '  .->    mm />/>  tni'/i I n 1 1  es 

de  A. 

a0  Si  \  \\  \\  ('.  ('/,  (\  étanl  contenu  dans  B,  on  ;« 
B  =  G  x  I  ),  D  étanl  le  groupe  com  m  un  à  B  el  G  . 

En  effet,  soient  a,  6,  //,  <\  <•',  d  les  ordres  respectifs  de  \,  B, 
I)',  G,  C',  l>;  E  le  groupe  commun  à  l>  el  B',  d'ordre  <  :  F  l<- 
groupe  com  m  un  à  (  î  ci  C',  d  ordre  /.  On  ;i 


(  )n  en  conclu! 


bV  Ce'  bc' 

"     T      /       d 


ni 
b     7 


Soil  <I>,  d'ordre  cd,  le  groupe  commun  à  Gel  D;  B  contenant  << 

cd 

el  D,  on  a  /> :  —  «  D  étant  contenu  dans  (7,  *I>  c^i  contenu  dans  (] 
et  C,  par  suite  dans  F,  et  <p^y.  On  en  tire 

'v/        cd  r/7 

©         /  op 

d'où  œ  =y«  Donc  si  y  et  o  sont  des  substitutions  de  C  et  D  respec- 
tivement,  on   a   exactement  —r.   substitutions   de  la  forme    yo   el 

I^CxD. 

3°  Réciproquement,  si  A  =  B  x  G',  et  B  =  G  x  D,  D  étanl  le 
groupe  commun  à  B  et  G7,  on  aA-  G  X  G'. 

En  effet,  si  F  est  le  groupe  commun  à  C  cl  (7,  il  suffit  de  mon- 
trer que 


Oi 


ce 


bc  .        cd 

a  =  — r  >  b  —  — 

d  © 


<I>  élant  le  groupe  commun  à  G  et  D,  d'où 


c'  cd       ce 

d    qp 


Or  F,   commun  à   C  et  C',  est  commun  à   B  el  C'  :  donc  F  est 
contenu  dans  D,  c'est-à-dire  commun  à  D  el  (  '-.  par  -mte  contenu 


—   h2  — 
ce 


dans  <l>:  /  divise  7,   et  /    ep.    Mais  -    <a  =  —  *  puisque  C  et  O 
sont  contenus  dans  A  ;  donc  »=/*,  d'où/"=  -:>.  ^/  =  —.  . 

4°  Si  A  cl  B  sont  échangeables  à  G,  (A,  B)  est  échangeable  à  C. 
5°  Si  A  et  B  sont  échangeables,  et  si  G,  contenu  dans  B,  est 
échangeable  à   \,  soit  D  le  groupe  commun  à  A  et  B  :  D  est  échan- 


<■ 


geable  à  G. 


Soient  a,  a',  ...  ;  (3,  . . .;  y,  . .  .;  o,   ...  des  substitutions  de    \, 
B,  C,  D  respectivement.  On  a 


v.'i  -  jâV, 
O"  —  ""oc" 

0  Y  —  ^ 
o  ;  =  y  o  . 


6°  Si  A  =  GB'  et  si  B  contient  G  et  est  contenu  dans  A,  on  a 
B  —  G  x  D,  D  étant  le  groupe  commun  à  B  et  B'. 

Il  suffit  d'appliquer  la  deuxième  propriété  en  faisant  C  =  B'. 

7°  Réciproquement  si  A  =  B  x  B',  si  D  est  le  groupe  commun 
à  B  et  B',  et  si  B  =  C  x  D,  on  a  A  =  GB'. 

On  applique  la  troisième  propriété  en  faisant  C  =  B'. 

IV. 

W  TUE    MAJNIÈRE    TE    PRÉSENTER     CERTAINES    DES    IDÉES    PRÉCÉDENTES. 

Soient  G  un  groupe  transitif  qui  ne  soit  pas  primitif,  Ha  le 
groupe  qui  laisse  une  lettre  a  immobile,  N  le  degré  de  G,  g,  h-À 
les  ordres  de  G  et  Ha  ;  on  a  g  =  \  hy_. 

Soient 

P„     P2,     •••,     Pn, 
p 

Qi,    Q*,     ..,    Qn 
«y 

deux  répartitions  des  lettres  de  G,  p  à  p  et  q  à  q  admises  par  le 
groupe  G.  Toute  substitution  S  de  G  qui  remplace  P,  par  P; ,  et 
Qy  par  Qy ,  remplace  les  lettres  communes  à  P;  et  Qy  par  les 
lettres  communes   à   P/»   et  Qy.  Si  P/  et  Qy  ont  en  commun   /• 


lettres  formai) l  un  système  lî|</  o),  les  lettres  communes  à 
Pi*  el  Qy  formeronl  un  système  I»-  de  /  lettres  ayant  toutes 
lettres  communes  <»n  n  en  ayanl  aucune  avec  Ki  G  étanl  tran- 
sitif) on  pourra  toujours  trouver  une  substitution  S  remplaçant 
une  lettre  donner  <i  de  I « ,  par  une  l<iir<'  arbitraire  l>.  el  si  S 
remplace  l\  el  Qy  par  I',  cl  Q/  .  <>n  voil  que  6  fera  partie  d'un 
système  1»/,  <lc  /•  lettres  formé  «les  lettres  communes  •  <  Pj  el  Q;  . 
Les  s\  sternes 

Ri,     Ri Rit,     ••• 

contiendront  toutes  les  lettres  de  G,  seront  toujours  communs 
chacun  à  deux  des  systèmes  I'  et  Q  et  à  deux  seulement,  el  n'au- 
ront deux  à  deux  une  lettre  commune  que  s'ils  mhii.  identiques. 

En  choisissant  convenablemenl  —  j  on  aura  donc  une  répartition 

/•  ' 

des  lettres  de  G,  r  à  /•,  en  systèmes  de  non-primitivité. 

Si  (P/),  (Qy),  '  R/, ■)  sont  respeclivement  les  groupes  de  substi- 
tutions c|iu  permutent  exclusivement  entre  elles  les  lettres  d'un 
des  systèmes  P/,  Q/,  R*,  leurs  ordres  sont  respectivement 

l  />  i      p  //a,        (g  i  =  y  fta,         (/•)       rha. 

r  étant  évidemment  diviseur  commun  de/;  et  y.  on  ;i 

p  =  T7T/'.  ^  —  y  /  . 

et  si  Ra  est  commun  à  P;  et  Qy,  (R*)  est  le  groupe  commun  à  (P/) 

ei  (Q;)- 

Une  répartition  R,,  R2,  .  ..  dont  chaque  système  est  contenu 
dans  un  des  systèmes  de  PM  P2,  ...  et  de  Q,.  Q2,  .  .  .  esl  dite 
commune  aux  deux  répartitions  P  el  Q.  Celle  (pie  nous  avons 
formée  pins  liant  est  la  plus  grande  répartition  commune  à  P 
et  Q. 

S'il  existe  une  répartition  S,,  S2,  •  •  -,  Sg  telle  que  chacun  des 
systèmes  S  contienne  un  nombre  exact  de  systèmes  Pet  de  sys- 
tèmes Q,  la  répartition  S  sera  dite  multiple  de  ces  dru  r  répar- 
titions. 

Une  substitution  T  de  (1  qui  remplace  P/  par  IV  remplace 
L'ensemble  Sj  des  systèmes  Q  avant  des  lettres  communes  avec  l\ 
par  l'ensemble  2?  des  systèmes  Q  ayant  des  lettres  communes 
avec  P,'.  Mais  il  s'en  faut  de  beaucoup  que  les  ensembles  S/,  ~t .  ... 


—   H  — 

(itTon   obtiendrait   en  raisonnant  comme  précédemment  sur  Les 
systèmes  R  forment  toujours  une  répartition  en  systèmes  de  non- 
primitivité  admise  par  G.  Ces  systèmes  peuvent  avoir  deux  à  deux 
des  lettres  communes  sans  les  avoir  toutes. 
Voici  un  exemple  simple  : 

Le  groupe  régulier  G  d'ordre  et  de  degré  Go  isomorphe  au 
groupe  alterné  de  cinq  éléments  admet  plusieurs  répartitions  de 
ses  lettres  cinq  à  cinq,  sans  quoi  il  serait  composé  (').  Soienl 
P1}  P2,  ...  et  Q,,  Q2,  ...  les  systèmes  de  deux  de  ces  réparti- 
tions :  deux  des  systèmes  P  et  Q  auront  en  commun  r  lettres, 
/•  divisant  5,  d'après  ce  qui  précède,  avec  /  <<  5  :  donc  r  =  i . 
L'ensemble  2,  des  systèmes  Q  ayant  des  lettres  communes  avec 
P,  contient  2D  lettres  et  G  n'admet  pas  de  répartition  de  ses  lettres 
i 5  à  20. 

Plus  généralement,  si  8W  est  la  plus  haute  puissance  du  nombre 
premier  9  qui  divise  l'ordre  g  d'un  groupe  régulier  G,  et  si  G  ne 
contient  pas  de  sous-groupe  invariant  d'ordre  G™,  G  admettra 
plusieurs  répartitions  de  ses  lettres  Bw  à  Q™,  et  si  P,,  P2,  ...  et 
Q*}  Q21  •  •  •  sont  deux  de  ces  répartitions,  on  verra  encore  que 
l'ensemble  S4  des  systèmes  Q  ayant  des  lettres  communes  avec  P, 
contient  Q"  lettres  avec  n  :  m  +  1 ,  et  G  n'admet  pas  de  répartition 
de  ses  lettres  Q"  à  Gw. 

Il  pourra  néanmoins  se  présenter  des  cas  où  deux  quelconques 
des  ensembles  2<,  22,  ...  n'ont  aucune  lettre  commune  s'ils  ne 
les  ont  pas  toutes  Alors  l1,,  22,  .  •  .  donnera  une  répartition  des 
lettres  de  G,  5  à  s.  2,  comprendra  exactement  77*  systèmes  Q  el 
7  systèmes  P.  On  voit,  en  effet,  sans  peine,  que  2<  est  formé  de 
l'ensemble  des  systèmes  P  ayant  des  lettres  communes  avec  Q, . 
Chacun  des  systèmes  Qf,  Q2,  ...  ayant  des  lettres  communes 
avec  P,,  en  aura  le  même  nombre  r,  et 

L'ordre  (.?*)  du  groupe  des  substitutions  de  G  laissant  inva- 
riable le  système  5*  est 

(sa)  -  sha=  ^f  Àa. 

(')    Voir  nuiie  Thèse  de  Doctorat,  p,  10. 


-  r>  - 

i  S{  |  contient  i  I',  i  h  Q,  ,.  \  \\  ,  <i  i  Q, ,  n'ayant  que  rh&  ^uh^ii- 
tutions  communes,  !<■  groupe  1 1 1 \  >.  i  I } \  1 1  dérivé  de  i  l\  »,  |  Qi)  est 

d'ordre      —  ha      i.s,  .   Donc   (P,)  el   (Qi)  s,»"i   échangeables  el 

leur  produit  esl   (2<). 

Réciproquement,  si  l'on  considère  les  deui  systèmes  l\  el  {}\ 
ayant  /•  lettres  communes  exactement,  <-i  si  <  \\  el  (Qi)  sont 
échangeables,  l'ensemble  1',  des  systèmes  Q  ayant  des  lettres  com- 
munes avec  I*)  donnera  une  répartition  en  systèmes  1  de  -  '  lettres 

admise  par  G.  Il  suffit,  en  effet,  de  considérer  le  groupe  i  \\  I       ( .' 
d'ordre  —  ~  ha  cl  la  répartition  correspondante  admise  par  (  i . 

Ceci  posé,  nous  dirons  par  extension  que  les  deux  répartitions 

V  et   Q  sont  échangeables  si   les   deux  groupes  (Pf)  el   (Qi)  le 
sont.  Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant    : 

Théorème  I.  —  Etant  donné  un  groupe  G  transitif  qui 
admet  les  deux  répartitions  en  systèmes 

Pi,     P2 

Qi,    Q2,    •-., 

la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  i  ensemble  des 
systèmes  Q  ayant  des  lettres  communes  avec  un  même  sys- 
tème P,  forme  un  système  d'une  répartition  en  systèmes  de 
non-primitivité  admise  par  G,  c'est-à-dire  pour  que  les  deux 
répartitions  P,  Q  soient  échangeables,  est  que  le  groupe  i  P() 
soit  échangeable  à  un  des  groupes  (Qy)«  (P*  •  (  Qj  émut  for- 
més respectivement  des  substitutions  </ui  laissent  immobiles  P, 
et  Qy. 

Nous  nous  proposons  de  considérer  en  particulier  les  groupes 
dont  tous  les  sous-groupes  sont  deux  à  deux  échangeables  :  soit  (  \ 
un  pareil  groupe  d'ordre  g=p*1.  .  ./>J'(j0i,  •  •  -,  Pi  nombres  pre- 
miers différents).  G  renferme  un  groupe  11,  d'ordre />"•  :  si  M, 
n'est  pas  invariant  dans  G,  G  renferme  au  moins  deux  sous- 
groupes  distincts  d'ordre  p*1  échangeables  :  le  groupe  dérivé  sérail 
d'ordre/?^  avec  Jj,  >-?.,,  ce  qui  est  absurde. 

On  en  conclut  que  deux  sous-groupes  d  ordre  p'fy  px    /',       / 


-  1G  — 

de  G  soni  lois  que  chacun  est  permutable  aux  substitutions  de 
l'autre.  Donc  (')  chacun  a  ses  substitutions  échangeables  à  celles 
de  l'autre,  el  Ton  a  ce  théorème  : 

Théorème  1 1 .  Un  groupe  G  d'ordre  /?*' .  •  ,pfl  (  p{ .  .  .  . ,  /?/ 
nombres  premiers  distincts)  et  dont  tous  les  sous-groupes  sont 
échangeables  est  tel  que  toute  substitution  d'ordre  p"1  y  est 
échangeable  à  toute  substitution  de  G  d'ordre  premier  à  pk- 

Ces  groupes  sont  résolubles. 

Remarque.  —  Les  groupes  dont  toutes  les  substitutions  sonl 
échangeables  appartiennent  à  cette  catégorie  de  groupes  (2);  mais 
celle-ci  comprend  d'autres  groupes.  C'est  le  cas  du  groupe  A  régu- 
lier d'ordre  et  de  degré  27  dérivé  des  substitutions 

(  S  =  (123456789)  (l'2\.. 9')  (l"2"...9ff), 

j  T  =  (.  T  ." )  (  |4' 4")  <  ;;':" . (  25' 8")  (2'  5",8)  (a* 58')  (  39'6"  )  (  3'o/6  )  (  3"96'), 


les    éléments    étant  représentés  par    1,  2,  .  .  . ,  9,    [',  2',  .  .  .,  9' 


i',a' Q'. 


On  a 

T-'S  T  =  S'% 

T~'S3T  =  S-K 

Ce  groupe  n'est  pas  formé  de  substitutions  échangeables,  et 
cependant  deux  quelconques  de  ses  sous-groupes  sont  échan- 
geables. On  voit,  en  effet,  que  ST  et  ST2  sont  d'ordre  9  et  que 
G  renferme  18  substitutions  d'ordre  9  et  8  d'ordre  3  formant  un 
sous-groupe  d'ordre  9  avec  l'unité. 

Nous  verrons  plus  tard  que  les  propriétés  précédentes  s'étendent 
d'une  façon  plus  parfaite  aux  groupes  de  Lie. 


(  '  )  Voir,  par  exemple,  Armâtes  de  ta  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 
t.  IV  1895,  IX17,  théorème  Y. 

(-)  Ces  groupes  comprennent  les  groupes  appelés  hamiltoniens  par  MM.  Dede- 
kind  et  Miller  {Comptes  rendus,  iG  mai  1898);  ils  en  comprennent  d'autres,  car 
A  n'est  pas  hamiltonien. 

Un  résumé  des  résultats  ci-dessus  a  été  communiqué  au  Congrès  de  Boulogne 
pour  l'avancement  des  Scienees.  (Voir  Comptes  rendus  de  l'Association  fran- 
çaise pour  l'avancement  des  Sciences,  1899.  ) 
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SUR  UNE  CLASSE  DE  SURFACES  ALGÉBRIQUES  DONT  LES  COORDONNÉES 
S'EXPRIMENT  PAR  DES  FONCTIONS   UNIFORMES   DE  DEUX  PARAMÈTRES; 

Par  M .   EjM  [le  Picard. 

1.  I  >;*ii->  un  Mémoire  sur  certaines  transcendantes  uniformes 
(Journal  de  Mathématiques ,  1890),  M.  Poincaré  s'esl  |><»s<-  Le 
problème  suivant  :    Etant   données  une  substitution  rationnelle 

sui"  n  variable» 

a'.,       \\.,<  ii] .  11 , ti „  \. 


n'u        R/;<  "i-  "2 Un). 


el  une  constante  m  de  module  supérieur  à  L'unité,  rechercher  >i 
l'on  peut  trouver  des  fonctions  f\(t\  /a(0>  •••?//i(0  uniformes 
dans  tout  le  plan  et  holomorphes  dans  le  voisinage  de  f=o(,)J 
telles  cpie  l'on  ait 

/,(mO=  Ri[/i(0./t(Oi  ■■•./*(OL 
/2l  mt)  =  R,[/,i  n,/2(0 /„<  0]i 


fn(mt)  =  R„[/t<  0,/*<  0,  ■••>/«(0J- 

Nous  allons  nous  poser  un  problème  analogue,  en  supposant 
que  les  R,  au  lieu  d'être  des  fonctions  rationnelles,  sont  des  fonc- 
tions algébriques;  nous  nous  bornons  aux.  cas  de  deux  lettres,  el 
nous  posons  Je  problème  de  la  manière  suivante  : 

Soit  une  surface  algébrique 

F (#,7,  z)  =  o 
admettant  une  transformation  rationnelle  en  elle-même 

.    X  =  Wii.r,  y.  z  1, 

(S.  •    Y  =  R2(.r,  r.  s), 

'    Z    -    W^r.y.z), 


(')  J'ai  traité  le  même  problème  |  Icta  mathematica,  tomes  \\  III  el  WIN  . 
en  supposant  que  le  point  t  ■.  0  puisse  être  un  point  singulier  essentiel  des 
fonctions  /.  Le  problème  est  alors  d'une  tout  autre  nature  el  beaucoup  plus 
néral.  Certaines  relations,  qui  doivent  être  vérifiées  nécessairement  dans  le  pro- 
blème de  M.  Poincaré,  n'ont  plus  besoin  d'avoir  lieu;  je  ne  m'occupe  i<i  que  de 
fonctions  f  holomorphes  autour  de  l'origine. 

XXVIII. 
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et  supposons  que  celle  transformation  admette  comme  point 
double  le  point  x  =  o,  y  =  o,  z  =  o,  point  simple  par  hypothèse 
de  la  surface.  Nous  voulons  chercher  des  fonctions  uniformes 


lelles  que 
et  que 


/(O,     <f(0,     *"(0, 

F[/(0,    «p(0,     «0]  =  o 

/(mr>=  Ri[/(0,?(0. +(«')]. 
?(«0=  R»[/(0.?(Oi'KO]i 

+  (mO  =  Ri  [/(0,?d0,  *(«)]■ 


2.   Dans  le  voisinage  de  l'origine,  la  substitution   S    peut  être 
mise  sous  la  forme 

X  =  a  x  -+-  6^  h-  . . . , 
Y  =  a'^r  -+-  6'jk  h-  . . .; 

les  seconds  membres  étant  des  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x  et  y,  et  convergentes  dans  le  voisinage 
de  x  =y  =  o.  En  faisant  une  combinaison  linéaire  convenable 
de  x  et  y,  et  écartant  un  cas  exceptionnel,  on  peut  supposer  que 

b  =  a'  =  o, 

et  nous  prenons  alors  la  substitution  S  sous  la  forme 

X  —  ax  -h  .  .  . , 
Y  =  £>+..., 

les  termes  non  écrits  étant  de  degrés  supérieurs  à  un. 
S'il  existe  des  fonctions 

(  f{t)  =  A*-h  ..., 
(i)  \J      ' 

holomorphes  dans  le  voisinage  de  i  =  o ,  et  satisfaisant  aux 
relations 

/(mO  =  a/(0 -+-..., 

?(m0  =  &'/(*)•+-  •••> 

et  si  A  et  B  ne  sont  pas  nuls  tous  deux,  soit,  par  exemple,  A  =t^  o, 
il  faudra  que  m  =  a.  Nous  nous  plaçons  dans  ce  cas,  et  il  est 
clair  que,  si  b'  n'est  pas  égal  à  «,  il  faudra  que  B  soit  nul.  Le  cas 
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particulièrement  intéressant* pour  nous  est  celui  où 

et  nous  adoptons  maintenant  cette  hypothi 

\).    Nous  allons  montrer  que  les  équations 

if(at)      af(t)      ... 
I  >  i  <  i  module  de  a      1 1, 

(  y(at)      aepi 1 1   ,    . . . 

où  f{t)  et  'ï(l)  sont  les  fonctions  bolomorphes  représentées  par 
les  développements  (i),  définissent  complètement  ces  fonctions  f 
et  co,  quand  on  se  donne  arbitrairement  \  et  B.  On  voit  d'abord 
de  suite  que  Ton  pourra  déterminer  de  pioche  en  proche  les  coef- 
ficients des  développements  (i)à  l'aide  <!<•>  équations  •  :  il  faut 
voir  si  ces  développements  sont  convergents  pour  |/|  suffisamment 
petit. 

Nous  y  parviendrons  indirectement  en  démontrant  par  une  autre 
voie  l'existence  des  fonctions  cherchées;  ce  sera  en  procédant  pin 
approximations  successives,  comme  je  l'ai  fait  dans  le  <  ;i>  !><•, tu- 
coup  plus  complexe  où  t  =  o  était  une  singularité  essentielle. 
Posons 

f{t}  =At-h¥(t),         <?(*)=  15  /--'!>(  /i. 

nous  avons  les  équations 

F(at)  =  a¥(J)-h  Pi  /,  F,  <l>  ». 


(3) 

(    <P[al)  —  a<t>{  t  \       Q  ■  /:  F,  <l>  i, 

où  P  et  Q  sont  des  séries  entières  en  t,  F  et  <ï>,  commençant  par 
des  termes  du  second  degré  par  rapport  à  ces  trois  lettres.  \«>u> 
allons  obtenir  des  fonctions  holomorphes  F  et  <I>  satisfaisant  aux 
équations  (3)  et  commençant  par  des  termes  au  moins  du  second 
degré  en  t,  en  procédant  de  la  manière  suivante  par  approxima- 
tions successives.  On  part  de  l'équation 

Ft(at)  =  a  F,i  t)       Pi  /.<».  o 

qui  détermine  un  couple  de  fonctions  1",  t  el  (I>,  /  commençant 
par  des   termes  au  moins  du  second    degré.   On   prend   ensuite 
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l'équation 

Ft(aO  =  «Ff(0-t-P(«,F1,  *,), 

«l>2(«/)  =  a*î(/)-!-Qf/,  F,,  *j), 

qui  détermine  un  couple  F2,  ^>2  dans  les  mêmes  conditions,  et 
ainsi  de  suite  on  passe  de  F„_,,  <ï>w_,  à  F„,  <!>„  par  les  équations 

FB(aO  =  «Ffl(/)  +  P(«,Ffl_„Vi), 
*„  («0  =  a*j,(«)  -+-  Q(*,  F„_!,  $„_,). 

Nous  allons  montrer  que  ¥„  et  <Ê/2  ont  des  limites  (pour  n  =  oo) 
fonctions  liolomorphes  de  £  dans  le  voisinage  de  l'origine,  et,  par 
suite,  les  équations  (2)  admettront  une  solution  de  la  forme  (1) 
où  A  et  B  ont  des  valeurs  données. 

4.  Il  est  clair  qu'il  suffira  de  faire  le  raisonnement  dans  le  cas 
d'une  seule  fonction;  nous  considérerons  donc  une  seule  équation 

(4)  F(at)  =  aF(t)  +  V(t,F), 

V  étant  une  série  en  t  et  F  commençant  par  des  lermes  du  second 
degré  en  t  et  F. 

Un   lemme  préliminaire   va   nous    être    utile.    Envisageons 

l'équation 

F(al)  =aF(0  +  R(0; 

H  (t)  étant  une  fonction  holomorplie  dans  le  cercle  et  sur  la  cir- 
conférence G  de  rayon  p  décrit  autour  de  l'origine  comme  centre, 
et  dont,   en   outre,   le  développement  commence   par   un    terme 

en  £2,  soit 

R  (  t  )  =  a2 1-  -+-  a,{  /3  H    ...-+-  oin  t»  -h  .... 

On  trouve  de  suite  une  fonction  holomorplie 

F(0  =  At«*-4-A»<»-+-  ...  +  A„*»-h  ... 
satisfaisant  à  la  relation  précédente,  et  l'on  a 

A    -       *" 

an  —  a 

Si  nous  désignons  par  M  le  maximum  du  module  de  R(/)  sur  la 

circonférence  G,  on  aura 

M 

l««Kpïi 
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et  par  suite,  puisque  \a  esl  supérieure  l'unité,  <>n  aura  à  l'inié- 
rieur  ci  sur  la  circonférence  I  ! 

|F(<)|       /-M 

/,  étant  un  nombre  positif  qui  dépend  uniquement  de  a, 

*>.    Revenons  maintenanl  à  l'équation  i  j  i  el  aui  équations  suc- 
cessives envisagées  au  n"  3  : 

P»(aO      «Fn(0       Pi  i,  Y n   ,)  I         o  . 

Si,  (huis  le  cercle  de  rayon  p,  on  a 

on   aura  évidemment,  d'après  le  lemme  précédent,  en  désignant 

par  />(£,F)  ce  que  devient  P(£,  F)  (juand  on  remplace  chaque 
coefficient  par  son  module, 

M,,  <k.J>(pi  Mnr-i). 

Il  est  aisé  d'en  conclure  une  Jimilc  supérieure  pour  Mn.  Consi- 
dérons, à  cet  effet,  la  transformation 

(5)  x'=k.p(p,x). 
Si  o  est  suffisamment  petit,  l'équation 

(6)  x  —  k.p(p,x) 

a  une  racine  voisine  de  zéro  (elle  est  de  l'ordre  de  p2).  De  plus,  la 

dérivée  de 

k.p(p,  x) 

pour  cette  racine  est  aussi  très  petite  (de  l'ordre  de  p  )  :  elle  a  donc 
un  module  moindre  que  l'unité.  Par  suite,  d'après  une  proposition 
bien  connue,  la  transformation  (S),  répétée  un  nombre  infini  de 
fois  en  partant  de  x  =  o,  tend  vers  une  limite  qui  est  la  racine  de 
l'équation  (6),  et  nous  pouvons  écrire 

|F»(0        K. 

Iv  étant  un  nombre  fixe  qui  est  très  petit  quand  p  est  très  petit. 
Ceci  ne  suffit  pas  encore  à  établir  que   F/i(*)  tend  vers   une 
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limite;  niais  considérons  l'équation 

Fn(at  )  -  T„    ,  (at  )  =  a[Fn(t)  —  F^-,^)]  +  P(*,  F„_,j  -  P(f,  F„.t). 

Or,  d'après  ce  qui  précède,  on  a  manifestement 

jP(/,  F„_!)  —  P(t,  Fn-Z)\  <  X  X  maximum  de  |  F,,-,  —  F„_2|, 

A  étant  un  nombre  fixe,  très  petit  si  p  est  très  petit.  Donc,  d'après 
le  lemme  du  numéro  précédent, 

Max.  de  |  F„  —  F„_,  |  <  k.\.       Max.  de  |  F„_,  -  F„_2  ! , 

ces  maxima  [étant,  bien  entendu,  relatifs  au  cercle  C  de  rayon  p  . 
Or,  si  p  est  très  petit,  on  aura 

*.X<i, 

puisque  À  est  très  petit  en  même  temps  que  p.  On  voit  par  suite 

que  la  série 

F1  +  (F2-F1)+  ...+(F„-F„_,)+  ... 

est  uniformément  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  p,  si  le 
rayon  de  ce  cercle  est  assez  petit,  et  nous  avons  alors  établi 
que  Fw(0  converge  uniformément  vers  une  limite  qui  est  une- 
fonction  bolomorphe  dans  le  cercle  C. 

6.  Nous  avons  donc  obtenu  des  fonctions  satisfaisant  aux  con- 
ditions du  n°  1,  et  qui  se  trouvent  définies  dans  le  cercle  G,  où  elles 
sont  holomorphes.  Les  relations 

/(a«)  =  Ri[/(0,  ?(*).  «KOL 
?(aO  =  Ri[/(Oi  ?(*),  «KOL 
*(«*)  =  *•[/(*)>  *(0,  *(OJ 

permettent  de  faire  de  proche  en  proche  l'extension  des  fonc- 
tions y,  cp,  <L  dans  tout  le  plan,  en  passant  successivement  aux 
cercles  de  rayon  |  a  \  .  p,  puis  |  a- 1  .  p  et  ainsi  de  suite.  Ces  fonc- 
tions seront  méromorphes  dans  tout  le  plan,  ayant  seulement,  en 
général,  le  point  à  l'infini  comme  point  singulier  essentiel. 

7.  Envisageons  maintenant  ces  fonctions  à  un  point  de  vue  un 
peu  diflérent.  Elles  dépendent  delà  variable  /  et  de  deux  constantes 
A  et  B,  et  sont  des  fonctions  méromorphes  de  ces  trois  lettres  pour 
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loules  1rs  valeurs  Gnies.   M. us  il  suffit  de  regarder  chacune  des 
approximations  successives  qui  nous  onl  servi  dans  les  démonstra 
dons  précédentes   pour  voir  que    /',   çp  el   <t  sonl  en   réalité  des 
fonctions  de  \/  el  IW.  Si  donc,  on  pose 

les  trois  coordonnées  a?,  r,  ~  «  I  un  poml  de  la  surface  se  trouveronl 
exprimées  par  des  fonctions  uniformes  des  variables  indépen- 
dantes u  el  p.  Il  nYsi  pas  douteux  que  le  déterminant  fonctionnel 
de  //  <-i  v  soii  différent  de  zéro,  puisque  dans  le  voisinage  de  u  >>• 
v  =  o,  on  a  les  développements 

a;  =  u  •+  .... 

JK  =  P  ■+  ■   •  •  •  • 

les  termes  non  écrits  étant  de  degrés  supérieurs  au  premier 
en  u  et  v. 

Notre  surface  jouit  donc  de  la  propriété  remarquable  suivante  : 
Les  coordonnées  x,  y,  z  cl'  un  point  de  la  surf  ace  peuvent  s'ex- 
primer par 

I    x  =f(u,  P), 

(E)  <  y  =  o(u,  v), 

{  z  =  <]/(a,  p), 

/es  £/Ws  fonctions  f\  o,  ^  étant  des  fonctions  méromorphes  à 
distance  finie  des  deux  variables  indépendantes  u  et  v,  et 
jouissant  de  la  propriété  exprimée  par  les  identil»  % 

f(au,av)  =  R1[f(i(,v),  f(u,v),  ty(u,  p)], 
cp(aw,  «p)  =  R2[/(w,  p),  <p(w,  p),  ty(u,  p)], 
<K««,  ap)  =  R3[/(w,  p),  ?(w,  p),  <|<(a,  p)], 

<jr«j  6e  déduisent  du  remplacement  de  t  par  at. 

8.  Ici  se  posent  plusieurs  questions  sur  lesquelles  j'appellerai 
L'attention  plutôt  que  je  ne  les  résoudrai.  Tout  d'abord  les  sur- 
faces supposées  existent-elles  ?  Je  veux  dire  :  en  dehors  de  certaines 
surfaces  qui  se  présentent  immédiatement.  Les  surfaces  unicur- 
sales  admettent  évidemment  une  infinité  de  transformations  ra- 
tionnelles satisfaisant  aux  conditions  requises.  Il  en  est  de  même 
pour  les  surfaces  se  rattachant    aux    fonctions   abéliennes,    telles 
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(|iic  r,  y,  z  s 'ex-p riment  en  fondions  abélienucs  de  deux  para- 
mètres  U  et  V,  de  telle  façon  qu'à  un  point  arbitraire  de  la  sur- 
face ne  corresponde  qu'un  seul  système  de  valeurs  de  U  et  V, 
abstraction  faite  des  multiples  des  périodes.  En  effet,  à  la  trans- 
formation 

(U,V;     m\J,in\)  (m  entier) 

correspond  une  transformation  rationnelle  de  la  forme  S  (on  sup- 
pose que  U  =  o,  V  =  o  correspond  à  un  point  simple  de  la  sur- 
face). Le  nombre  a  est  ici  égal  à  l'entier  m.  En  partant  de  la  sub- 
stitution S,  l'application  des  considérations  que  nous  venons  de 
développer  nous  ramènerait  précisément  aux  fonctions  abé- 
liennes. 

L'existence  étant  admise  de  surfaces  algébriques  d'un  type  nou- 
veau au  point  de  vue  d'une  représentation  paramétrique,  une 
question  d'une  autre  nature  se  poserait.  La  représentation  (E) 
atteint-elle  tout  point  de  la  surface?  11  se  pourrait  ap riori 
qu'à  l'ensemble  des  valeurs  de  u  et  v  correspondit  seulement  une 
portion  de  la  surface. 

9.  Pour  la  première  question  posée,  il  semble  au  premier 
abord  que  les  conditions  imposées  à  la  surface,  relativement  à  la 
transformation  rationnelle  S,  sont  assez  peu  limitatives.  Mais 
l'exemple  des  courbes  algébriques  nous  montre  qu'il  ne  faut  pas 
se  fier  aux  apparences.  On  pourrait  se  proposer  pour  les  courbes 
un  problème  tout  analogue  à  celui  que  nous  avons  étudié  pour  les 
surfaces,  en  supposant  qu'une  courbe 

possède  une  transformation  rationnelle  en  elle-même 

(S  ,  )  X  =  R1(a?ïir)f 

/  Y  =  R,(arïtr), 

ayant  un  point  double  à  l'origine  qui  serait  un  point  simple  de  la 
courbe,  de  telle  sorte  que  (S)'  puisse  ramener  autour  de  l'origine  à 

X  =  ax  -+■ 

le  second  membre  étant  une  série  entière  en  x\  et  les  termes  non 


->•; 


écrits  étant  de  degrés  supérieurs  à  unf  avec  la  condition  tupplt- 

men  Caire 

a       i. 

Pour  une  telle  courbe  F.  <>n  aura,  en  raisonnant  comme  | » 1 1 1 *-» 

haut, 

f\  "  •        '       -   " 

f  v\  id  étant  des  fonctions  méromorphes  de  u  dans  i « > m i  le  plan,  < j « 1 1 

s, ii isfont  aux  relal ions 

/l  au)       i>,  I ./'•  m),   'f  '  "    l< 

Or,  les  courbes  possédant  une  transformation  (S V  < | ■  1 1  jouisse 
des  propriétés  requises  sont  nécessairement  du  genre  zéroou  un. 
On  peut  le  voir  d'une  manière  élémentaire,  el  cela  résulte  aussi 
immédiatement  d'une  propriété  générale  que  j'ai  établie  autrefois 

sur  les  fondions  uniformes  d  une  variable  liées  par  une  relation 
algébrique.  Onneconnait  malheureusement  aucun  théorème  ana- 
logue relatif  à  des  fonctions  uniformes  de  deux  variables,  el  les 
cas  d'une  représentation  paramétrique  pour  une  surface  algébrique 
à  l'aide  de  fonctions  uniformes  ne  sont  pas  nombreux  ;  en  dehors 
des  surfaces  unicursales  el  des  surfaces  hyperelliptiques  (avec 
leurs  dégénérescences),  je  ne  vois  guère  à  citer  que  les  surfaces 
hyperfuchsiennes  et  les  surfaces  hyperabéliennes.  Il  n'est  pas  im- 
possible qu'une  élude  approfondie  du  type  signalé  dans  les  pages 
précédentes  conduise  à  des  découvertes  intéressantes;  c'est  ce  qui 
m'a  engagé  à  publier  les  résultais  que  l'on  vient  de  lire,  quelque 
incomplets  et  même  en  un  sens  quelque  hypothétiques  qu'ils 
puissent  être. 

SUR  QUELQUES  PROBLÈMES  RELATIFS  A  LA  DISTRIBUTION 
DES   NOMBRES  PREMIERS; 

Par   M.   E.  Lanoau. 

1 .  Le  théorème,  regardé  comme  exael  depuis  longtemps,  que  la 
somme  des  logarithmes  des  nombres  premiers  inférieurs  à  z  est 
asymptolique  à  x,  c'esl-à-dire  que  son  quotient  par  x  tend,  pour 
x  =  oo,  vers  l'unité,  a  été  démontré   pour  la  première  fois  indé- 
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pendamment  par  M.  Hadamard  (')  et  par  M.  de  la  Vallée-Pous- 
sin (-  ),  de  même  que  le  théorème  plus  général  que  la  somme  des 
logarithmes  des  nombres  premiers  q,  inférieurs  à  x  et  compris 
dans  une  progression  arithmétique  déterminée  déraison  /(-(pre- 
mière au  terme  initial),  est  asymptotique  à     '  ,    « 

'  J      l  '  qp  (  k  ) 

Je  désigne,  dans  ce  qui  suit,  l'égalité  asymptotique  par  le 
signe  exo  ;  j'entends,  en  outre,  par  G(a?)  j  une  fonction  telle  que 
son  quotient  par  une  fonction  déterminée  G(x)  tend,  pour  x  =  oo, 
verso,  et  par  0[G(#)]  une  fonction  telle  que  son  quotient  par 
G(x)  reste  compris,  pour  x  =  00,  entre  deux  limites  finies;  dans 
le  cas  particulier  où  elles  coïncident,  le  quotient  tend  vers  o  ou 
vers  une  autre  limite  finie. 

Les  remarques  qui  forment  Je  point  de  départ  des  pages  sui- 
vantes se  rattachent  à  la  méthode  employée  par  M.  Hadamard 
pour  arriver  au  résultat  mentionné  plus  haut.  M.  Hadamard 
établit  d'abord,  pour  jjl  >>  1,  l'équation  asymptotique 


x 


<0  f-fc  S10"10*"  ?"»-(*) 

7  b  X 

et  en  déduit  le  théorème  énoncé,  qui  correspond  au  cas  j jl  =  1 . 
Mais  il  ne  croit  pas  (:{)  que  l'équation  générale  (1)  puisse  se  dé- 
duire inversement  de  la  relation  correspondant  à  u  =  1  et  pose 
le  problème  de  rechercher  quels  renseignements  la  relation  gé- 
nérale (1)  fournit  sur  l'erreur   commise    en  remplaçant    y t  logr/ 

7^  X 

par  sa  valeur  asymptotique,  c'est-à-dire  sur  l'ordre  de  grandeur 
de  la  différence 


7  Sx 

On  verra  cependant,  dans  la  suite,  qu'il  est  possible  de  déduire 


(')  Su/'  la  distribution  des  zéros  de  la  fonction  Ç(s)  et  ses  conséquences 
arithmétiques  (Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  WIV;  1896). 

('-)  Recherches  analytiques  sur  la  théorie  des  nombres  premiers  (Annales 
de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  t.  XX,  2e  Partie;  1896). 

(3  )  Loc.  cit.,  p.  219. 
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l'équation  asymptotique  (i)  de  I;»  seule  équation 

log  il  OO  —  .      • 
«.  '  jp  (  k  ) 

de  sorte  qu'il  faul  donner  à  I;»  question  posée  par  M.  Hadamard 
La  réponse  que  l'équation  (i  »  ue  saurait  fournir  aucun  renseigne- 

ment  sur  la  fonction  >  h»*'/  ,-  »  vu  que  l  équation  i  i  |  sub- 

siste  non  seulement  pour  les  nombres  premiers  de  la  progression 
arithmétique,  mais  aussi  pour  toute  classe  de  nombres  q  satisfai- 
sant à  la  seule  condition  que  lu  somme  des  Logarithmes  de  tous 

■  X 

les  nombres  q  inférieurs  à  x  soit  asymptotique  à     , ,  :  « 

Il  suffit  de  considérer  la  suite  naturelle  des  nombres  au  lieu 
d'une  progression  arithmétique  quelconque;  car,  abstraction  faite 
du  facteur  <o( k)  entrant  dans  toutes  les  formules,  les  considéra- 
tions sont,  dans  le  cas  général,  littéralement  les  mêmes. 

2.  Je  pars  donc  de  la  relation 

(3)  5p  )  —  y^  log/?  </■>  x 

et  je  me  propose  d'en  déduire 

(  i  )  V  log/?  log!*-1  -  co  a?r(fi)         (\j.  >  i), 

■^^^  i 

/>      X 

où  les  sommes  s'étendent  à  tous  les  nombres  premiers  qui  ne  sont 
pas  supérieurs  à  x. 

Déjà  TchebychelF  a  appliqué  l'artifice  de  la  sommation  partielle, 
dû  ù  Abel,  à  lu  considération  de  sommes  étendues  aux  nombres 
premiers  d'un  inlervulle  donné.  On  se  convuinc  fucilement  que  les 
développements  du  septième  Chapitre  de  son  Mémoire  sur  les 
nombres  premiers  ('  ),  de  même  que  ceux  de  Hargreave  (2 )  et  de 
Polignac  (3)  sont,  mutatis  mu  tandis,  valables  aussi  dans  le  cas 

(')  Journal  de  Mathématiques,  re  série,  t.  XVII,  p.  382;  i85a. 

(2 )  Analytical  researches  concerning  numbers  (Philosophical  Magazine. 
third  séries,  t.  XXXV,  p.  49;  ^Vj)- 

(3)  Recherches  nouvelles  sur  les  nombres  premiers  {Comptes  rendus, 
t.  XLIX,  p.  35o;  i85;)\ 
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que  le  terme  général  F(v)  de  la  somme  dépend  non  seulement  de 
v,  mais  aussi  des  limites  de  la  sommation. 

En  combinant  ees  considérations  avec  le  théorème  (3),   on  ob- 
liont  comme  corollaire  la  proposition  suivante  : 

Si  une  fonction  réelle  de  deux  arguments  positifs  F '(v,  x) 
satisfait  aux  trois  conditions  suivantes  : 

'°  F(v,  a?)^o  pour  i  ^vla?, 

Imv,  x)      F(v',  x)  ■ 

■*•  — i £  —, r—  pou r  2  £  v  _  v    -  x, 

logv  '°gv 

3°  en  donnant  à  v  une  valeur  déterminée  quelconque . 

F(v,ar)  -        /       -r- û?m    , 

ces  conditions  sont  suffisantes  pou/pouvoir  énoncer  r  égalité 
asymptotique 


p^x 


Démonstration.  —  En  définissant  une  fonction  t(x')  au  mojen 
de  l'équation 

3(x)z=   \^\o™p  —  X  -r  xi{x) 


/'     x 


[s(o)  doit  signifier  o],  et  en  tenant  compte  de  ce  que 

i  -+-  vs(v) —  (v  —  i  )e(v  —  i)  ==  3r(v)  —  5(v  —  i)  —  logv  ou  o. 
suivant  que  le  nombre  v  est  premier  ou  composé,  on  a 

V  =  2 

v  F'v'g)  +  y  v»(v)-(v-o>(v-i)  F .    } 

>—     loev  —  loiiv 


.r  .»• 


'6  '  -— ■  *"b 

V  r=  2  V  =  2 


,'^4*  ^     loS"v         ^  L    logv  log(v-+.i)   J 

(  J)     \    />£*  v  =  2  v  =  2 

F(x,  x)    |    F  (2,  x) 


-h  #£(£•) 


log.r  10g2 


"2\) 

t ,  ii-         •        F(v,  a?)  .  , 

(iOinmc   la   [onction     ,  va  en  decroissan     si    v  augmente 

logv  B 

a- 

i  deuxième  hypothèse),  on  peut  remplacer  la  somme  7  |>.n 

V     1 

l'intégrale  correspondante  avec  une  erreur  d'ordre 

r  \  (    /•*  F(w,  x)    ,    ) 

I    (  2,  ./■  1  /       — >— —      du 

l.l        log«  j 

(troisième  hypothèse).  On  a  donc 

F(m,  a?)  ,         \    /*  '   Fi  //.  ./• ,        ) 


_       logV  .  '.,  log  M  /  .  f 


il  II     -;-     '         /  -, (LU    '■• 

lOgV  ,  (,  10g  M  /  .  '.,  log  11  \ 


Soitô  un  nombre  positif  donné.  On  peut  déterminer  un  nombre 
ttt  tel  que,  pour  v^w. 


l«(v) 


l)om 


X— l 


V      /       rF(v?^)       F(v  +  r,g)1 
^M'JL     l°gv  log(v-f-i)  J 

V      ,     JF^r)         F(v+i,g)1 
2-V£(VM.1oi^   •        log(v-i-,)J 


-h  a?  e  (  a?  ) 


Ff.r.  .r  ) 


j— 1 


0  y    [~F(v,  .9-)        F(v  h-  i,#)~|        ^     F  (a?,  a?) 

^  2  Âmà  logv  log(v-f-l)  2  log^T 

La  première  somme  du  second  membre  se  compose  d'un  nombre 

JÇX  F(  u  x) 
-.- — - —  <i«  (  troisième  hypo- 
logw  v  'l 

thèse)  ;  donc  le  second  membre 

<  \  f  Ff»»*>  *,  )  +  2  y  Ip^l  [v  _  ( v  _ , y 

"    I   J  lOgW  \  2    mm*.       lOgV 

1        -  /  v=2 

1  Ç'F^,*)       )      8   fX¥-pfÙdu, 

[J,  log  M  j         '2j2  lOgtt 

c'est-à-dire,  pour  #  suffisamment  grand, 

~ajs        10g  a  «2J,        log  w  J         log  m 
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le  quotient  par   /        {**&>  (iu  lcn(J  donc,  pour  #  =  00,  vers  o,  el 
1  ,/2        logti 

il  résulte  de  (5)  que 

2F<^=i  -Tïïïï-"** U  ~^du\' 


(6) 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 
3.   En  prenant 


F(v,  x)  —  logv  log^-  J  -  > 


on  obtient 

\  log/>  logH--1  -  00   /     logy--1  -  rfw  00  /      logH--1  -  du, 
^■"  y        .  .)  ♦  1 


d'où,  en  posant  .r  =  «er 


^  logjo  logH--1  -  co  —  x  !      e-yyV--*  dy  —  x  i         e~r  yV-~x  dy 

^^  P  '    lo-.r  «-  0 

=  x    I      e~  yyV-~l  dy  —  .r   /       £  -r  y  H - l  rfy  =a?r(jjL)-hja;J4oa?r((x), 

ce  qui  constitue  le  théorème  (4)  de  M.  Hadamard. 

4.  Je  résoudrai,  dans  ce  qui  suit,  en  n'appliquant  pas  d'autres 
ressources  transcendantes  que  le  théorème  (3),  le  problème  : 

Trouver  la  valeur  asympto tique  du  nombre  ify(#)  de  tous 
les  nombres  inférieurs  à  x  et  composés  de  k  nombres  pre- 
miers, tous  différents. 

Ce  problème  a  été  énoncé  par  Hargreave  (  '  ),  mais  je  crois  qu'on' 
ne  s'en  est  pas  occupé  jusqu'à  présent. 
On  a  d'abord 

Tti(a;)=  -(>)(•>  — — ; 
log\r 

cette   égalité  asymptotique  a  été    déduite  par  M,    von   Mangoldt 

(  '  )  Loc.  cit.,  p.  53. 
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ri  par  M.  de  la  Vallée-Poussin  l  '  )  du  théorème  i  3   et  est,  du  reste, 

un  cas  pari  nul  icr  de  |  I)  i,   pour  F|  V,  .t )  =  I  . 

-2 1  ./■  )  esl  égal  au  d ombre  <l< sa  pair< :s  de  nombres  premiers /y,  y 
tels  que 

/"/     '■ 
el 

Eu  ne  tenanl  compte  que  de  la  première  de  ces  deux  inégalités, 
on  obtient  deux  fois  tout  nombre  jdç  si  p  <-i  y  sont  différents  ci 
une  fois  lout  nombre  p2  ;  donc 


27t2(a?)  =  2^(^J  -*(/*), 


identité  connue. 

On  peut  appliquer  à  la  somme 


2*(ï 


y  r 


la  proposition  du  n°  2,  ce  qui  donne 


y«f-)~  r^du= r^-du 


P=-r 


ar  ir  (  -  )  =  o  pour  a^>'~    •    Soit  o  une  grandeur  positive  don- 


née;    ttt    étant    convenablement    choisi,    on    a,   pour-  >gj,  c'est- 
à-dire  pour  u 


7ÏT 


donc 


./■ 


.r 


u  )        u([ogx  —  logwj 


w(log#  —  log  m  i 


I       — du  —  x    I 

X     losw  X 


du 

u  log" u{  loga?  —  log  //  i 


Ç™    du    \     /x\  x  \.?      r*  du 

j       \o^u\"    u)       w(logx  —  log«)l        '.',      wiogw(log;r  — loga 


(')  Von  Mangoldt,  Liber  eine  Anwendung  der  Riemannschen  Formel  fur 
die  Anzahl  der  Primzahlen  unler  einer  gegebenen  Grosse  {Journal  de  Crelle, 
i.  1 19,  i».  65-71  :  1898). 


—  :'>c2  - 


Oi 


Ç  a  du, 

°g  V2      u  logw(log#  —  log  a) 

.r 

— -    /        / \-   . )  c?log« 

J        \log«        loga?  — logw/ 


|  log  logM  —  log(  logrr —  log«)]J 
log  log log  log- 

777 

2 log  log#  -h  O  (  i), 


ne  X 

=  log  log  : log  l0gT3  —  log  U>g2  +  lOg  log  - 

777  2 


et 


donc 


/         log  M  ,/        log  m-  \  log.r  / 


.r  \  x       I  x  \  x         xy 


j  —  ^///  —   /         ,  û?m  -h  /      -r- du 

.',       log  a  ,',        logzé  J,.      log// 

777 

•xx  log  log.r        l  x  log  log.r  / 
log.r  (       loga?        \ 

d'où,  en  lenanl  compte  de  ce  que 

\\ogxj 

x  log  log.r 

v  '  log.r 

En  suivant  ce  chemin,  on  parvient  au  théorème 

,    ,  i  Wlog  log;r)*— ' 

(8)  t.a.(x   co  — v     "      n 

(/c—  i)!  log  a? 

Je  suppose  qu'il  soit  déjà  démontré  pour  les  valeurs  i,  2,  ...,  k 
et  je  l'établirai  pour  A :  -f-  i . 

Chacun  des  7ty+1(a?)  nombres  composés  de  A*  H-  i  nombres  pre- 
miers, tous  différents,  peut  être  mis,  de  k  ■+■  i  manières,  sous  la 
forme/;./?,  /?  désignant  un  nombre  premier;  n  sera  composé  de 
/i  nombres  premiers,  tous  différents  entre  eux  et  différents  de  p. 
Donc 

(9)  (*-r-i)w*4-t(a0  =2**(  1)  ~  £■(*)' 
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où  </[  ./•  i  désigne  Le  nombre  des  nombres  inférieurs  à  x  el  qui  con 

tiennent  /.       i  Domines  premiers  une  seule  !'<>i^  el   un  /  "'"'  deux 

lois.  (  )n  ;i,  comme  «a   ,  (  -,  )  égale  <>  pour-  j>  >  4/-> 

.    j 

r"2     a?(logIoga?)*-»       rf« 
/  H2(log37 —  -ilogu)  log« 


=  ^(loglogx)7—^   ^ 


7- 

2  rfM 


M2  Ioglt(log&  —  2  log  M 

Or,  si  l'on  pose  u  =  -s  cette  intégrale 


-/ 


i 

2  dv 


\oilV  (  l02  X  --  2lo<2  ^  ) 

Vï 

1 

log 5?  ,y        \loge         log .r -h  2 loge/ 


Donc 


\log^/        y/^-log^      \      2  \loga;/ 

?0)  =  o   — i — — 


ce    qui  est  d'ordre  inférieur  à   -/,  (\r )  et,  a  fortiori,  à  -/,-.,    i 
L'équation  (9)  donne  donc 

i/,-rij-/,+1   ï   V))^.    -     (^    /      -^ t/aco    /      — du, 


XXVIII. 
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a  désignant  une  constanle  quelconque  ( ').  (lomme  dans  le  cas 
spécial  A  =  2  traité  plus  haut,  on  commet  une  erreur  asymploti  - 
quement  inférieure  à  la  valeur  de  l'intégrale  en  remplaçant 


x 
u 


par 

1  ir[log(  loga?  —  logw  il*-1 

(X:  —  ij!  ^(loga?  —  logaj 

Donc 

.»• 

a  doit  être  pris  ■'._"_  e,  pour  que  log(log^  —  l0g")  soit  ^  o. 

Il  faut  maintenant  calculer  la  valeur  asjmptotique  de  cette  inté- 
grale qui,  en  mettant 

log#  =  Ê,         log«  =  rn 
se  transforme  en 


«-  log  2 


-logrt  ]o^-,(i_Tj) 


'',  <  ;  —  1  ) 


dr, 


En  prenant  a  =  e  et  en  remplaçant  la  limite  inférieure  par  1 ,  on 

,                         ,,      ,       (log  losra?)*-1     ^-v 
ne  commet  qu  une  erreur  d  ordre  - — ^-r- Or, 


[os  ce 


D' 


\l 


E-'log*-i(S--n) 

— — =- dr,] 


- — ! ■ dr, 


La  première  de  ces  deux  intégrales  s'évalue  directement  : 

((2.   /•  »-«  iog*-.  a  -  r.)  ^  ?  ■<  t_  log,a  _  ^ j- = ^  ,ogt({  _  0, 

«y  [  ?  ' 


(')  Car  la  différence  de  ces  deux  intégrales  est  d'ordre 
et  les  intégrales  n  êmes  sont  d'ordre  plus  élevé. 


—  a:>  - 

(  )n   trouve   la   valeur  asymptotique   de   la  secondé  <'n    tenant 
c< impie  de  ce  que 

-^—^-     '    drt        log<    l{0    /      ^        O(log<     ':,. 

2  â 

et  que,  pour  /,     -  > 

log*->«-iï)=  [log^-f-IogA-^l  [log{      0(i)l^    i 

=  log*-it    hO(log*  2*,; 
on  obtient 

■*-i  |0„./.-i(t_r  , 


K 


rfrj 


=  log*-t8    /      LJ  +  Io^-Uo/     ^  +  0(Iog*-i{) 
\  =  log*{.-+-6(log*^È). 

De  (io),  (i  i),  (12),  (>3),  on  conclut 

(  A-  -i)!(A  +  i)  tt/,+1  (  x  )  00  —   -  (  I  -+- 1  )  (log  \osx)k. 

loga?  \A.-  / 

A.!  loga? 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

5.  L'erreur  commise,  en  remplaçant,  dans  les  hypothèses  du  n°2, 
la  somme 

par  sa  valeur  asymptotique,  peut  être  appréciée,  avec  plus  ou  moi  ns 
de  succès,  au  moyen  du  théorème  récemment  établi  par  M.  de  la 
\  allée-Poussin  (  '  ),  que 

t(x)  =  0(e-aV'lT^), 

a  désignant  une  constante  positive. 

(')  Sur  la  fonction  Ç(s)  de  Riemann  et  le  nombre  des  nombres  premiers 
inférieurs  à  une  limite  donnée  {Mémoires  couronnés  et  autres  Mémoires  pu- 
bliés par  l'Académie  royale  de  Hclgique,  t.  LIX,  p.  54;  1899)- 
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On  tire  de  (5) 


V^  « — rF(v,a?)        F(v  +  i, 


a-— 1 

F(v,  ./•  i       F(v  H-  i,  x) 


[  I 

V  =  2 


Pour 


on  a 

.r  — î  ■*  —  i 


-r-  0[xe-a^°*x  F(a?,  a?)]. 

F(v,  a?)  =  i, 

vlog  [  n-  -  J 

y  ve-«vKv  r_j i — 1  =  y  e-«v^  — a_^ 

^  [logv        log(v-hi)J        ^-  logvlog(v-4-i) 

V  =  2  V  =  2 

<  V  e-afîwv  .  I  <  y  e-aVÛ^  =  O   f      e-av^iv  t/v 

V  =  2  V  =  1 

—  0(a7e-«vïï^). 

L'erreur  commise  en  remplaçanl  le  nombre  iî(jt)  des  nombres 
premiers  <  #  par  le  logarithme  intégral 


Li(ar)  = 
est  donc 


ur'iL  +  f  ■  *l) 

8  =  o  \.'o  loSM      «Ah-S   IoS"/ 


0(.re-"vlu-r). 


Ce  résultat  n'est  pas  nouveau;  il  a  été  établi  par  M.  de  la  Vallée- 
Poussin  dans  le  cinquième  Chapitre  de  son  Mémoire  cité  (  ');  mais 
les  développements  précédents  font  voir  que,  le  théorème 

y  log/?  =  x  h-  O  (,re-(nl"^j 

une  fois  établi,  on  n'a  pas  besoin  de  remonter  à  la  théorie  de  la 
fonction  £(s)  pour  démontrer  que 

t;(>)  =  Li(a?)  -f-  O  (xe~a>/ï^). 
(  '  )  Loc.  cit.,  p.  63. 
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Pour  la  fonction  désignée  plus  haut  par  7ty(x).  on  obtient,  par 
.i  même  méthode, 

I  ./•(  |og  log  V  )''    '  \   i    log  log  r  /•    - 


^    I  ./    log  log  '  ■'■    '■  I 
I.  log  V 


La  même  formule  <  i  î  l  donne  aussi  la  valeur  asymptotique  du 
nombre  Pa(#)  des  nombres  ./■  qui  sont  divisibles  par  h  nombres 
premiers  différents  pouvant  éir<-  affectés  d'exposants  supérieurs 
à  î ,  de  même  que  celle  du  nombre  7/,  (x  I  des  nombres  x  qui  sonl 
composés  de  /r  nombres  premiers,  les  facteurs  multiples  étanl 
comptés  selon  leur  degré  de  multiplicité. 

En  effet,  ceci  est  évident  pour  /.  1,  où  les  deux  fonctions 
7,  (j)  et-,  (#)  coïncident,  taudis  que  p,  |  a  ')  -  -,  1  './■)  est  le  nombre 
des  solutions  de 

/>"llx         (ra^->), 

donc  d'ordre  .  -     • 

loi;/ 

Supposons  que  le  théorème  soit  déjà  démontré  pour  les  indices 
1,2,   .  .  -  ,  k\  il  s'agit  de  l'établir  pour  l'indice  h *  -f-  1 .  Vu  que 

o  _za/,+l(;r)    --/,+1(jp)lp,(r)+  Coi  '  x  i  +.  .  .  -  p*(#) 
r./-(  log  loga?)*- i  ~] 


O 


h»- ./■ 


(car  tout  nombre  composé  de  k  -\-  1  facteurs  premiers,  pas  tous 
différents,  en  a  1  ou  2,  .  .  . ,  ou  A-  différents),  il  suffit  de  le  prou- 
ver pour  o*+i(#).  Tout  nombre  divisible  par  k  -h  1  nombres  pre- 
miers, dont  un  au  moins  est  affecté  d'un  exposant  supérieur  à  1, 
est  de  la  forme 

où  a^2  et  où  m  est  un  nombre  composé  de  h  nombres  premiers 
différents  entre  eux,  mais  affectés  d'exposants  quelconques.  Or,  le 


1  '  )  Pour  h  =1,  le  ihéorème  de  M.  de  la  Vallée-Poussin  donne  l'approximation 
plus  grande 

loga;  \log  a 
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nombre  des  solutions  de 


x 


»*:    —         (a     2 

1         m 


est 


Pi 


Mm" 


donc,  a  fortiori, 


y    ni 
Par  conséquent, 


m 


Le  nombre  des  valeurs  que  m  peut  prendre 

[^(logloga:)*--1"! 
=  pA(a?)  =  O    - 

Donc 


loga? 


y.       vf»(v)-Mv-.)=ypt(i) 


y/z/î 


v  =  1  v  =  1 

x 

^(log  logv)*-1    I 


=  0 


0 


1 


=  0 


Jogv 


*"*  { log  logw)*-1  dfo 
Jo8»  s/u 

y/.-/?  (log  loga?)*-1 

loga? 


0 


y/v         /v-f-i 
y/a?  (loi 


p*(«) 


/ 


r  -h  i 


^  +  0 


y/.r(l 


>g  log  a?  )*_1 1 
ïoga?  I 

oglog.rV'-1 
1  o  g  x 


par  conséquent, 


Pa-mO)  =  Tc*+1(a?)  h-  0 


a?(iog  loga?)*-1 


- 


i     a?(log  loga?)*  j" 

/!  loga? 


log\r 

.r(  log  log.r/'-1 


loua? 


ce  qui  prouve  que  le  second  membre  de  l'équation  (i4)  représente 
aussi  les  valeurs  des  fonctions  p*(#)  et  o>(.r)  pour  de  grands 
arguments. 
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SUR  LES  PROPRIÉTÉS  MÉTRIQUES  D'UNE  CERTAINE  CORRESPONDANCE  (1,1) 

ENTRE  CUBIQUES  FOCALES; 

Par  M.  R.   Bricard. 


On  sait  qu'élan I  données  deux  cubiques  planes,  sans  | >< » i n t s 
doubles,  la  condiiion  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'on  puisse 
établir  entre  ces  courbes  une  correspondance  (i,  i)  est  qu'elles 
possèdent  même  invariant  absolu. 

Quand  il  en  est  ainsi,  les  coordonnées  <!<•  leurs  points  peuvent 
s'exprimer  au  moyen  de  fonctions  elliptiques  construites  sur  les 
mêmes  périodes,  et  il  existe  deux  infinités  simples  de  transfor- 
mation biralionnelles  changeant  l'une  des  cubiques  en  l'autre,  les 
arguments  de  deux  points  correspondants  satisfaisant  à  l'une  des 

relations 

U  ==  v  H-  /i,  u  -+-  v  —  //, 

où  k  et  //  désignent  des  constantes  arbitraires. 

Nous  dirons  que  les  correspondances  ainsi  définies  sont  respec- 
tivement de  première  espèce  et  de  deuxième  espèce.  Une  cor- 
respondance d'espèce  quelconque  est  définie  par  la  donnée  d'un 
couple  de  points  homologues. 

(  Quand  les  fonctions  elliptiques  introduites  admettent  certaines 
multiplications  complexes,  on  sait  qu'il  existe  encore  entre  les 
deux  courbes  des  correspondances  (i,  i)  ne  dépendant  d'aucun 
paramètre  arbitraire,  et  que  l'on  peut  combiner  avec  les  précé- 
dentes. Nous  laisserons  de  côté  ce  cas  exceptionnel)  ('). 

Ces  propriétés  classiques  étant  rappelées,  considérons  deux 
cubiques  G  et  C,  ,  ajant  même  invariant  absolu,  entre  lesquelles 
nous  établirons  une  correspondance  (i,  i)  en  nous  donnant  un 
couple  de  points  homologues,  a  et  a(,  situés  respectivement  sur 
CetC,.  Soient  cib,  ac,  ad,  ae,  les  quatre  tangentes  que  Ton  peut 
mener  à  C  par  le  point  cl,  outre   la   tangente  en   a,   et  b,  c,  d,  <?, 

(')    Voir  APPEL!  et  Gouhsat,  Traité  des  fonctions  algébriques,  p.  !\~t[\-\-§. 
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leurs  points  do  contact.  Soient  de  même  a ,  />, ,  a  K  c{ ,  etc. ,  les  élé- 
ments analogues  relatifs  à  G,.  Par  hypothèse,  les  deux  faisceaux 
a(bcde),  «\  I  b\  C\  <l  \  eK)  ont  même  rapport  anharmonique. 

Opérons  sur  chacune  des  cubiques  une  transformation  homo- 
graphique  (différente  pour  les  deux),  telle  que  les  points  d,  e, 
ainsi  que  les  points  d\ ,  etl  aillent  se  confondre  avec  les  points 
cycliques.  Nos  deux  cubiques  deviennent  ainsi  des  cubiques  fo- 
cales, c'est-à-dire  des  cubiques  contenant  leur  foyer  singulier. 
Ces  deux  cubiques  focales  ayant  même  invariant  absolu,  l'angle 
des  deux  tangentes  non  isotropes  que  l'on  peut  mener  à  l'une  par 
son  foyer  singulier  [cingle  focal)  et  l'angle  analogue  relatif  à 
l'autre  cubique  sont  égaux.  Enfin,  de  la  correspondance  (i ,  i) 
établie  entre  G  et  Gt  dérive  entre  les  deux  cubiques  focales  une 
correspondance  (i,  i)  telle  que  les  foyers  singuliers  des  deux 
courbes  soient  des  points  homologues. 

C'est  l'étude  de  cette  correspondance  particulière  que  nous 
nous  proposons  d'approfondir.  Plusieurs  des  résultats  que  nous 
obtiendrons  peuvent  s'étendre,  par  homographie,  aux  correspon- 
dances (i,  i)  les  plus  générales.  Mais  les  plus  intéressants  ont  un 
caractère  métrique  et  s'énonceraient  difficilement  en  langage  pro- 
jeclif. 

IL 

Considérons  donc  deux  cubiques  focales  C  et  C  ayant  le  même 
angle  focal.  En  transformant  par  similitude  la  cubique  C,  nous 
pouvons  évidemment  faire  en  sorte  que  les  points  de  contact  des 
tangentes  non  isotropes,  menées  à  cette  cubique  par  son  foyer 
non  singulier,  viennent  se  confondre  avec  les  points  analogues 
relatifs  à  la  cubique  C  :  nous  supposerons  que  les  deux  courbes 
sont  dans  cette  situation  relative.  Soient  a  et  a'  leurs  foyers  sin- 
guliers, b  et  c  les  points  de  contact  des  tangentes  non  isotropes 
menées  par  a  à  G,  ou  par  a'  à  C.  Les  angles  bac  et  ba' c  étant 
égaux,  les  quatre  points  a,  a\  b,  c  sont  sur  un  cercle. 

C  est  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  du 
point  a  aux  cercles  qui  passent  par  les  points  b  et  c.  Rappe- 
lons en  deux  mots  la  démonstration  de  cette  propriété  connue  : 
on  voit  immédiatement  que  le  lieu  en  question  est  une  cubique 
qui  passe  au  point  a,   aux   points  b  et  c  et  aux  points  cycliques. 


il 


lc>  tangentes  « ■  i »  i •■  ;s  quatre  derniers  points  passant  par  le  point  a. 
Cette  cubique  se  confond  donc  nécessairement  avec  C.  G  peul 
être  définie  (lune  façon  analogue. 

Soienl  alors  i  fis*  i  i  Y  ii  n  cercle  quelconque  passant  aui  points  b 


h:      .. 


el  C,  m  et  m'  les  points  de  contact  de  deux  tangentes  à  Y  menées 
respectivement  par  les  points  a  et  a'. 

Les  points  m  et  m'  appartiennent  respectivement  aux  cubiques 
Cet  G'.  Je  dis  que  si  l'on  fait  varier  le  cercle  T,  la  droite  mm 
passe  par  un  point  fixe.  Considérons,  en  effet,  les  deux  cercles 
(  am)  et  (a!  m)  ayant  respectivement  pour  centres  a  et  a',  et  pour 
rayons  am  et  am'.  Ces  deux  cercles  sont  coupés  orthogonalement 
aux  points  m  et  m'  par  le  cercle  T.  Les  points  m  et  m!  sont  donc 
antihomologues  sur  les  cercles  (am)  et  (a'ni  ),  et  la  droite  mm1 
passe   par  l'un  des   centres  de   similitude  a)  de  ces  deux  cercles. 

Or  le  point  w  divise   le  segment  aa'  dans  un  rapport  égal  à  — ; — ,j 

et,  d'après  une  propriété  bien  connue  des  cercles  passant  par 
deux  points  fixes,  ce  rapport  est  constant  quand  on  fait  varier 
le  cercle  T.  Le  point  co  est  donc  fixe,  comme  nous  l'avions  an- 
noncé. On  peut  remarquer  que  c'est  le  point  de  contact  avec  aa' 
de  l'un  des  deux  cercles  Y  qui  sont  tangents  à  cette  droite. 

11  est  clair  d'après  cela  que  les  points  m  et  m!  sont  en  corres- 
pondance (i,  i).  Si  l'on  amène  le  cercle  Y  à  se  confondre  avec  \v 
cercle  (aa' bc),  on  voit  que  les  points  a  et  a  sont  homologues. 

Nous  obtenons  une  correspondance  analogue  en  remplaçant  le 
point  (0  par  to',  point  de  contact  de  l'autre  cercle  Y  tangent  à  la 
droite  aa' .  Les  points  a  et  a'  sont  encore  homologues.  Nous 
avons  donc   obtenu,   nécessairement,    les  deux   correspondances 
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(i,  1),  respectivement  de  première  espèce  et  de  deuxième  espèce, 
cuire  Jes  cubiques  G  et  C,  et  telles  que  les  points  a  et  a!  soient 
homologues. 

11  n'y  a  évidemment  pas  lieu  de  chercher  à  distinguer  l'espèce 
de  chacune  de  ces  correspondances,  tant  qu'on  ne  précise  pas  h» 
représentation  des  points  des  cubiques  au  moyen  des  fonctions 
elliptiques  :  on  peut,  en  effet,  changer  le  signe  de  l'argument  cor- 
respondant à  un  point  de  l'une  des  deux  courbes.  Une  correspon- 
dance de  première  espèce  devient  ainsi  de  seconde  espèce,  et 
inversement. 

JNous  avons  déjà  remarque  que  le   rapport  -7—,  est    constant. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Étant  données  deux  cubiques  focales  ayant  le  même  angle 
focal,  si  l'on  établit  entre  ces  deux  courbes  V une  des  deux 
correspondances  (1,1)  telles  que  les  foyers  singuliers  a  et  a' 
soient  homologues ,  on  a,  en  désignant  par  m  et  m!  deux 
points  homologues  quelconques,  la  relation 

am 

—  const. 

a'  m 

m. 

Nous  allons  établir  une  autre  propriété  métrique  remarquable 
de  la  même  correspondance. 

Rappelons  d'abord  que,  étant  donnée  une  cubique  quelconque, 
on  appelle  couple  steinérien  un  couple  de  points  appartenant  à 
cette  courbe,  tels  que  les  tangentes  en  ces  points  aillent  de  nou- 
veau rencontrer  la  cubique  au  même  point.  Les  arguments  ellip- 
tiques des  deux  points  d'un  couple  steinérien  diffèrent  d'une 
demi-période,  et,  comme  il  y  a  trois  demi-périodes  co,,  to2  et  co;{, 
on  peut  distinguer  sur  une  cubique  (rois  familles  de  couples 
steinériens. 

Sur  une  cubique  focale,  les  points  cycliques  forment  un  couple 
steinérien.  Nous  ne  considérerons  que  les  couples  steinériens 
appartenant  à  la  même  famille  que  les  points  cycliques. 

Gela  posé,  nous  énoncerons  le  théorème  suivant,  en  conservant 
les  désignations  du  paragraphe  précédent  : 


M  - 

s<>ic///  m  et  't  deux  points  fixes  constituant  un  couple  steiné- 
rien  sur  la  cubique  C,  ml  el  ul  leurs  komoloj  nés  sur  la  eu 
bique  C,  et  enfin  />  et p'  deux  points  homologues  quelconques 
sur  les  deux  cubiques.  On  a  fa  relation 

/un  h'  m' 

/>:>       /'  ■/ 

Pour  établir  cette  propriété,  nous  emploierons  la  considération 
des  points  associés,  due  à  M.  Darboui  ('):  si  m  et  [i  sont  deux 
points  quelconques,  on  appelle  poin ts  associes  des  précédents  les 
deux  points  n  et  v,  centres  des  cercles  de  rayon  nul  passanl  par  les 
points  m  el  a.  La  propriété  fondamentale  des  points  associés  esl 
la  suivante  :  p  étant  un  point  quelconque  du  plan,  on  a  l'égalité 

L'énoncé  de  la  proposition  à  démontrer  peut  donc  être  transformé 
ainsi  qu'il  suit  : 

Soient  n  et  v  les  deux  points  associés  à  m,  u»,  et  n\  v'  les 
deux  points  associés  à  m',  pi/.  On  a 

npv  —  n'p'v'. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  correspondance  (i,  i) 
établie  entre  les  deux  cubiques  soit  de  première  espèce.  Une  dé- 
monstration toute  pareille  à  celle  que  nous  allons  donner  s'appli- 
quera au  cas  de  la  correspondance  de  seconde  espèce. 

jNous  supposerons  aussi  les  fonctions  elliptiques,  introduites 
pour  la  représentation  paramétrique  des  deux  cubiques,  telles  que 
la  collinéation  de  trois  points  de  l'une  d'elles  s'exprime  en  éga- 
lant à  zéro  la  somme  de  leurs  arguments  (il  en  est  ainsi,  par 
exemple,  lorsqu'on  exprime  les  coordonnées  d'un  point  en  fonc- 
tions rationnelles  de  pu  et  p' u  par  la  méthode  classique).  Enfin, 
nous  désignerons  l'argument  d'un  point  par  la  lettre  même  qui 
sert  à  désigner  ce  point. 


(')  Dahboux,  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  surfaces  algé- 
briques, p.  61  et  suiv. 


On  a  ainsi,  /»  désignant  une  constante 


_  1  1 . 1  1  1  1     1 1 1 1  o    \,\. 

m  1 o  i  a 

Mil 

a'  =  a        / . 

/>                  /    . 

m'  =  m  -\    /. . 

M-' 

=      <ï                /    . 

cl  aussi  les   égalités   exprimant  que  (  />?,  u.)   et   (/w;,  ix')  forment 
deux  couples  steinériens,  respeclivemenl  sur  (<  et  C  : 


a  =    m  -f-  wj  a  —-  m        tU] 


Les  arguments  des  points  cycliques  sur  la  cubique  C  s'ob- 
tiennent immédiatement  si  Ton  écrit  (pie  les  tangentes  en  ces 
points  passent  au  point  a  et  qu'ils  constituent  un  couple  steiné- 
rien  de  la  même  famille  que  |  m,  a).  On  trouve  ainsi  les  valeurs 


(On  pourrait  prendre  aussi  —  - — f-  co2  et —  co.j  ;    cela  ne 

changerait  rien  au  raisonnement.) 

De  même,  sur  la  cubique  C,  les  points  cycliques  ont  pour  argu- 
ments respectifs 


a        k  a        A 

2  2  2  :>. 

a 


Joignons  le  point  m  au  point  cyclique  (  —  -  )>  et  le  point  u.  au 
point  cyclique  (  —  -  -f-  m,  ).  Ces  deux  droites  rencontrent  C  en 
un  même  point  ayant  pour  argument 


a 

a 

Il  - 

—  -  — 

m  ==  - 

i 

•JL 

{m  —  io j  i.  (  mod  2io,  ). 


De  même,  les  deux,  droites  (  m,    —  ■ — | —  co^    )   et   (  ul,   —  —  J 
coupent  sur  C,  au  point  d'argument 


-     se 


a 

v  =  —  —  m 

■> 


Ainsi,  les  points  n  et  v,  associés  des  points  m  et  <j..  appar- 
tiennent à  C  et  v  constituent  un  couple  steinérien.  On  a  un  fait 
analogue  pour  les  points  n'  et  v',  dont  les  arguments  sur  C  sont 


a 

k 

f( 

k 

—  - 

_  _  _ 

-  m. 

V    =     —    - 

—  — 

•> 

■> 

2 

2 

n  = /??.  v  = m  —  io. 


En   résumé,  si   l'on   appelle  r  e!   p  les  arguments  des  points 
cycliques  sur  C,  r  ci  p   leurs  arguments  sur  C,  on  ;>  les  égalités 


» 

I)     '      Il  -  ,  V  V 

2  2 


(  )r.  si  l'on  considère  deux  points  m  et  u!  décrivant  respectivemenl 
les  cubiques  (*  et  O,  leurs  arguments  étant  reliés  par  la  relation 

/- 

//    —  u , 

2 

les  droites  pu  et  p'  u'  engendrent  deux  faisceau. r  ko mo gra- 
phiques* 

En  effet,  donnons-nous  la  droite  pu,  elle  rencontre  C  aux.  deux 

points  u  et 

U\  =—  p—  u. 

A  ces  points  correspondent  sur  la  cubique  O  les  deux  points 

/  ,  h 

u  —  u »  u.  =  —  />  — •  u  —  -  > 

'2  'JS 

qui  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  //,  en  vertu  de  la  relation 

("  —  {)  ■+■  (  -P  -"-d+i  />-+-*)  =  <>• 

Ainsi,  à  une  droite  pu  ne  correspond  qu'une  droite  p' u\  et  ré- 
ciproquement, ce  qui  établit  l'homographie  des  faisceaux  engen- 
drés par  ces  deux  droites. 

En  appliquant  cette  remarque,  on  voit  que 

p(nvrp)  =  p'(n'v'r'p'  i. 
ou  bien 

npv  =  n'p'v'.  c.  q.  f.  d. 

IV. 

Nous  passons  maintenant  à  l'étude  d'une  liaison  remarquable 
qui  existe  entre  la  théorie  des  cubiques  focales  et  celle  du  qua- 
drilatère articulé. 
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Soienl  encore  (î  et  C  deux  cubiques  focales  ayant  même  angle 
focal,  mais  non  semblables;  m,  [j.  et  p,  cj,  deux  couples  steiné- 
rieus  sur  la  cubique  C  ;  m' ,  p'  ci  //,  m',  les  points  homologues  des 
précédents  dans  l'une  des  correspondances  (i,  i)  établies  entre 
les  deux  courbes  et  telles  que  les  foyers  singuliers  soienl  homo- 
logues. 

D'après  ce  que  nous  avons  démontré,  on  a 

m/)  mm  \j./>  [jt.777 

ni  p'        ni -m'         \x  p'         ;;.'  w' 

Les  deux  quadrilatères  mpu.™  et  m'p'^fm  ont  donc  leurs  côtés 
proportionnels,  mais  ils  ne  sont  pas  semblables,  sans  quoi  les 
(\cu\  cubiques  C  et  C,  le  seraient  aussi  (*  ). 

Si  donc  on  fait  varier  la  forme  de  la  cubique  C',  en  lui  conser- 
vant toujours  le  même  angle  focal,  le  quadrilatère  m'p'u.'rn' 
prendra  toutes  les  formes  possibles  d'un  quadrilatère  dont 
les  quatre  côtés  sont  assujettis  seulement  à  conserver  un  rap- 
port constant. 

On  peut  donc  énoncer  la  réciproque  suivante  : 

Si  deux  quadrilatères  ont  leurs  côtés  proportionnels,  les 
deux  cubiques  focales,  lieux  des  foyers  des  coniques  inscrites 
dans  chacun  de  ces  quadrilatères,  ont  même  angle  focal,  c'est- 
à-dire  même  invariant  absolu. 

En  particulier,  on  peut  supposer  que  les  quadrilatères  ont  leur  s 
côtés  égaux,  et  Ton  a  une  propriété  remarquable  du  quadrilatère 
articulé. 

On  voit  donc  que  les  propriétés  des  cubiques  focales  se  relien  t 
intimement  à  celles  du  quadrilatère  articulé,  ainsi  que  nous  Je 
disions  plus  haut. 

C'est  un  fait  que  nous  allons  préciser  davantage  dans  le  para- 
graphe suivant. 

\. 

Considérons  toujours  la  représentalion  paramétrique  de  la  cu- 

(')  Ko  effet,  le  quadrilatère  inp\ym  définit  sans  ambiguïté  la  cubique  G,  qui  est, 

comme  l'on  sait,  le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  à  ce  quadrilatère. 
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bique  G  au  moyen  <l<^  fonctions  elliptiques  i  il  <">i  inutile  d'écrire 
<!<•>  formules  explicites  l. 

Proposons-nous  d'abord  d'exprimer  l<i  distance  d'un  point 
m  quelconque  de  celle  courbe  au  foyer  singulier  a. 

Le  carré  de  celle  distance,  am  ,  rsi  une  fonction  elliptique  de 
L'argument  m.  Déterminons  l'ordre  de  cette  fonction  elliptique  : 
à  ccl  effet,  cherchons  le  nombre  des  points  ///  de  la  cubique  tels 
que  l'on  ail 

am    =a  \i\ 

R  étant  une  longueur  donnée.  Cela  revient  à  chercher  le  nombre 
des  points  d'intersection  variables  avec  R  de  la  cubique  et  d'un 
cercle  ayant  pour  centre  a  et  pour  rayon  R.  Or  un  tel  cercle  est 
langent  à  la  cubique  en  chacun  des  points  cycliques  et  coupe 
cette  courbe  en  deux  autres  points.  Ainsi  la  fonction  elliptique 

am    est  du  second  ordre. 

Cette  fonction  a  évidemment  un  zéro  double  en  a,  et  un  pôle 
double  en  a  +  W|.  On  en  conclut  immédiatement  son  expression 

2  A2 

a  ni    —  — =  A2Jf2,  (ni  —  a), 

A  désignant  une  longueur  qui  dépend  de  la  cubique  C. 
On  peut  extraire  les  racines  carrées,  ce  qui  donne 

(  i  )  am  =  Àa0i(w  —  a). 

On  est  ainsi  conduit  à  attribuer  un  signe  à  la  distance  am. 

Remarquons  en  passant  que  cette  formule  conduit  immédiate- 
ment au  théorème  énoncé  à  la  fin  du  §  II.  On  a  en  effet,  en  con- 
servant les  notations  de  ce  paragraphe, 

a' m'  =  A'a01  {ni —  a'  ), 
V  étant  une  nouvelle  longueur  constante.  Mais,   par  hypothèse, 

ni'  —  a'  =  ni  —  a. 
On  a  donc  bien 

a' m!       A' 

—  —-  —  const. 

a  ni         A 
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Prenons  maintenant  deux  points  m  et  n  sur  Ja  cubique  C,  et 
cherchons  à  évaluer  V angle  man. 

Appelons  toujours  /•  et  p  les  points  cycliques,  situés  respecti- 
vement sur  les  droites  isotropes  de  coefficients  angulaires  +  i  et 
—  i,  et  désignons  pour  un  instant  par  (pq)  le  coefficient  angulaire 
d'une  droite  p(j .  On  a,  par  la  formule  de  Laguerre, 

A  ,  (an)  —  (  a  r)   {  a  m  )  —  (a  a) 

e1i  man  __  a  ,  mn  r  p  )  =     _— ' L    , 

'  (  an)  —  (  a  p)  (  am  )  —  (ar) 


en  explicitant  le  rapport  anharmonique. 

Si,  les  points  a  et  /?*  restant  fixes,  on  fait  varier  le  point  n  sur 
la  cubique,  ce  rapport  anharmonique,  que  nous  désignerons  par  t, 
est  une  fonction  elliptique  de  l'argument  n.  Cette  fonction  est 
encore  du  second  ordre  :  en  effet,  t  étant  donné,  le  point  n  se 
trouve  à  l'intersection  de  la  cubique  et  d'une  droite  donnée  passant 
par  le  point  a. 

11  suffît  d'examiner  l'expression  développée  de  t  pour  avoir  les 
zéros  et  les  pôles  de   celte  fonction  elliptique  :    il  y  a  un  zéro 


<i 


double,  —  7>  et  un  pôle  double, 
diatement 


(I 


toi .  On  en  conclut  immé- 


/  = 


p  (  n  -t-  -  )  —  ex 


'^111  ^û  1 


a 

n  h 

•2 


km  étant  fonction  de  m  seulement.  Pour  obtenir  l'expression  de 

km,  remarquons  que  t  doit  se  réduire  à  l'unité  pour  n  =  jji,  quel 

que  soit  m. 

On  trouve  ainsi 

a 
•1 


<T?. 


0  I 


t  =  e2' 


_  » 
Jô  1 


a 

m       — 

•2 


Ici  encore,  on  peut  extraire  les  racines  carrées,  et  l'on  a  finale- 
ment 


/S  *0ll*-4-- 


ci  man 


u01     /n  4-  - 
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Toi  (  »'    :     ';  J  <Toi  (  "         -) 

I  tes  formules  (  i  »  et  (a),  qui  sont  d'une  simplicité  remarquable, 

nous  allons  déduire  Le  théorème  suivant  : 

Considérons  une  cubique  focale  G  qui  varie  en  conservant  le 
même  angle  focal.  Entre  cette  cubique  et  une  cubique  focale 
fixe  C0,  ayant  aussi  le  même  angle  focal,  établissons  une  cor- 
respondance (i,  i)  telle  que  les  foyers  singuliers  des  deux 
courbes  soient  homologues.  Si  m,  /*,  p  sont  trois  points  de  C, 
homologues  de  trois  points  fixes  de  G0,  les  dislances  mutuelles 
de  ces  points  satisfont  à  une  relation 

(3)  oemn    -f-p/i/   -\-ylm    =  o, 

où  a,  p,  y  sont  des  constantes. 


Ecrivons  en  effet  l'expression  de  mn    : 

mu    =  am    -+-  an   — iam.au  cos  man 
ou,  d'après  les  formules  (i)  et  (2), 

ma    =A2(a21(/?i  —  a)-ha^1(/i  —  a) 


—  (Toi  ( m  —  a ) <7oi(n  —  a ) 


a  \  /  a 

a0i  I  '* '01     «H 


(Toi  (m4~  ~  )  7«1  (*  -*-    ""J 

(On  évite  toute  difficulté  relative  aux  signes,  en  remarquant  que 

mn    doit  s'annuler  pour  n  =  /??.)  On  a  de  même  les  expressions 

de  ni    et  de  lin  . 

Quand  la  cubique  C  varie  dans   les  conditions  indiquées,  les 

différences 

/  —  a  =  À,         m  —  a  =  u,         //       a  —  v 

restent  constantes.    Remplaçons   dans    les    expressions   de   mn  , 
xxviii.  4 


-  r>o  — 
ut  ,  lin  ,  /  par  a  -+-  X,  etc.,  et  posons 


3« 

2 


Il  vient  ainsi 

— -  -     i .  \ „9  ,  r 701  ( v  +  .n      701  r  p.  h-  a?)'"|  ! 

— ,2       .,(    .,  ,   ,,  -,  rgoi(^-t-a?)       <roi(v+ig)~l) 

ni     =^,)'IiV+«i.>::«>tv«,.X^M(v_t_iB)  +„l(X  +  iP)J{' 

lm  =  A"  j .{ ,1  +  -J,  p-  ...  a  W  [  ,ouX  +  ;B)  +  ,ol((i  +  iP)J  {• 

„  .  mn       ni       lm  i       r         ..•  11  •    .•  1 

On  voit  que  -7 —  >  -r—  >  -r=-  sont  des  ionctions  elliptiques  de  x, 
*■         A-       A-       A2  x      x 

aux  périodes  2(0,  et  aw2.  Il  en  est  de  même  de  l'expression 

.     ,  m n  n  ni  lm 


A2 


a,  Pj  y  étant  des  constantes.  Cherchons  s'il  est  possible  de  choisir 
les  coefficients  de  telle  manière  que  'f(jc)  se  réduise  à  une  con- 
stante :  Pour  cela,  il  faut  et  il  suffît  que  <p(#)  ne  puisse  devenir 
infini. 

Or  cp(#)  a  six  pôles  de  premier  ordre,  donnés  par 

œ  =  —  X,    —  p.,     — 1,     —  X  -+-  a»!,     —  X  h-  w2,     —  À  -h  o)3. 

Égalons  à  zéro  les  parties  principales  de  cp(^)  pour  #  =  —  A  et 
pour  x  =  —  A+  to< .  On  a 

—  [3<Toivar01  Xa0i(v  —  À  )  —  y7oi  X^oi  I^oi  (  f*  —  X  )  =  o, 
et 

ct01  (v  —  X  -+-  (O!  )         cr01  (  ;j.  —  À  -+-  w,  ) 

égalité  qui  se  confond  avec  la  précédente,  en  vertu  de  la  relation 

connue 

ct01mct01O  +  0)!)  =  y/(e2 —  e1)(e3—  Ci). 

On  écrira  de  même  deux  égalités  analogues,  exprimant  que  les 
parties  principales  de  <p(#)  en  ses  autres  pôles  sont  nulles  aussi. 
Les  trois  conditions  obtenues  se  réduisent  à  deux,  et  l'on  a  finale- 
ment le  résultat  suivant  : 


-  ai 

Si  I }on  donne  à  */,  [j,  v  les  valeurs 


A/   fonction   -(./)  se  réduit  à   une  constante,   gui  est  nulle, 

connue  On  le  Voit  en   faisant  .r        <>. 

I ,;i  relal i<>n  i  3  |  «'si  donc  (l(''ii)oiii pée. 

(  )n  peut  retrouver,  au  moyen  de  cette  relation,  un  système  arti- 
culé, découvert  par  M.  1 1  a  ri .  el  dont  L'étude  a  été  approfondie  par 
MM.  Kempe  el  Darboux  |  '). 

Supposons  que  La  cubique  G  varie  en  conservant  le  même  angle 
focal,  son  paramètre  de  grandeur  étant  tel  à  chaque  instant  que 
les  côtés  du  quadrilatère  mppm  (notations  dn  §  IV)  aient  des  lon- 
gueurs constantes. 

Soit  s  un  quatrième  point  de  la  cubique  C,  homologue  d'un 
point  fixe  s0  de  la  cubique  G0.  On  a,  d'après  ce  qui  précède,  la 
relation  à  coefficients  constants 

y.  s  ni    -hfisp    -+-ymp    =  o, 
on 

%sni   -r -  $sp    =  const.. 

ce  qui  montre  (théorème  de  Stevvart)  que  le  point  s  reste  à  dis- 
tance invariable  d'un  certain  point  du  côté  mp,  fixe  sur  ce  côté. 
La  même  chose  peut  se  répéter  des  autres  côtés  du  quadrilatère 
nip'xrv.  Ainsi  : 

Étant  donné  un  quadrilatère  mpujs,  et  s  étant  un  point  de 
la  cubique,  lieu  du  foyer  des  coniques  inscrites  à  ce  quadrila- 
tère, on  peut  relier  ce  point  par  des  tiges  de  longueurs  inva- 
riables à  des  points  convenablement  choisis  sur  les  cotés  du 
quadrilatère,  et  fixes  sur  ces  côtés;  on  forme  ainsi  un  système 
dé  for  niable. 

C'est  là  le  système  étudié  par  les  géomètres  cités  plus  haut,  qui 
d'ailleurs  l'ont  généralisé  comme  on  peut  le  voir  en  se  reportant 
aux  Mémoires  de  M.  Darboux. 

(')  Voir  le  Mémoire  de  M.  Darboux.  dans  le  t.  III,  »e  série,  du  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques. 


_  .» 


SUR  UNE  APPLICATION  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES; 
Par  M.   le  comte  de  Sparre. 

Pour  résoudre  le  problème  du  mouvement  d'un  projectile 
lorsque  la  résistance  du  milieu  est  proportionnelle  au  cube  de  la 
vitesse,  MM.  Appell  et  Lacour  (Principes  de  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques,  p.  282)  ont  donné  des  développements  suivant 
les  puissances  ascendantes  positives  et  entières  de  u.  Nous  nous 
proposons  de  démontrer  que  le  rayon  de  convergence  de  ces  séries 
n'est  pas  très  considérable.  Nous  emploierons  les  notations  du 
Précis  de  M.  L.  Lévy,  p.  121  à  1 33. 

i°  La  quantité  v  (page  124  du  Précis)  définie  parles  équations 

p(f>)  =  ^         P'(p)  =  ïïsin:?, 

satisfait  aux  inégalités 

4  w  1 
(i)  a)!<P<i^. 

En  effet  v  étant  supposé  réel,  positif  et  plus  petit  que  210,,  est 
plus  grand  que  to,  puisque  pr(v)  est  positif  (nous  supposons  o 
positif). 

De  plus  v  étant  réel  et  compris  entre  w,  et  2(0,,  pour  prouver 

que  v  <<  -^~  il  suffit  de  faire  voir  que 


Oi 


d'où 


P(o)<p(4-^) 


4w,        8w,  lu), 

2—^-  =  —5-  —  4^1- 


3  3 


2^rr 


> 


Par  suite  la  formule  (84) 


I       ))"-(  II)  Q  !>"'  1   U   I 

p(2«)+ap(«)=  T   ' 


î    p'2(«)  ~~  4p*(«  »— #3 


donne 


,,(7> 


ip'|      j 


ou 


Doue  en  remplaçant  g^  par  sa  valeur 


P 
Donc 


,    [j., 


et  la  seconde  des  inégalités  (i)  est  démontré"  ; 

2°  Les  séries  qui  donnent  le  développement  de  g  et  t  suivant 
les  puissances  entières  et  ascendantes  de  u  sont  convergentes  tant 
(pie  le  module  de  a  est  inférieur  au  module  du  zéro  de  Ja  fonction 

dont  le  module  est  minimum. 

Or  les  zéros  de  cette  fonction  sont  donnés  par  les  formules 

v  H-  m  (  Mi  -h  o)2  )  -f-  n(  w,  —  co2  ), 

zv  -h  /n' (tOi  -r-  OJ2)  -h  «'((Oj  —  to2  », 

a2  p  -h  ni"  (  Wj  H-  a>2  j  -f-  /<-"(  on  —  0->2  ), 

où   a  est  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité  et  m ,  />*',  m", 
n,  n',  n"  des  entiers  quelconques. 

Mais   si  l'on  remplace  a  par  sa  valeur  et  si  l'on  tient  compte 

que,  dans  le  cas  actuel,  w2=co,  i'y/3,  ces  zéros  pourront  s'écrire 

(  2  )  v  -h  (  2  m  —  /?  )  OJ  i  h-  /?  w  1 1  y/ 3 . 

(3)  (  2m'  -4-//  )  (O, r  ( />'<*>!  )  &\/3, 

2  \  i.  J 

(4  )  (2  m"  —  /?"  )  w,  —  -  -h  (  //'  w,  —  -  j  i  y/3. 

où/?,  J)' ,  p"  sont  aussi  des  enliers  quelconques. 


—   .)4  — 


Pour  les  zéros  (2)  le  carré  du  module  est 
(5)  [i»+(îro-/>)Ui]*+  3/>*ojJ 

Mais  ou  déduit  des  inégalités  (1) 


2(0t 
(.)  !       •  2  (Si  !  —  P  >    — — 


et  ceci  fait  voir  que  l'expression   (5)   sera  rninima  pour  p  =  o, 
m  = —  1 .  Le  module  est  alors  égal  à  2  w,  —  v. 

Pour  les  zéros  (3)  et  (4)  les  carrés  des  modules  sont 

(G)  (2'»'  +  P>i       -?\    -H3(//a>i—  V7\   . 

(7)  [(am'-^^-^Vs^Wt-^'. 

On   déduit  d'ailleurs  des  inégalités  (1) 


(0 1  P  2  10  ! 

—    <    -    <    -5-» 

2  2  3 


et  par  suite 

(8)  -5-1  <wi-  -<  —  <-• 

v    '  3  222 

Ces  dernières  inégalités  font  voir  que  l'expression  (6)  est  minima 
pour  m'=ofp'=\  et  l'expression  (7)  pour  m'r=  1 ,  />"==  1  • 

Elles  sont  alors  égales  l'une  et  l'autre  à  4    Wi  —  7  )  ' 

Le  minimum  du  module  des  zéros  (3)  et  (4)  est  donc  encore 

a(cO| )  =  2h)|  —  P.  Donc  les  séries  qui  nous  occupent  ne  sont 

convergentes  que  jusqu'à  la  valeur  u  =2(0,  —  v. 
Mais  on  a 

p(2u>i—  e)=p(i>)=  -• 

p'(2o>i  —  p)  =  —  p'(*>)=  —  ~sin<p. 
On  aura  par  suite  (formule  ^,  p.   124) 


sin<p  —  3  p'(  u)        sincp 


D'ailleurs  si  0  est  l'angle  <!•'  la  tangente  à  la  trajectoire  avec  ox, 

on  a  {fig*  i  I 

ocostp 


I  />  S1I1  CD 


donc  dans   le  Cas  actuel  on  aura 


Si  donc  (i)  désigne  L'inclinaison  de  la  tangente  en  \  aleur  absolue, 


.'/ 


on  aura  w  =  Q  —  cp.  donc  dans  le  cas  actuel 


Oi  =  —  —  o. 
•1 


Donc,  en  résumé,  les  séries  deviennent  divergentes  pour  le  point 

situé  au  delà  du  sommet  où  l'inclinaison  de  la  tangente  est  -  —  '.p 

(<p  élaut  l'inclinaison  de  la  tangente  au  point  de  vitesse  infini).  Si 
l'on  remarque  que  les  séries  ont  en  général  une  convergence  trop 
faible  pour  pouvoir  être  utilement  employées,  bien  avant  leur 
point  de  divergence,  on  voit  que  les  séries  de  MM.  Appell  et 
Lacour  seront  rarement  utilisables,  dès  que  le  tir  aura  lieu  sous 
un  angle  un  peu  considérable,  surtout  si  la  vitesse  initiale  n'est 
pas  grande. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU  20  DÉCEMBRE    1890. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    POINCARÉ. 

Communications  : 

M.  André  :  Sur  le  théorème  des  fonctions  homogènes. 

M.  Landau  :  Observations  sur  un  Mémoire  de  AI .  lladamard . 

M.  Ripert  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  des  propriétés  générales  des  formes  quadratiques; 

1.  Nous  désignons  par  cp«(#, y,  . .  . ,  s)  une  forme  quadratique 
homogène  à  n  variables  (ou  n-aire),  par  A;i  son  discriminant, 
par  'h,t  sa  forme  adjointe. 

La  loi  de  formation  des  formes  cp„  est  exclusivement  la  sui- 
vante : 

<piO)  =  Ax\        cp2(.r,jK)  =  (f1-r-(-2B"^K^- A'72). 

cp3(>,  y,  z)  =  <p2-f-(2B'#£-f-2Bj^-4-Aff<**), 
cp4(#,  jk,  ^,  0  =  <p3  +  (aCa?*  H-  aC/^îG"^-}-  Dr2),         

2.  On  a,  spécialement  pour  la  forme  ternaire  co3, 

j   4  (p,(«,  6,  c)  ?3(«',  b\  c)  —  (  a'cp^—  6'?;,-h  c'o'cy- 
I       ==  4  'j^C^c' —  cb',  ca' —  ac  ,  a6' —  &«'); 

(cp3(a,  b,  c)4>3(w,  c,  iv)  —  k3(au-T-  bv  +  cu^)2 
-      7  ?3  <  ?  «pi  —  W  «pô  ,  W  °a  —  "  ?i,  "  ?6  —  *  •«  ) 

\  I  A3 


(3) 


)  =H£  4^3  ^P 3  (  <^ <^ '  —  WV' )  WU'—  UW\  UV' —  Vil'). 


Ces  identités,  qui  se  démontrent  en  développant,  n'ont  plus  de 

•  n  /  o  tv-  n  ( n  —  I  )     •  1  .    /*       •  l 

signihcation  pour  n  yt  o,  car,  en  posant  JN  =    — ; >  il  est  lacile 

de  voir  que,  dans  les  seconds  membres,  des  formes  N-aircs  se- 


(I) 


—  ;;7  — 

raient  nécessaires.  Nmis  nous  proposons  <!«■  leur  faire  subir  le> 
transformations  nécessaires  pour  qu'elles  deviennent  vraies,  quel 

3,  On  a 

o:,(\,  Y,Z):    EAX*n   2XBYZ, 

«|/»(X,Y,Z)    =  Z(A'Af  -B*)X*  h2Z(B'B*— ÀB)YZ, 

et,  à  cause  de  n  =  N  =  3,  ces  formes  <p3  el  'l:i  son!  identiques  aux 
suivantes  : 

(4)  En(X,Y,Z)=ï8iA-  X2+4S8tB*  YZ, 

(  5 )  X*(X,  Y,  Z)  =  S  o»,  X^  +  2  v  ^  yz, 

où  oj[.A»  =A,  ofrlr  ==  B  sont  les  mineurs  du  deuxième  ordre 
de  A„^:,  obtenus  en  difTérentiant  successivement  A3  par  rapport 
à  (A',  1")  ou  (B',  B"),  et  où  8JEÎ,  =  A' A''-  B*  et  o"^  =  B'B"  -  AB 
sont  les  mineurs  d'ordre  n — a(=i),  obtenus  en  difTérentiant 
Aff:=3  par  rapport  à  A  ou  2B,  c'est-à-dire  par  rapport  à  tous  les 
coefficients  de  vn=$  d'espèces  A  ou  B  autres  que  ceux  (A',  A") 
ou  (B',  B")  marqués  par  les  indices.  On  a  d'ailleurs 

A„_3  =AA'A"+2BB'B"+...  =  oA,v<  B^ft  +  8J.r  Sfr^]  +  . .  .. 

Ceci  posé,  pour  n  ^  3,  on  peut  toujours  former,  d'après  la 
loi  (4)(5)  indiquée,  les  (ormes  N-aires  cN  et  yN,  qui  deviennent 
alors  entièrement  distinctes  de  ®n  et  'ln  et  l'on  peut  les  appeler 
les  premières  formes  auxiliaires  de  ©„;  dans  ces  conditions,  les 
identités 

j  4>0,  &,  c,  rf,  ...)<pff(a',  6',  c',  d',  ... .)  —  -2«'?« 

|       =4/:s(&c' — c&',  ca' — «c',  «&' — 6a'.  arf' — <7a',  /;<:/' — db\  cd — de  ,  ...) 


(») 


/  ©„(«,  6,  . .  .)<l<rt(w,  p,  . . .)  —  &„£*  au 
(III)         4  ♦»(«!*.  ...)*«(»'.  *'i  ...)  — S* «*'<!£=  ÎA„fN(p(V'-ar',  ...) 


.ço/*£  générales.  On  les  démontre  en  les  vérifiant  successivement 
pour  les  formes  monaire,  binaire,  ternaire,  quaternaire,  ...  et 
appliquant  le  principe  de  continuité. 

XXVIII.  4. 


-  ;;s 


\.    Au  lieu  de   partir  des  formes  ternaires,  partons  des  formes 
quaternaires  (n°  1  )  : 


cp4(X,  Y,  Z,  T)  =  SAX2+9.SBYZ 
^(X,Y,Z,T)  =  2rtX2-h2i:6YZ 


A 


D 
d 


B...C" 
b  ...  c" 


et  posons  M  = 


i:  i  n  —  \)(n  —  9.) 


•    V  cause  de  n  ==  M  =  4?  l°s  formes  ©4 


et  'bf,  sont  identiques  aux  suivantes  : 

(C>)  irM(X,Y,Z,  T)  =  Z8£A*D    X2 

(7)  Pm(X,  Y,Z,  T)  =  Z81M''D]X*- 


2ï8|.b-dYZ, 


■\n  —  3 


0[B'B"D] 


YZ, 


où  Jes  notations  s'expliquent   comme    au  numéro   précédent,  la 
correspondance  des  mineurs  résultant  de  l'égalité 

A„  =  A  A'A"DD' ...  4-  2  BB'B  DD' .  . . 

—  ÔA'A"DrJ[A'A"I>]  H"  Ou'b^d  Oflj'lT  I)]  +  ■  ■  • 

où  D,  D',  . . .  sont  des  coefficients  d'espèce  A. 

Pour  /&7^4î  les  formes  ttm  et  pM,  entièrement  distinctes  de  fn 
et  <p„,  mais  formées  d'après  la  loi  (6)(7),  pourront  être  dites  les 
deuxièmes  formes  auxiliaires  de  la  forme  epA. 

11   est  facile  de  généraliser  en   partant  successivement  de  cd8, 

r\)                    ••>           '     '      i                              t         n(?l  —  t)...(n — p) 
'fe i-f  une  manière  générale,  en  posant  J= , — , 

on  pourra,  par  ces  procédés,  faire  correspondre  à  une  forme  ep„, 
deas.  p*eme*  formes  auxiliaires  <r,  et  Tj. 

Ces  formes  et  les  identités  auxquelles  elles  donnent  lieu  ont. 
des  applications  importantes  en  Géométrie  à  n  dimensions.  Nous 
nous  réservons  de  revenir  sur  ce  sujet. 

M.  Andrade  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  l'équation  fonctionnelle  de  Poisson. 

I.  On  sait  que  l'équation  fonctionnelle  de  Poisson  condense  en 
un  seul  et  même  problème  :  la  théorie  des  fonctions  circulaires, 
la  Statique  et  la  recherche  des  propriétés  métriques  dans  les  trois 
Géométrics  euclidiennes  ou  non  euclidiennes. 

Cette  équation  fonctionnelle  vise  la  recherche  d'une  fonction 
continue  F(x)  qui  satisfait  à  l'identité 


(0 


F(x  +/)+F(.  -y)  =  'iY(x)  F(7), 


—  39  — 

.i\ ec  la  condition 

F(o)=  i. 

Habituellement  on  suppose  que  la  fonction  F(#)  est  analy- 
tiquet  et  I  «  mi  dérive  deux  fois  par  rapport  à  ./\  puis  par  rapport  à  y. 
L'identité  (i);  la  comparaison  des  identités  obtenues  montre  alors 
que  la  fonctiou  F  doit  satisfaire  à  I  équation  différentielle 

— ; —  =  —  F(x)        i  K  désignant  une  constante  i. 

Si  alors  on  remarque  que  la  fonction  F,  satisfaisant  à  (i).  est 
nécessairement  une  (onction  pane,  on  aehève  aisément  la  détermi- 
nation de  F  et  l'on  trouve  que  la  fonction  F  est,  suivant  que  K  est 
nul,  positif  ou  négatif,  de  l'une  ou  l'autre  des  trois  formes  : 

F  =  i, 

.r  x 

(3)  F(X)  = ?l         K 


F(x)  =  si         K  <  o. 

•i 

L'analyse  que  l'on  vient  de  rappeler  suppose  que  la  fonction  F 
admette  des  dérivées  première  et  seconde, 

Or  celte  double  hypothèse  est  superflue;  on  peut  ne  supposer 
sur  la  fonction  F  que  la  continuité  de  celte  fonction,  et  cette 
hypothèse  est  d'ailleurs  la  seule  qui  intervient  dans  le  problème 
naturel  qui  aboutit  à  l'équation  de  Poisson.  Il  y  a  donc  intérêt  à 
modifier  l'analyse  classique  que  l'on  vient  de  résumer;  c'est 
l'objet  de  la  présenle  Note.  J'indiquerai  d'abord  la  modification 
la  plus  intuitive,  par  laquelle  on  peut  compléter  l'analyse  précé- 
dente, et  je  donnerai  ensuite  une  solution  simple  et  directe  du 
problème  de  Poisson. 

II.  Si  l'on  regarde  la  théorie  des  fonctions  circulaires  comme 
connue,  on  peut  démontrer  que  (3)  donne  la  solution  la  plus  géné- 
rale de  (î)  en  fonctions  continues. 

A  cet  effet,  désignons  par  'f(.r)  une  solution  quelconque  de  (i), 
supposée  seulement  continue  dans  le  voisinage  de  la  valeur 
x  =  o. 


—  GO  — 

Soi t  X\  une  valeur  de  x  appartenant  à  ce  voisinage  de  x  =  o,  et 

pour  laquelle  la  fonction  o{x)  ait  une  valeur  différente  de  i; 

i                        '  •                    îi                      •              **-t-  e~x 
si  cette  valeur  est  supérieure  a   i   elle  sera  acquise  par 

pour  une  valeur  x'  de  x,  si  cette  même  valeur  positive  est  infé- 
rieure à  i  elle  sera  acquise  pour  une  valeur  x"  de  x  par  la  fonction 

cos^=- ■ ;   en   désignant  par  F  lune    ou  1  autre   de  ces 

fonctions,  on  aura  donc 

?Oi)  =  F(^2)> 

x2  désignant,  suivant  les  deux  cas  précités,  soit  x'  soit  x".  On  peut 
d'ailleurs  évidemment  supposer  que,  si 

\x\<\x'\, 

|  x  |  <  |  x"  ( , 
Ton  aura 

cp(a?)>o        et         F(;r)>o. 

Cela  étant,  l'équation  fonctionnelle  (i)  permet  alors  de  trouver 
d'une  manière  univoque  toutes  les  valeurs  des  fonctions 

m  désignant,  suivant  l'hypothèse  faite  plus  haut,  soit  x'  soit  x" ,  et 
l'entier  K  ne  surpassant  pas  in  ;  mais  alors  les  fonctions 

cp^-r,)     et     ¥{tu) 

sont  deux  fonctions  continues  de  /,  égales  pour  toutes  les  valeurs 

rr 

de  t  qui  sont  de  la  forme  —  >  et  moindres  que  i  ;  donc  ces  fonctions 

seront  égales  pour  toutes  les  mêmes  valeurs  de  t  moindres 
que  î;  donc  enfin 


X  \ 


donc  la  solution  la  plus  générale  de  (i)  est,  suivant  les  cas,  ou  bien 

x 

(d(x)  =  COS  —  ) 
'  m 

ou  bien 

x 

(?(x)  =  cos  hvp.  —  j 
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à  moins  que  sp  '  ne  prenne  dans  le  voisinage  de  ^  =  o  que  !■» 
valeur  conslanle  i  - 

Les  solutions  (3  I  sont  donc  les  pins  générales. 

Cette  analyse  complète  la  précédente,  mais  elle  repose  toujours 
sur  l.i  théorie  des  fonctions  circulaires,  supposée  faite  avanl  l'étude 
de  l'équal  ion  de  Poisson.  Je  vais  maintenanl  exposer  une  méthode 
qui  rattache  à  l'équation  (i)  la  théorie  même  des  fonctions  circu- 
laires. 

III.  J'envisage  donc  une  fonction  F  satisfaisant  aux  condi- 
tions (i)  et  (2),  et  je  suppose  seulement  que  «clic  fonction  F  sou 
continue. 

Cette  fonction  étant  continue  est  intégrable ;  je  pose  alors 


X(#)^=    /      Va  <>lt. 


la  fonction  '/{oc)  admet  alors  V  (x)  pour  dérivée. 

Je  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  ait  x  ^   y  et  je  consi- 


dère l'intégrale 


,x+y 


/         F(t)dt 
»  0 
on  aura  identiquement 


f       F(t)dt  =   f       F(t)dt  +   f    F{t)dt+   f        F(t)dt 

*/q  •     0  *   x—y  *J  x 

—  y(x  —y)  -+-   f     F(x  ---  t  )dt  —   /    F(x  --  /  \dt 

'  0  '  0 

—  '/{oc — y) -h    f      [i'(.r--t)-~F(T-hl)\(tt. 

i/o 

ou,  en  vertu  de  (1), 

(4)  x(a?-+-.r)==x(a7—  y)  ■+■  «F(^)xCr); 

on  a  encore  identiquement 

F(t)dt=   f         F(t)dt  +   t      F(t)dt+    /         F(t)dt 

=  X0 •  —  ■''.M-  f    F(y  —  t)dt-hf    Y^y-tull 
=  X(^  — ^)+  /"    [F(r—  0-*-F(x -h  *)]<*'. 
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ou,  toujours  en  vertu  de  (i), 


(5) 


/(•r-f-jK)  =  yjy  —  x)-^iF(y)y^x). 


On  a  déjà  observé  que  la  fonction  F  est  paire,  la  fonction  y  est 
donc  impaire,  en  sorte  qu'en  ajoutant  les  équations  (4)  et  (r>) 
membre  à  membre  on  aura 


(6) 


x(tf-Kr)=  FWy.OO-t-FOOzC^)- 


La  fonction  y  admettant  une  dérivée,  l'identité  (6)  montre 
que  la  fonction  F  admettra  aussi  une  dérivée. 

Prenons,  par  rapport  à  #,  puis  par  rapport  à  y,  les  dérivées  des 
deux  membres  de  l'identité  (6);  nous  aurons 

F(^+j)  =  F'(^)z(j)  +  F(7)F(x), 

F{x+y)  =  F'(y)1(x)^F(x)F(r); 

d'où,  en  retranchant  ces  équations  membre  à  membre, 

F,(»)x(<r)  =  F'(^)x(*); 
d'où,  en  désignant  par  K  une  constante,  on  conclut 

F'(ar)  =  Kx(*); 
d'où,  en  remontant  à  l'une  des  expressions  de  F(x  -\-y), 
il)  F(x^y)  =  F(x)F(y)-~K'Â(x)y(y). 

D'ailleurs  la  formule  F'(x)  =K-/^(ûc)   montre  que  F' (x)  admet 
encore  une  dérivée  et  que  l'on  aura 

F"(x)  =  KF(a?); 
cette  dernière  équation  montre  le  changement  de  variable 


x 


v/|  niod  K 


et  permettra  de  supposer  que   la    constante  K  est  égale  à  =r  i 
alors,  en  faisant  e  =  =pi,  on  voit  que  les  fonctions  y  et  F  satis- 
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feront  ;>>i \  idenl ités 

/(./■    ,    ,   i    ;    /(.r)V(y)    \--/(y)V(.c), 
i   Im./-        )   i       l'(./  il'(j)    i    ^/}-r)/(y 

!  È-™ 

des  deui  dernières  op  déduit,  en  vertu  de  |  2), 

(y)  F*(*0       V.'1'''       >; 

on  déduit  aussi 

r=:e*F,  d  ou  -r^rr      =£!  \-r^n — r      =° 

da?**  '  \dx>-'<  /„  '  \dx^^1  /o 

on  déduit  alors  de  là  que  la  fonction   F  est  développable  en  série 
et  que  Ton  a 

F  =  i 


on  aurait  aussi 


le  problème  statique  évoque  donc  de  lui-même  les  séries  d'Euler. 
On  est  ainsi  conduit,  par  la  voie  la  plus  naturelle  et  la  plus  simple, 
à  envisager  la  fonction  exponentielle  comme  la  représentation 
anal}  tique  du  groupe  d'équivalence  et  à  fondre,  comme  je  l'ai 
montré  ailleurs,  en  une  seule  étude  :  les  fonctions  circulaires,  la 
Trigonométrie  sphérique,  les  Trigonomé tries  planes  euclidiennes 
ou  non  euclidiennes  et  la  Statique. 


SÉANCE  DU  3  JANVIER  1900. 

PRESIDENCE    DE    M.    VICAIRE. 

La  Société,  réunie  en  assemblée  générale,  procède  au  renou- 
vellement du  Bureau  et  à  l'élection  du  Conseil. 

Elections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,   membres  de  la  Société  :  M.  Blumen- 
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thaï,  présenté  par  MM.  Painlevé  et  Bord;  M.  Breilling-,  présenté 
par  MM.  Blutel  et  Bourlet;  M.  Baire,  présenté  par  MM.  Drach  et 
Borel. 

Communications  : 

M.  Bricard  :  Sur  les  propriétés  métriques  des  correspon- 
dances birationnelles. 

M.  de  Montcheuil  adresse  une  Note  de  quelques  lignes,  dans 
laquelle  il  fait  observer  que  l'on  peut  exprimer  les  coordonnées 
d'un  point  d'une  surface  minima  par  les  formules  suivantes,  qui 
renferment  moins  de  termes  que  celles  de  Weierstrass  : 

oc  —  f'(u)  si ii  u  -hf"(u)  cos  u  -4-/J  (ut)  sintti-f-/J  (u{)  cosui, 
y  =—f'(u)  cos  u  -hf(u)  sin  u  —f[  (iii)  siniii-\-fl(ii])  coswi, 
z  =i[f(u)+f"(u)-+-f\(u1)+f\(ui)]. 


SEANCE  DU  17  JANVIER  1900. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    POINCARÉ. 

Communications  : 

M.  Fontené  :  Sur  V interprétation  géométrique  de  la  condi- 
tion (m)  —  o  pour  un  système  de  deux  coniques  ou  de  deux  qua- 
driques. 

M.  Bricard  :  Sur  les  lignes  triplement  orthogonales. 

M.  Iladamard  :  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles. 

M.  Hadamard  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  intégrales  d'un  système  d'équations  différentielles  ordinaire  s. 
considérées  comme  fonctions  des  données  initiales. 

On  sait  qu'en  1896-189-  M.  Bendixson  ('),  d'une  part,  M.  Pi- 
card (2),  de  l'autre,  ont  démontré,  en  restant  dans  le  domaine  réel 
et  sans  supposer  les  fonctions  données  analytiques,  la  continuité 


(  '  )  Ce  Bulletin,  1896. 

(  -  )   h.VRBoux,  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  t.  IV 
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<i  la  dérivabilité  des  intégrales  d'un  système  d'équations  différen 
1 1<- 1 1 «s  ordinaires  par  rapport  aux  constantes  d'intégration. 

Je  vais  indiquer  ici  la  démonstration  que  j'ai  donnée  dans 
un  cours  professé,  en  1897-1808)  au  Collège  d<-  France  et  qui 
m  a,  d'ailleurs,  d'autre  avantage  que  celui  <!<•  la  simplicité.  Elle 
ne  nécessite,  <•!»  effet,  aucun  algorithme  nouveau,  aucun  calcul 
autre  que  ceux  <|ui  servent  A  prouver  l'existence  même  des  inté- 
grales. 

Cette  existence  est  démontrée,  comme  •  >  1 1  sait,  moyennant  cer- 
taines conditions  d'inégalité  (C)  dans  lesquelles  figurenl  quatre 
constantes  ((,  l>,  /.,  M. 

Supposons  que  les  coefficients  des  équations  différentielles 
données,  ou  les  données  initiales,  dépendent  continûment  d'un 
paramètre  a.  Si,  dans  certaines  limites  de  variation  de  a,  on  peut 
prendre  à,  />,  A',  M  indépendants  de  a,  on  pourra  dire  que  les 
conditions  (C)  sont  vérifiées  uniformément. 

S'il  en  est  ainsi,  les  intégrales  seront  des  fonctions  continues 
de  a.  Cela  résulte,  par  un  raisonnement  bien  connu,  de  ce 
qu'elles  se  présentent  comme  limites  de  quantités  qui  dépendent 
elles-mêmes  continûment  de  a. 

Ceci  suffit  manifestement  pour  établir  la  continuité  des  inté- 
grales par  rapport  aux  données  initiales. 

Pourétablir  la  dérivabilité  de  ces  mômes  intégrales,  considérons, 
par  exemple,  un  système  de  deux  équations  à  deux  inconnues 

(,)  1- 

(  s  =*<*■•**>• 

Supposons  que,  pour  x  =  xQ,  les  inconnues  y  et  z  prennent 
des  valeurs  données  y0,  z0l  fonctions  d'un  paramètre  a,  ces  fonc- 
tions admettant  des  dérivées. 

Pour  établir  qu'il  en  est  de  même  de  y  et  de  z  pour  une  valeur 
quelconque  de  #,  nous  donnerons  à  a  un  accroissement//,  moyen- 
nant quoi  y  et  z  prendront  de  nouvelles  valeurs,  que  nous  dési- 
gnerons par  j' -f- 7,//,  z -+-  £//.  H  s'agit  de  prouver  «pie  t\  et  Ç  ten- 
dent respectivement  vers  des  limites  déterminée-. 
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Or,  si  nous  posons 

(  /,  [f(&>y-i-,nh,z-+-Çh)-rf(xty,z)},  pour  A  ?i£o, 
Fi  x.  y,  z,r\,£,  h)  =  < 

f         ,— +  ÇS,  pourA  =  o, 

l   ^  [?(^5J^-''A~  +  ÇA)  —  çCr,jK,~)|,  pour  //        ... 

$(x,y,z,7i,  Ç,  A)  = 

i  tfcp  de 

f  Tj  -—  +  c  — - ,  i)Our  A  —  o. 

y,  et  v  seront  déterminés  par  les  équations  différentielles 

i    (I  ( 

Considérons  le  système  des  équations  (i)  et  (2)  aux  quatre  in- 
connues y,  s,  rj,  Ç.  On  voit  aisément  que  ce  système  satisfait 
uniformément  aux  conditions  (G),  pourvu  que  les  dérivées  pre- 
mières de  y  et  de  cp  par  rapport  à  y  et  à  z  satisfassent  à  des  condi- 
tions analogues  à  celles  qui  sont  imposées  aux  fonctions  f  el  es 
elles-mêmes,  pour  l'application  du  théorème  d'existence  au  sys- 
tème (1).  L'uniformité  a  d'ailleurs  lieu  dans  un  intervalle  compre- 
nant la  valeur  h  =  o. 

Le  théorème  est  donc  démontré  :  les  quantités  t\  et  Ç  admettent, 
pour  /i  —  o,  des  limites  qui  sont  les  dérivées  de  y  et  de  z  par 
rapport  à  a,  et  ces  dérivées  vérifient  le  système  linéaire 

Zr  =  =  T'  ^  +  "  âz  ' 
M.  P.  Appell  adresse  la  Noie  suivante  : 

Note  sur  les  expériences  du  Commandant  Hartmann. 

Les  remarquables  expériences  du  Commandant  Hartmann  sur 
la  déformation  des  métaux  (')  montrent  que  la  théorie  actuelle 

(  '■)  Hartmann,  Distribution  des  déformations  dans  les  métaux  soumis  à  des 
efforts  {Revue  d'Artillerie,  t.  XLV  et  XLVI;_i8g4-J.8g5  ). 
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de  L'élasticité  esl  Insuffisante  dès  que  les  pressions  <>u  tractions 
deviennent  considérables.  Biles  mettent  en  évidence  ce  fait  que, 
;'i  partir  d'une  certaine  intensité  de  la  pression  <>u  de  la  traction, 
l'écoulement  des  molécules  se  fait  suivant  des  surfaces  dont  le 
plan  tangent  fait,  avec  la  direction  <!<■  l'effort  le  plus  grand,  un 
angle  constant,  caractéristique  <lu  métal  employé. 

Peut-être  pourrait  <>n  faire  la  théorie  de  ces  faits  en  partant  de 
l'idée  suivante,  que  je  soumets  à  la  discussion,  n'ayant  p;is 
actuellement  le  temps  d'en  poursuivre  les  conséquences. 

D'après  la  loi  de  la  distribution  des  efforts  autour  d'un  point, 
donnée  |>ar  Caucliy,  il  existe  en  chaque  point  M  d'un  milieu  trois 
plans  rectangulaires  sur  lesquels  ces  efforts  sont  normaux.  Pre- 
nons ces  trois  plans  pour  plans  coordonnés  et  soienl  n^  n2l  n:i  lc> 
efforts  correspondants;  considérons  la  quadrique  directrice 

n{         n2        /<.{ 

• 

Les  directions  des  axes  sont  les  directions  principales  en  M. 

Sur  un  élément  plan  di,  mené  par  M,  l'effort  est  dirigé  sui- 
vant le  diamètre  conjugué  de  ce  plan  dn  par  rapport  à  la  qua- 
drique (i). 

Ceci  posé,  on  peut  imaginer  que,  par  des  efforts  suffisamment 
grands,  les  molécules  du  milieu  sont  soumises  à  une  sorte  de  frot- 
tement intérieur  qui  fait  qu'elles  ne  glissent  pas  les  unes  sur  les 
autres  tant  que  la  direction  de  l'effort  sur  l'élément  d?  fait  avec  la 
normale  à  cet  élément  un  angle  moindre  qu'un  certain  angle  cp; 
mais  que  le  glissement  se  produit  dans  le  plan  de  l'élément  di 
dès  que  la  direction  de  l'effort,  appliqué  sur  d?,  fait  avec  la 
normale  à  d?  un  angle  supérieur  à  cp. 

Imaginons  alors,  pour  fixer  les  idées,  un  cylindre  soumis  à  une 
compression  uniforme  sur  ses  deux  bases.  En  un  point  quel- 
conque M  du  cylindre  l'une  des  directions  principales  est  sensible- 
ment parallèle  aux  génératrices  du  cylindre.  En  outre,  si  la 
compression  est  grande,  c'est  l'effort  parallèle  à  cette  direction  qui 
est  le  plus  grand  effort  principal  :  en  prenant  un  axe  Mx  parallèle 
aux  génératrices  on  a  donc  pour  l'équation  de  la  quadrique 
directrice  l'équation  (1)  où  n{  est  plus  grand  que  ti2  et  ns. 

Dans  ces  conditions,  au  moment  où  la  compression  commence,  la 
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quadrique  (i)  est  sensiblement  une  sphère*,  les  efforts  sur  les  divers 
éléments  d/i  sont  sensiblement  normaux.  Quand  la  compression 
augmente,  nK  croît  plus  vite  que  n2  et  /i:i  ;  la  quadrique  devient 
un  ellipsoïde  dont  le  grand  axe  est  parallèle  à  l'axe  des  #,  Or,  on 
sait  que  le  plan  diamétral  qui  fait  le  plus  petit  angle  possible  a\<  < 
son  diamètre  conjugué  passe  par  l'axe  moyen,  n2  par  exemple,  et 
fait  avec  le  grand  axe  M #  ou  n\  un  angle  0  tel  que 


tans  6 


v% 


d'ailleurs  l'angle  de  ce  plan  avec  son  diamètre  est 

X  =  20. 

Quand  le  rapport  —  est  voisin  de  i ,  A  est  voisin  de  -  et  aucun 

glissement  ne  se  produit.  Mais  quand  on  augmente  la  compression, 
0  diminue,  ~k  diminue  et  il  arrive  un  moment  où  X  atteint  la  li- 
mite -  —  sp .  Alors  un  glissement  se  produit  sur  l'élément  dn  fai- 
sant avec  la  direction  de  l'effort  n,  un  angle  déterminé 

8  =  -  —  -  cd 
4       2 r* 

On  a  donc  un  écoulement  des  molécules  dans  un  plan  faisant 
avec  la  direction  de  l'effort  un  angle  déterminé.  Une  fois  qu'un 
glissement  se  produit  sur  un  élément,  l'équilibre  est  rompu  sur 
les  éléments  contigus  et  un  glissement  se  produit  sur  toute  une 
surface.  Les  molécules  qui  se  sont  ainsi  écoulées  forment  une  nappe 
d'une  certaine  épaisseur  s  dont  la  cohésion  est  plus  grande  que 
celle  de  la  masse  du  cylindre.  Si  l'on  continue  la  compression,  une 
autre  nappe  analogue  se  produit  dont  le  feuillet  moyen  est  à  une 
distance  au  moins  égale  à  £  du  feuillet  moyen  de  la  précédente. 

Je  ne  me  dissimule  pas  les  objections  que  soulève  ce  raisonne- 
ment ni  les  difficultés  qui  se  présentent  quand  la  quadrique  (i) 
est  un  hyperboloïde,  mais  il  m'a  paru  intéressant  d'attirer  l'at- 
tention sur  celte  question  et  d'indiquer  un  ordre  d'idées  pouvant 
peut-être  donner  la  solution  du  problème. 
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ÉMOIRES  ET  COMM1  NICATIONS, 


SUR  L'INTÉGRALE  RÉSIDUELLE; 

Par  M.   1 1  \i) \ m  \ i;i). 

1.  La  notion  de  ce  que  nous  appellerons  i  '  |  V intégrale  rési- 
duelle «les  équations  aux  dérivées  partielles  linéaires  se  rattache 
au  principe  d*J  fuygens. 

Ce  principe  a  été  entendu  de  façons  diverses  par  les  auteurs  qui 
l'ont  étudié.  //(jhj:M  ..•9Xn9t)  étant  une  intégrale  do  l'équa- 
tion — —  =  a-  \tt  donnée  par  ses  valeurs  et  celles  de  ses  dérivées 
oi-  l 

premières  sur  une  certaine  multiplicité  M,,  à  n  dimensions  [par 
exemple  la  multiplicité  £  =  o,  ou  la  multiplicité/*^,  ,^F2,.,.,^rw)=oT: 
certains  géomètres,  tels  que  M.  Vollerra  (2),  font  consister  le 
principe  d'Huygcns  dans  l'expression  de  u(x{\,  ./:",  .  ,.,xj,  t°) 
(par  une  intégrale  définie)  en  fonction  des  valeurs  que  prennent 

Ou      Ou  du  r  .         n      ,     Ar 

u,  - — >  5 — >  ••  •>  -, —  sur  une  certaine  Jonction  v„  de  M„  :  a  savoir, 

uOC  j       (JJT-2  O.C  ii 

la  région  formée  parles  points  de  M,,  qui  satisfont  à  l'inégalité 
ai (  t  _  *©  y  >  {xx  —  x\  )« h-  (as,  —  x\  y  4- . . . -+-  (xa  —  *•  )«. 

Pour  kirclilioflf,  au  contraire,  de  même  que  pour  M.  Poincaré, 
le  principe  d'Huygens  dit  encore  autre  chose  :  à  savoir  que, 
pour  calculer  m(#J,  x\,  .  .  . ,  a?*,  *°),  il  n'est  pas  nécessaire  de  con- 
naître les  valeurs  de  u,  —  sur  toute  l'étendue  de  P„,  mais  qu'il 

suffit  de  s'être  donné  ces  valeurs  sur  la  frontière  de  Pw,  c'est- 
à-dire  sur  la  multiplicité  à  n  —  i  dimensions,  lieu  des  points  de 
M„  qui  vérifient  V équation 

aî(t—  *©)*  =  {xx—x\  )*+-(x%—  a?S)*-4-...-h(a?Jt—  x%y. 

(')  Cf.  Poincaré,  Propagation  de  la  chaleur,  p,   i5"),  1 56 ;  i8g5. 

(-)  Rendic.  Ace.  Lincei,  5e  série,  tome  I,  p.  161  et  suiv.,  ibid.,  260  et  suiv., 
1892;  Aela  mathematica,  tome  XVIII,  p.  161  ri  suiv.:  1894. — M.  Duhem  (  Hy- 
drodynamique, élasticité,  acoustique,  t.  II)  s'était  déjà  placé  à  un  point  de 
vue  un  peu  analogue.  Voir  aussi  Coulon,  Procès-verbaux  de  la  Société  des 
Sciences  physiques  et  naturelles,  Bordeaux,  1898  1899,  I 

xxviii.  5 
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C'est  ce  dernier  point  de  vue  que  nous  adopterons.  D'après 
cela,  au  lieu  que  les  formules  de  M.  \  olterra  ( '•)  sont  considérées 
par  leur  auteur  comme  démontrant  lé  principe  d'Huvgens  dans 
tous  Jes  cas,  ces  mêmes  formules  démontreront,  pour  nous,  que 
ce  principe  est  vrai  pour  n  impair  et  faux  pour  n  pair. 

Au  sens  de  M.  Vol  terra,  le  principe  d'Huygens  semble  être 
une  propriété  générale  des  équations  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles. Au  sens  où  nous  l'entendons,  c'est,  au  contraire,  un  ca- 
ractère très  particulier  de  l'équation  du  son.  L'équation  des  ondes 
cylindriques,  l'équation  des  télégraphistes  ne  présentent  pas  ce 
caractère,  comme  on  le  sait  :  si  un  plan,  dont  les  mouvements  sont 
régis  par  l'équation  ('-) 

1$  ~a~  \^  +  dy*)' 

est  en  repos  pour  t  =  o,  à  l'exception  des  points  d'une  aire  dé- 
terminée S,  non  seulement  un  point  extérieur  à  S  entrera  en 
mouvement  à  partir  du  mouvement  où  il  sera  atteint  par  l'onde 
provenant  du  mouvement  de  S,  mais  encore  après  le  passage  de 
cette  onde,  il  ne  reviendra  plus  au  repos.  L'équation  du  nouveau 
mouvement  que  prennent  ainsi  les  points  successivement  dépassés 
par  l'onde  est  Y  intégrale  résiduelle  de  l'équation  des  ondes  cy- 
lindriques. C'est  celte  intégrale  résiduelle  qui  s'annule  identique- 
ment dans  le  cas  des  ondes  sonores  splicriques,  d'après  le  principe 
d'Huygens. 

Il  serait  intéressant  de  déterminer  toutes  les  équations  aux- 
quelles le  principe  d'Huygens  s'applique.  J'ai  jugé  utile  de 
commencer  par  l'étude  de  l'intégrale  résiduelle  dans  le  cas  le  plus 
simple  possible,  celui  de  deux  variables  indépendantes. 

1. 

2.  Prenons  l'équation  linéaire  à  deux  variables  indépendantes 
et  à  caractéristiques  réelles  sous  la  forme 

<r-  z  à  s       .  oz 

( , )  - — —  -ha-    -h  0 --  +  cz  =  o. 

v    }  t)x  ùy  O.r  &y 


(')  Iiendic.  Ace.    Lincei  | /oc.  cit.,  p.  166-168,  formules  (A),  (1$),  (D),  1  E), 

(A.),  (BJ,  (DJ]. 

(-)  Il  est  bien  entendu  que,  ici,  nous  supposons  celle  équation  vérifiée  dans 
tout  le  plan  cl  constamment.   Voir  plus  loin  n"  8. 
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Les  valeurs  <!<•  s  <'i  de  s<'>  dérivées  premières  étant  données  sur 
un  arc  \B  (  fis*  i  I  qui  n 'esl  coupé  en  plus  d'un  poinl  par  aucune 
parallèle  à  l'axe  <l«'s  ./•  m  par  aucune  parallèle  à  l'axe  des  r,  la 
fonction  s  esl  déterminée,  comme  on  sait,  dans  le  triangle  nnxii- 


N  B 


ligne   \BC  formé  par  l'arc  AB  eL  les  parallèles  menées  par  le  poinl 
\  n  Taxe  des  .r,  par  le  poinl  B  à  l'axe  des  y. 

Nous  allons  supposer  qu'il  existe  sur  AB  deux  points  a,  |iJ  (le 
second  étant  plus  près  de  B  que  le  premier)  tels  (juc  les  valeurs 
données  de  3  et  de  ses  dérivées  soient  nulles  sur  tout  l'are  A  a  et 
sur  tout  l'arc  [3B. 

Sur  l'an;  a[J,  au  contraire,  ees  valeurs  seront  quelconques,  sous 
la  seule  condition  d'être  nulles  en  a  et  [j,  afin  que  la  continuité 
soit  respectée  aux  dérivées  du  second  ordre  près. 

Dès  lors,  si,  par  les  points  a,  fi,  nous  menons  des  parallèles 
aux  axes,  ces  droites  diviseront  le  triangle  mixtiligne  ABC  en 
trois  sortes  de  régions  : 

i°  La  région  comprise  entre  les  parallèles  menées  par  a,  J3 
;i  l'axe  des  a?,  et  celle  qui  est  comprise  entre  les  parallèles  menées 
par  les  mômes  points  à  Taxe  des  y  (régions  ombrées  sur  la  figure). 
2°  Les  régions  extérieures  aux  premières,  à  savoir,  celles  qui 
comprennent  respectivement  les  points  A  et  B,  et  qui  sont  nu- 
mérotées 1  et  2  sur  la  Jig.  i.  Dans  ces  régions,  la  ("onction  z  est 
manifestement  nulle. 

3°  La  région  comprise  entre  la  parallèle  à  l'axe  des  x  menée  par  a. 
et  la  parallèle  à  Taxe  des  y  menée  par  3,  et  telle  qu'il  soit  impos- 
sible de  passer  de  cette  région  à  Taie  AB  sans  traverser  les  régions 
ombrées;  région  numérotée  3  sur  la  fig.  i,  et  que  l'on  peut  con- 
sidérer comme  caractérisée  par  ce  fait  que,  si  de  l'un  quelconque 
O   de  ses  points,   on  mène   des  parallèles   OAI,  ON  aux   axes  de 
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coordonnées,  jusqu'à  rencontre  en  ]\J.  N  avec  AH,  les  deux  points 
M  cl  N  comprennent  entre  eux  l'arc  aj$. 

C'est  la  fonction  z  considérée  dans  cette  dernière  région  <|ui 
constitue  Vifitégrale  résiduelle, 

3.  Le  type  le  pins  simple  de  mouvement  dans  lequel  le  repos  se 
rétablit  après  le  passage  de  l'onde  est  évidemment  fourni  par  le 
problème  des  cordes  vibrantes,  lequel  se  ramène  à  l'équation 

(a)  a     r=(K 

o.v  vy 

IL  ne  faudrait  pas  croire,  cependant,  que,  dans  ce  cas,  l'inté- 
grale résiduelle  soit  identiquement  nulle.  Pour  l'équation  (2), 
V intégrale  résiduelle  est  une  constante,  en  général  différente 
de  zéro  (•).  11  suffît,  pour  le  voir,  de  prendre  l'intégrale  générale 
sous  la  forme  connue 

N  M 


A  '-  A 


(où,  bien  entendu,  M  et  N  désignent,  comme  tout  à  l'heure,  les 
points  d'intersection  de  l'arc  AB  avec  les  parallèles  aux  axes  me- 
nées  par   le  point  quelconque  O).   Si  les  points    M   et  N  com- 

.  Q  <)z      ùz        .  . 

prennent  entre   eux  Je   segment  ajj  et  que  z,  — ->  —  soient  nuls 

sur  Aa,  [3B,  la  formule  précédente  se  réduit  à 

Ja     àx 

c'est-à-dire  à  c0=const.,  comme  nous  l'avions  annoncé,  Cette 
constante  n'est  d'ailleurs  évidemment  pas  nulle  en  général.  Nous 
verrons  d'ailleurs  que  l'intégrale  résiduelle  ne  peut  cire  identi- 
quement nulle  pour  aucune  équation  de  la  forme  (1). 

4.   Nous  sommes  dès  lors  amenés  à  chercher  pour  quelles  équa- 
tions l'intégrale  résiduelle  est  de  la  forme 

(3)  C|"\  1+  C2V.2-t-. .  . -f"  C,,\  /(. 

V,,  Va,  ...,  Vp  étant  seuls  fonctions  de  .r  et  de  y.  tandis  que  C,. 

(')  Sur  cette  contradiction  apparente,  voir  plus  loin,  n°  13. 
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Ca Cm  dépendenl  uniquemcnl  <lr  la  distribution  des  valeurs 

données  sur  l'arc  *fi. 

Plus  généralemenl  encore,  proposons-nous  <!<■  trouver  dans 
quels  cas  l'intégrale  résiduelle  satisfait  à  une  ou  plusieurs  équa- 
tions linéaires  distinctes  de  L'équation  proposée  (\)  et  <l<:  ses 
dérivées.  Cette  question  comprend  évidemment  la  précédente 
comme  c;is  particulier  :  car,  étant  donnée  ane  expression  du 
tvpe  (3),  «ni  peut  toujours  trouver  un  système  d'équations 
linéaires  aux  dérivées  partielles  donl  elle  soil  l'intégrale  générale. 

La  réponse  à  une  telle  question  est  aisément  fournie  par  la  for- 
mule fondamentale  (•  ) 

(  'm  +  Jn  TN  I  i  /    àzx  du\~\ 

où  u(x,y<  x^yt)  est  la  fonction  de  Riemann  définie  par  les  pro- 
priétés  suivantes  : 

I .  Considérée  comme  fonction  des  coordonnées  x,y  du  point  O, 
elle  vérifie  l'équation  proposée; 

II.  Considérée  comme  fonction  des  coordonnées  x{ ,  y(  d'un 
point  P  (lequel,  dans  la  formule  précédente,  décrit  Tare  MN), 
elle  vérifie  l'équation  adjointe; 

III.  Lorsque  x  est  égal  à  x{ ,  on  a 

-f1' 

(5)  m(#|,  7,  xu  yO  —  e  J>   «<*iO  <*J 

et,  lorsque  y  es!  égal  à  rt , 

_f''' 

(6)  "<r,.7i-  ''i  J'i  »  —  e  •  '■»■  '>'■>■  y  S  <'■<■. 


(  ■  )  DarboUX,  Leçons  suc  la  théorie  des  suc/aces.  Tome  II,  Liv.  l\.  Cbap.  IV, 
n°  358.  Vous  appelons  ici  x,  y,  a?,,  yl}  respectivement,  les  quantités  qui  sonl 
désignées,  à  l'endroit  <iir,  par  ./•„.  r„,  ./■.  y.  Quant  à  st,  a,,  6,,  ils  représentent 
les  valeurs  que  prennent  z.ti.h.  lorsqu'on  remplace  or,   y  par  xv  yv 
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Dans  le  cas  de  l'intégrale  résiduelle,  la  formule  i  j)  se  réduit  à 

.3 


(O 


•   a  '   > 


4Ki 


k) 


'/'l 


r  i  /    dzx  du  \ 

—     hx  uzx  -4-  -    // :|  — 

2\      0.rx  <hr{ 


<l.. 


Nous  avons  à  rechercher  si  la  fonction  ainsi  obtenue  de  ./ .  y 
vérifie  une  équation  Linéaire 


(7) 


01"  V  Z 


Vi  .  oi"  v  ; 

(  .)  =  2,  A „(*,*)  3 3— 7 


—  (). 


Si   l'on  observe   que  l'expression   de  §{z)   se  déduit  de  la   for- 
mule (4')  par  des  différen  dation  s  sous  le  signe   /?  il  esi  clair  que 


l'on  aura 


(8) 


en  posant 


13 
JiZ)^l         \a®ZV-+--     <l> — -    —  z, 


h  d>  s  | 


0.ri  '  d 


,/r, 


4>(a?,  y,  xx,yi)  =  §{u). 


Or,  sur  l'arc  ajj,  —  sous  la  simple  condition  de  s'annuler  aux 

dz  i      dfo  i 


extrémités, 


z-\  et  l'une  des  deux  dérivées  ^p->  ~- ^  sont  arbi- 

d#,     éyi 

traires.  Donc  l'équation  (8)  ne  peut  avoir  lieu  identiquement  ('  ) 
que  si  l'on  a,  sur  aj3, 


(9) 


* 


5.  La  condition  précédente  ne  semble  démontrée  que  pour  les 
positions  du  point  (x,,^,  )  situées  sur  l'arc  a[3[le  point  x,y  étant 
quelconque  dans  la  région  (3)].  Mais  il  est  aisé  de  voir  qu'elle 
doit  encore  être  remplie  quelle  que  soit  la  position  du  point 
(xt,y{)  dans  le  rectangle  qui  a  ses  côtés  parallèles  aux  axes  et 
dont  deux  sommets  opposés  sont  en  a,  ri. 


(')  D'après  des  considérations  classiques  de  calcul  des  variations,  la  conclu- 
sion subsisterait  si  l'on  imposait  à  zt  et  à  ses  dérivées  on  a  et  en  j£,  de-  condi- 
tions de  continuité  plus  restrictives,  toiles  que  la  continuité  des  dérivées  jusqu'à 
un  ordre  quelconque  />. 


/.» 


Remplaçons,  en  effet,  l'arc  considéré  \  v.  I  *  ^  I  >  par  un  autre 
arc  A.aP'ÔB  (satisfaisant  à  la  même  condition  de  n'être  rencon- 
tré qu'une  lois  par  les  parallèles  aux  axes)  qui  passe  égale  m  en  I 
.iu\  points  y,  [jj  <  arc  représenté  en  traits  interrompus  sur  la  Jig.  2). 
I  ne  fonction  '/.  solution  de  l'équation  I  1  j,  différente  de  zéro  sur 

1  ._•.  ■. 


l'arc  aPp  et  nulle  sur  le  reste  de  l'arc  A  aP P  B,  esl  aussi,  d'après  les 
théorèmes  généraux,  différente  de  zéro  sur  Tare  aP'p  et  nulle  sui- 
te reste  de  l'arc  AaP'jiH,  et  inversement.  Donc  la  condition  •<  g  1 
doit  être  vérifiée  aussi  bien  sur  l'arc  ocP';3  que  sur  Tare  aP(3. 

Il  est  d'ailleurs  aisé  de  retrouver  le  même  résultat  directement  : 
car  pour  entraîner  la  relation  (8),  il  faut  que  l'on  ait,  pour  toutes 
les  positions  du  point  P  sur  l'are  a43,  non   seulement  (I>  =0,  mais 

encore 

o<\> 


<Jj-\ 


—  o. 


Or  4>,  considéré  comme  fonction  de  .r,,  jr,,  vérifie  manifeste- 
ment, aussi  bien  que  u9  l'adjointe  de  l'équation  (1).  Donc  il  est 
nul  dans  tout  le  rectangle  que  nous  avons  défini  tout  à  l'heure. 

Nous  admettrons  que  la  relation  <P  =  o  a  lieu  pour  toutes  les 
positions  du  point  (x,  y)  comme  du  point  {xt ,  r,  )  dans  Taire  A.BC. 
C'est  ce  qui  arrive  évidemment  si  les  coefficients  de  l'équation 
donnée  sont  analytiques  (' ). 

6.  Nous  avons  donc  à  rechercher  dans  quelles  conditions  la 
fonction  u  peut  être,  quels  que  soient  ./',  y,  une  intégrale  de 
l'équation  (7). 

Or,  il  résulte  des  raisonnements  présentés  dans  les  Leçons  sur 
lu  théorie  des  surfaces  de  M.  Darboux  t  -  )  que,  parmi  les  înlé- 


(  ')  Il  est  maintenant  évident  ([tic  l'intégrale  résiduelle  ne  peut  être  identique- 
ment nulle,  -.ni>  quoi  il  en  serait  de  même  pour  la  fonction  a,  ce  qui  esl  absurde. 
(-)  T. .me  II.  Liv.  IV,  Chap.  VIII,  n°  iOO,  1».  i:>-i:(>- 
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grales  communes  aux  équations  (i)  et  ("),  il  n'y  en  a  qu'un 
nombre  fini  de  linéairement  indépendantes,  à  inoins  que  la  suite 
de  Laplace  relative  à  l'équation  (i)  ne  soit  limitée  au  moins  dans 
un  sens. 

Les  équations  pour  lesquelles  la  suite  de  Laplace  est  limitée 
dans  un  sens  constituent  une  première  solution  du  problème. 
Si,  en  effet,  on  prend  une  telle  équation  sous  la  forme 


d*z         d\ogïJp-t  dz       dlogll,,  dz        dlogHp  dlogH^, 


dx  dy 


dy 


dx 


dx 


i)y 


dx 


dy 


z  =  o, 


el  son  intégrale  générale  sous  la  forme 


(IO)     z  =    D.t.  (0,  a,  - 


0% 


(>•) 


0 

7. 

dd 

~à~y 

(//'-'a 

Oy/'-l 

dP-i a\ 

dx 

00L 

dx 

d*a 

OPa. 

Ox  dy 

dx  dy/'~l 

dyi'-i)  " 

dP% 
dxP 

di'x. 
dxP 

dxi'  dy 

dip-ia 

ùxP  dy/'-1 

0  =  X  -+- 

/"Y. 

dy, 

les  notations  étant  celles  du  n"  380  (t.  Il,  p.  127)  de  l'Ouvrage 
cité  de  M.  Darbonx,  on  verra  que  l'intégrale  u  de  Riemann  s'ob- 
tient en  prenant  pour  Y  la  valeur  zéro  et,  pour  X,  une  combi- 
naison linéaire  (à  coefficients  indépendants  de  x)  des  fonctions 


aO>ji), 


d%(x,y{)        d*a.(xtyA) 


()y\ 


ày\ 


dPJx^Yi) 
dyP 


telle    que  X  et  ses   p —  1    premières   dérivées    s'annulent    pour 

x  =  xly  la  nieme  dérivée  étant  éçale  à  — ; 

r  b  Up-i(xuyi) 

Dès  lors,  m  est  delà  forme  AX-r-BX/H-...  +  LX(^,  où  A,  B,...,L 
sont  des  fonctions  parfaitement  déterminées  de  x  et  de  y  :  il 
satisfait,  par  conséquent,  quels  que  soient  #t,  y,,  à  une  équation 
de  la  forme 


X 


// 


«     du  ,  dP+*u 

A,    -         f-..  .4-  kp+i     = 


dy  '     '  i)yi'    1 

où  X,  Xn  .  .  .,  A,,,  ,  sonl  des  fonctions  de  ->\   1  . 
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7.  Ce  premier  <m^  écarté,  nous  Bavons  <|u«'  toutes  les  inté- 
grales communes  aui  équations  i  i)  et  (7)  doivent  être  des  combi- 
naisons linéaires  d'un  nombre  fini  d'entre  elles  et  <|u<\  par  con- 
séquent, la  fou  ci  ion  //  csi  de  type  (3),  Ct ,  C2,  . . • f  Cp  étant  des 
fond  ions  de  ./', ,  1  , . 

(  .Ysi  ce  qui  a  lieu  pour  les  équations  à  suite  de  Laplace  se 
terminant  dans  lesdeux  sens.  Si,  en  effet,  dans  tes  formules  du 
numéro  précédent ,  on  prend  (  '  ) 

a  -   \  j  T]  [  -+-  \  .>  r,  .1  -f- .  .  .  -+-  X  m  f,  m  i 

\,,  \2,  .  ..,X„,  étant  des  fonctions  de  ./•,  pondant  (|tic  r(,,7l2,  ..., 
T\m  sont  des  fondions  do  y,  il  est  clair  que  8  devient  une  combi- 
naison linéaire  dcX,,  X.,,  ...,  \„n  les  coefficients  étant  fonc- 
tions de  xK ,  yK .  Donc  «est  une  combinaison  linéaire  (2)  des  in- 
tégrales que  l'on  obtient  en  remplaçant,  dans  la  formule  (10), 
0  successivement  par  X,,  X2,  .  .  . ,  XTO. 

Je  dis  que  ces  équations  sont  les  seules  qui  répondent  à  la 
question. 


(')  Darbodx,  toc.  cit.,  n"  382.  Nous  avons  remplacé  les  lettres  r,,  x2,  ...,  xm 
par  \,,  \_,,  ...,  \m  et,  de  même,  nous  remplaçons  ci-dessous,  les  lettres  yx, 
}'■: >r,n  Par  Y„  Y2,  ...,  Yw. 

(2)  Si  nous  partons  de  l'expression 


M 


X       X' 

x,    x', 


X(0     V       Y' 

v(/)     y       y' 
m        •  1       '  1 


Y</) 
1  1 


X        Y 


U) 


V„,     Y'„, 


■'./) 


de  l'intégrale  générale  (Darboux,  toc.  cit.,  n°  3'jO,  formule  65,  p.  48),  la  fonc- 
tion u  s'obtient  en  remplaçant  X  par  >.,  X,-f- a,  \,4-.  .  .-i-X„t  \„,ct  Y  par  o,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  X  par  o  et  Y  par  —  (\  Y, -»- a,  Y2+ . . . -r- \„Ynl)  ;  les  X 
étant  déterminés  par  les  conditions 


\ 

x, 

H-  • 

.•H-^mXM         =0 

\ 

X'i 

H-  • 

..+^fnX'm       =0 

\ 

xr 

l,-r-  • 

.r+Ufr,,  =  « 

\ 

v, 

-h  . 

..+^Ym       =o 

>  pour  x  =  .r,, 


pour  y      y 


>M    '    I  -..   —   A,„  1  //,  O 

et  par  l'équation  qui  exprime  <|ur  u  =  i   pour  .r       ./-,.  r  ~  .)> 


G'esl  ce  que  l'on  démontrera  en  substituant  l'expression  (3) 
dans  les  équations  (5)  et  (6).  La  première  donne 

(;,(./•,. jr,  )\i{xi%y)  •:    C2(#i,7i  )V2(a?j,^)  -i-. . . 

+  C/A.r1^KljV/,(^1,<r)-^-'"U''"J'/v. 

Le  second  membre  étant  évidemment  le  produit  d'une  fonc- 
tion de./1,,  y  par  une  ('onction  de  X{)  yu  cette  équation  prouve 
qu'il  existe  une  relation  à  coefficients  indépendants  de  y  entre 
les  fonctions  V,,  V2,  ...,  Y,,  et  e  J"(/-y.  Il  en  exisle  même,  en 
général  ('),  plus  d'une,  de  sorte  que  l'on  peut  éliminer  l'exponen- 
tielle et  écrire,   entre  les  intégrales   \(,  V2l   ...,   V«  là  relation 

(!•/)  X.1Vi(a?,7)-f-X2V2  h...H-X/lV^  =  oJ 

où  les  \/  sont  des  fonctions  de  x.  De  même,   l'équation  (6)  nous 
donnera  la  relation 


(i3) 


Y1V1(a7,7)H-Y2\ 


.+-Y,,V,, 


à  coefficients  constants  dejy. 

Or,  d'après  un  théorème  de  M.  Goursat  (*-),  la  relation  (12) 
entraîne  la  limitation  de  la  suite  de  Laplace  dans  un  sens,  et 
l'équation  (i3),  la  limitation  de  la  même  suite  dans  le  sens  oppose. 

La  question  que  nous  nous  étions  posée  est  donc  complètement 
résolue  :  la  réponse  est  fournie  par  les  équations  pour  lesquelles  la 
suite  de  Laplace  se  termine,  soit  dans  un  sens,  soit  dans  les  deux. 


II. 


S.  Le  problème  de  la  propagation  du  son  dans  un  indien  lumtc 
est  différent  de  celui  dont  nous  venons  de  parler,  et  le  principe 
d'1  lu vgens,  sous  la  forme  considérée  dans  ce  qui  précède,  ne 
sv  applique  pas. 

Considérons,  par-  exemple,   une  sphère  solide  plongée  dans  un 


(')  Le  seul  cas  d'exception  est  celui  où  les  rapports  mutuels  des  Cv  seraient 
fonctions  de  x{  seul.  Il  se  traiterait  par  les  mêmes  considérations  et  ne  condui- 
rait à  rien  de  nouveau. 

(-)  Leçons  sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre,  tome  II.  pages  21-28. 
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^;i/.  indéfini  et  donl  le  rayon  est  soumis  à  des  oscillations  1res 
petites  pendant  que  le  centre  ne  varie  pas.  S  il  \  avail  repos  jus- 
qu'à l'origine  < I <*s  temps,  ci  <j u*-,  après  l'instanl  /  0,  la  sphère 
revienne  au  repos  pour  \  rester  indéfiniment,  on  sait  (*)  que, 
après  le  passage  des  ondes  «'-mises  pendant  les  intervalles  <l<-  temps 
compris  entre  <>  el  0,  il  s'établit  un  mouvement  résiduel  en  gé- 
néral (I iflférenl  de  zéro. 

Il  n'j  a  là  aucune  contradiction  avec  les  remarques  que  nous 
avons  rappelées  en  commençanl  :  il  faul  tenir  compte,  en  eflet, 
(rime  part,  de  ce  que  l  équation 

Mil  ~         a*  Lu 

n'est  vérifiée,  celle  lois,  (pie  dans  une  partie  do  l'espace,  à  savoir 
colle  qui  est  extérieure  à  la  sphère  puisante;  d'autre  part,  que, 
sur  la  surface  limite,  les  conditions  données  ne  sont  pas  celles 
que  suppose  la  formule  de  KJrchhoff. 

Celle-ci,  en  elfet,  est  relative  au  cas  où  l'on  considère  une  fonc- 
tion a  satisfaisant  à  l'équation  (i4)  dans  un  domaine  sur  la  fron- 
tière duquel  on  se  donne  les  valeurs  de  u  et  eelles  do  ses  dérivées 
premières,  en  mémo  temps  qu'on  se  donne  les  mêmes  quantités  à 
l'origine  des  temps. 

Or,  dans  le  problème  des  petits  mouvements  d'un  gaz  limité 
par  des  parois  solides  mobiles,  ce  n'est  point  ainsi  que  les  choses 
se  passent.  La  fonction  u  (potentiel  des  vitesses)  est  bien  donnée, 
ainsi  que  ses  dérivées,  dans  tout  le  domaine  considéré  \),  pour 
t  =  o;  mais  on  ne  donne  que  sa  dérivée  normale,  sur  la  frontière 
de  D,  pour  t  >>  o. 

En  fait,  si  l'on  se  donne,  pour  l  =  o,  les  valeurs  d'une  inté- 
grale u  de  l'équation  (i/\)  ainsi  que  celles  de  sa  dérivée  par  rap- 
port à  /,  on  ne  peut  plus  donner  arbitrairement,  sur  la  frontière  F 
de  D,  pour  L  >  o,  que  les  valeurs  de  la  fonction  //  elle-même  ou 
celles  de  sa  dérivée  normale. 

Que  le  problème  ainsi  posé  no  puisse  admettre  plus  d  une  solu- 
tion, autrement  dit,  que  Ton  trouve  nécessairement  u  =  <>  lorsque 


(')   Voir  Diiii.m.  Hydrodynamique,  élasticité,  acoustique,    tome  I    Ch.   XII, 
pages  {35-33". 
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les  données  initiales  et  Limites  dont  nous  venons  de  parler  sont 
nulles,   c'est  ce  que  Ton  voit   aisément  en  considérant  L'intégrale 

dont  la  dérivée  par  rapport  à  t  est 


J  J  J  l      \àx  dxdt 


ou     Ou 


Ou    0-  u 


Ou  O2  u 


dx  dy  dz 


Oy  Oyat        Oz    dzdtj         01     0/ 

— /X-S=*-//jCS(£-H**"fc- 

et  qui,  par  conséquent,  est  constamment  nulle  si  elle  est  nulle  ini- 
tialement et  si  l'on  a,  sur  la  frontière,  l'une  des  deux  conditions 


u  =  o, 


OH 


du 
du 


C'est  également  ce  qui   résulte  de  l'introduction  des  fonctions 
fondamentales  (')  U/  (r=  i,  a,  •• .,  oo.)  telles  que  l'on  ait 

AU;+/i7l)/  =  o  dans  D,         U/=o  sur  F, 

car  alors,  moyennant  la  condition  u  =  O  (sur  F),  l'intégrale 


satisfait  à  l'équation 


-m- 


U/  dx  dy  dz 


d*lt 
dt* 


=  -k,a*\i 


et,  par  conséquent  (en  vertu  des  conditions  initiales),  est  cons- 
tamment nulle,  quel  que  soit  i;  ce  qui  ne  peut  se  faire  que  pour 
il  =  o. 

Pareil  raisonnement  s'appliquera  d'ailleurs   évidemment   si    la 

donnée  à  la  frontière  est  -7-  =  o. 

du 

On  voit  que,  dans  ces  deux  questions,  on  retrouve  une  analogie 
partielle  avec  ce  qui  se  passe  dans  le  cas  des  équations  à  caracté- 
ristiques imaginaires.    Une  conséquence  de  cette  analogie  est  que 


(')    Poincaré,    f.crons  sur  la  propagation  de  la  chaleur:    Le  Roy,    Thèse, 
.">"  Partie,  Chap.  II. 
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l,i  solution  <l<-  ces  questions  est,  sans  aucun  doute,  beaucoup  plus 
difficile  que  celle  des  problèmes  <>ù  l'on  peul  se  donner  la  fonc- 
tion h  el  ses  dérivées.  En  effet,  au  lieu  que  cette  dernière  solu- 
tion peut,  comme  le  montrenl  la  formule  d<-  K.irchhofF  el  la 
formule  précédemmenl  rappelée  de  Eliemann,  se  développer  indé- 
pendamment de  la  forme  des  domaines  considérés,  l'étude  des 
questions  dont  il  vient  d'être  parlé  doit  dépendre  essentiellement 
de  la  forme  du  domaine  I ). 

\).  Les  circonstances  signalées  au  numéro  précédent  tiennent 
manifestement  à  ce  que,  dans  l'espace  à  quatre  dimensions  lion 
du  point  u\  r,  z,  t),  le  domaine  (D,  /  =  o)et  le  domaine  (F,  t  >•  o) 
peuvent  être  coupés  par  une  même  droite  parallèle  à  une  généra- 
trice cl  11  cône 

xt+.yZ+   -2  -  ,,2/2. 

Pareil  fait  se  présente,  dans  les  équations  à  deux  variables  in- 
dépendantes, lorsque  la  courbe  le  long  de  laquelle  on  entend  se 
donnei*  l'inconnue  et  ses  dérivées  est  coupée  en  pins  d'un  point 
par  des  caractéristiques.  On  sait  ('  )  (pic,  dans  ce  cas,  on  ne  peut 
pas  prendre  arbitrairement  ces  différentes  données  tout  le  long 
de  la  courbe. 

Par  contre,  il  est  aisé  de  voir  que  si  A  est  le  point  [point  an- 
guleux {fig>  3)  ou  point  à  tangente  caractéristique]   qui    divise  la 


courbe  en  deux  parties  AB,  AC  telles  que  chacune  d'elles  ne  soit 
rencontrée  qu'en  un  point  par  les  caractéristiques,  on  peut  se 
donner  la  fonction  inconnue  z  ainsi  qu'une  dérivée  partielle  sur 
Y  un  des  arcs  AB,  AG,  et  z  seul  sur  l'autre  (-). 


(')  Picard,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  i.  XXIII,  p.  i5o. 
(  -  )  On  suppose,  bien  entendu,  que  les  valeurs  de    z    au    point   A    concordenl 
entre  elles  ainsi  que  les  deux  valeurs  de  sa  dérivée  suivant  l'arc   VC. 
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Car,  L'équation  étant  supposée  prise  sous  la  forme  (i)  el  la 
direction  des  caractéristiques  qui  rencontrent  à  la  (ois  AB  et  AC 
étant  celle  de  Taxe  des  x  (fig>  3),  la  donnée  de  z  et  «le  ses  déri- 
vées sur  AH  fait  connaître  s  sur  la  parallèle  AA'  menée  à  l'axe 
des  y  par  le  point  À.  On  est  donc  ramené  à  trouver  l'intégrale 
qui  prend,  sur  A  A'  et  sur  \(l,  des  valeurs  données.  M.  Picard  a 
démontré  (')  que  ce  problème  est  possible. 

La  solution  est  (railleurs  unique.  C'est  ce  que  l'on  peut  voir 
de  la  manière  suivante  :  Soit  z  une  intégrale  qui  s'annule  sur  A  V 
et  sur  AC.  Il  s'agit  de  démontrer  que  ■:  est  identiquement  nul 
dans  le  triangle  mixtiligne  AA'C  formé  par  les  deux  lignes  précé- 
dentes et  la  parallèle  à  l'axe  des  x  menée  par  le  point  C  {fig>  •>)• 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  point  A,  et  soit  ©,  la 

,   •        |  ,  ,      i    /àzi  dxx  àzx\  ,,  .  n   .    s    ( 

série  des  valeurs   de  -     -r ,—  - —     sur  1  arc  A(w  -  )     ou,  ce 

2  \àji  dyx   dxxJ  x    '    \ 

qui  revient  au  même,  la  série  des  valeurs  de  — — >  puisque,  sur  cet 
aie,  dzK  =  o  ) •  La  formule  (4)  donne  ici 

(i5)  s  =    /     uytdyt\ 

«Al 

et,  puisque  z  est  nul  sur  AA',   on    a,   pour  toute  valeur  dey  com- 
prise entre  o  et  la  valeur  de  ro  qui  correspond  au  point  A', 

o  =    /     u(o,  y,  xu  yi)<fidyi. 

Multiplions  par  'l(y)  dy  et  intégrons  de  o  à  j-0  ;  il  \ienl 

l    °  =   /      Hy)<ty  /     u(o,  y,xliyl)^idyi 
=*   /      «i<0'i   j       ty(y)  u(o.y,  .r,.  yOdy. 


(')  Noie  Sur  tes  méthodes  d'approximations  successives  dans  ta  théorie  des 
équations  différentielles,  n°  5,  in  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces, 
t.  IV,  pages  36 1 ,  36a. 

( :  )  ./-,  esi  ici  une  fonction  de  v,  donnée  par  l'équation  de  la  courbe. 
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Or  nous  pouvons  nous  arranger  de  manière  que  la  quantité 

(  i;  »  I      <|/(j  )u\  o..r,  ./-,,)■,  )dy 

soit  une  fonction  donnée  quelconque  F  d<-  r,  |  pourvu  que  F(  r0  j 
son  nul].  B«n  effet,  nous  savons  < 1 1 1  1 1  existe  au  moins  une  solu- 
tion v  de  l'équation  adjointe  qui  s'annule  sur  \'C  et  prend  en 
chaque  poinl  Mi./, .  r,)  de  l'arc  ^.C  la  valeur  F(yt),  Pour  cette 
fonction  r,  considérée  dans  1<-  rectangle  à  côtés  parallèles  aux  axes 
qui  a  pour  sommets  opposés  V,  M,  la  formule  (16  I  du  Livre  IV, 
Ch.  IV  (t.  Il,  p.  80)  des  Leçons  de  M.  Darboux  devient  évidem- 
ment 

ce  (jtii  montre  que  l'intégrale  (17)  esl  égale  à  V(v\  )  lorsqu'on 
prend 

Dès  lors  l'équation  (16)  n'est  possible  (puisque  F  est  arbitraire) 
que  pour  ©<  =  o.   La  formule  (i5)  donne  bien  alors 


iSoLre  conclusion  est  donc  démontrée.  Le  raisonnement  précé- 
dent montre  même  que,  une  fois  connue,  la  solution  du  pro- 
blème pour  la  courbe  AC,  la  droite  A'C  et  r  équation  ad- 
jointe, on  peut  en  déduire  la  solution  du  même  problème  pour 
la  courbe  AC,  la  droite  AA'  et  V équation  proposée.  Car  il 
résulte  de  ce  nous  avons  dit  tout  à  l'heure  que  ce  problème  se 
réduit  à  déterminer  la  fonction  cp,  par  la  condition  que  l'intégrale 


.( 


m  o1y,xl,yl  )<p,  dy\ 


soit  une  fonction  donnée  de  y.  Or,  si  nous  savons  résoudre  le 
problème  pour  la  courbe  AC.  la  droite  A'C  et  l'équation  adjointe, 
nous  pourrons  (ainsi  que  nous  venons  de  le  voir  également)  cal- 
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(•nier,  à  l'aide  de  celle  condition,  l'intégrale 

•     0 

quelle  que  soil  la  fonction  F,  pourvu  qu'elle  soil  nulle  en  C.  Il 
suffira  alors,  pour  déterminer  o,  en  un  point  quelconque  (x\,,y\) 
de  l'arc  AC,  de  remplacer  F  par  [jJ^V  !J'V|~V|2  et  de  passer  à  la 

limile  pour  ku  =  cc.   On  aura    ainsi    la  valeur  de  y'dF(jr\')9i{y\')* 

10.  Nous  avons  dit  que  la  solution  du  problème  ainsi  posé 
devait  dépendre  de  la  forme  des  domaines  où  on  l'étudié.  C'est 
ce  que  l'on  vérifie  aisément,  pour  le  cas  de  deux  variables  indé- 
pendantes, en  considérant  les  équations  les  plus  simples,  par 
exemple  les  équations  pour  lesquelles  la  suite  de  Laplace  se  ter- 
mine dans  les  deux  sens  et  dont  l'intégrale  générale  est,  par  con- 
séquent, de  la  forme 

s  =  AX-+-AiX'-t-...-h  A,X"  h-B,Y  +  BiY'-h...+  B/YV 

\  et  Y    étant  des  fonctions  arbitraires,   Tune  de  x,  l'autre  de  r, 

tandis  que   les  A  et  les  B  sont  des  fonctions  déterminées  de  x  et 

de  y. 

Supposons^  donné  ainsi  que  ses  dérivées  sur  l'arc  AB  (fig-  3). 

Alors  X  et  Y   seront  connus  (')  pour  les  valeurs  des  arguments 

qui  correspondent  à   des  points   de  cet  arc,   et,  par  conséquent, 

Y  sera  également  connu  sur  l'arc  AC.  Dès  lors,  si  l'on  donne  les 

valeurs  de  z  sur  cet  arc,  X  sera  terminé  par  une  équation  linéaire 

de  la  forme 

AX-t-A1X'  +  ...-hA,Xifl=/(3?)ï 

mais  pour  l'intégration  de  cette  équation,  il  faut  imaginer  que, 
dans  chacun  des  coefficients  A(x,y),  A,(.r,j'),  etc.,  on  ait  rem- 
placé y  par  sa  valeur  en  fonction  de  x.  tirée  de  l'équation  de 
AC.  11  est,  dès  lors,  bien  clair  que  l'équation  différentielle  obte- 
nue dépend  essentiellement  de  la  forme  de  celle-ci. 

11.    Relativement    à    ce   nouveau   problème,   Y  intégrale  rési- 


(')  Ils  le  sont,  du  moins,  à  des  quantités  près  qui   ne  changeai  pas  la  valeur 
des   intégrales  et  qui,  pur  suite,  ne  peuvent   modifier  la  suite  du  raisonnement. 


s:;  — 

due  lie  devra,  pour  maintenir  L'analogie  avec  la  question  rappelée 
.m  u"  8,  être  définie  <!<•  la  façon  Mm;!!!!!' 

s  el  s<"-  dérivées  seronl  nuls  sur  I  ;ir<'  \l>.  Les  valeurs  de  s  se- 
ronl  ensuite  données  différentes  <!<■  zéro  sur  une  partie  va  de 
lare   \(  -,  puis  nulles  sur  I  arc  pC. 

Les  parallèles  \  \ '.  (33'  menées  par  \,  [3  à  Taxe  «les  y  détermi- 
ncronl  trois   régions   :  la   région    I   (  (il;.  Q,   comprise  entre  Al> 


el  W  et  où  z  sera  manifestemenl  mi);  la  région  !2.  comprise 
entre  \(i,  \  Vct  fijî';  enfin  la  région  3,  comprise  entre  $$'  el  ^C. 
C'est  l'intégrale  considérée  dans  cette  dernière  i * < - *_; i « > 1 1  <j 1 1 1  c>t 
L'intégrale  résiduelle. 

Soil  a  la  projection  de  [3  sur  \  V.  Nous  pourrons  remplacer 
l'are  \  |3  par  le  segment  a[3  :  l'intégrale  s  sera  définie  comme 
étant  nulle  sur  aA;,  prenant  sur  aj3  des  valeurs  quelconques  (sous 
la  seule  restriction  d'être  nulle  ainsi  que  sa  dérivée  en  a  et  d'être 
nulle  en  [3,  de  manière  que  sa  dérivée,  suivant  la  direction  BG, 
soit  également  nulle)  et  étant  nulle  sur  |3G. 

Sur  [j[j',  d'après  une  formule  rappelée  tout  à  riieure|  Darboux, 
Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  Lïv.  I\  ,  Chap.  IV,  n°  359, 
formule  (16)],  les  valeurs  de  l'intégrale  seront  données-  par  l'ex- 
pression 

(•8)  z(^y)=    I      u(%,y,  Xu  rt)  (~  -H  A,-,)  dxu 

où  ç,  r,  sont  les  coordonnées  du  point  [j,  les  notation-.  sn  />,  dé- 
signant respectivement,  les  quantités  z(x\,t[)  et  />(./■,,  r,'). 

1^.  Cherchons  à  quelles  conditions  l'intégrale  résiduelle  sera 
du  type  (3).  D'après  ce  qui  a  été  dit  au  ri"  10,  nous  supposerons 
que  l'are  [ÎC  et  la  droite  Vp'  aient  des  positions  déterminées. 

Il  est,  dès  lors,  manifestement  nécessaire  el  suffisant  que,  sur 

XXVIII.  o 
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jâjà',  les  valeurs  de  s  soienl  de  la  forme 

C1V1($,^)  +  C2V2($,7)4-...+  C^V/,(Ç,j), 

et,    par  conséquent,    qu'elles    vérifient    une    certaine    équation 

linéaire 

(19)       F(*)  =  «o(^,7)  j-;  -+-ai(6,r)^z5  +•  •  .H-  M«.  v)  -  =  «>• 
Or  on  a,  d'après  la  formule  (18), 


en  posant,  connue  précédemment,  4>  =  F(w). 

Pour  que  F(,s)  soit  nul,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  s, 
[pourvu  que  zK  s'annule  en  a  et  en  t3  dans  les  conditions  indi- 
quées (')],  il  faut  et  il  suffit  (pie  Ton  ait 


—  Ùi  <t»  =  (). 

0X\ 
ce  qui  peut  encore  s'écrire 

l by  a)  =  o. 

\0a?i  / 

Cette  condition  est  évidemment  réalisée  lorsque  r/  {.r,  )',  xiy  )() 

est  de  la  forme  A,  X  ,  H--  A2X2  +  •  •  •  -\- ApHp  (où  A,,  Aa \,, 

sont  des  fonctions  déterminées  de  .r,  jr,  et  Xf,  X2,  <  •  -,  X^  des 
fonctions  de  .r,  .r,,  V'i);  par  conséquent,  elle  est  vérifiée  par  les 
équations  pour  lesquelles  la  suite  de  Laplace  se  termine  dans  un 


(M   La  condition  qui  exprime  que  la  dérivée  de  s,  suivant  la  ligne  jî  C  est  nulle 

est  de  la  l'orme  -  a  — ' -  =  0,  où  a  est  le  coefficient   angulaire  de  la  tangente 

àx}  oyx 

à  celte  li°ne    et  où  — -  doit  être  remplacé,  ainsi  qu'on  le  sait,  par 
0  àyx 


,-S^b.dx.  !     (a  -r-î-  +  cz.\e~S9  *!-**»  dxv 

"  K  ox. 


Les  principes  du  calcul  des  variations  montrent  que  celte  condition  n  a  pas  d  in- 
fluence sur  la  conclusion  finale. 
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seul  sens,  alors  Que,  pour  ces  équations,  I  intégrale  résiduelle 
relative  au  problème  précédemmenl  étudié  ne  satisfaisait  qu  à 
une  seule  équation  linéaire  distincte  de  (  i). 

\',\.    Mais  il  \  ;i  |>lii->  :  dans  la  question  actuelle]  l  intégrale  ré- 
siduelle peut  être    identiquement  nulle  :  c'est   ce   qui   arrive 

toutes  les  fois  Que  l  invariant  ub       c  est  nul .  Car  alors,  I  in- 

'  il.r 

U''grale  générale  et anl  <!<•  la  forme 


\i  (  \       I  -,.\  dj  | 


\  ci  ^  étant  les  fonctions  arbitraires),  I;»  fonction  ^  doit  être 
nulle  pour  lotîtes  les  valeurs  considérées  de  y  [puisque  z  est 
identiquement  nul  dans  la  région  (i)l,  et  la  fonction  X,  nulle 
pour  toutes  les  valeurs  de  ./•  supérieures  à  z  (puisque  z  est  nul 
sur  Taie  ^C). 

La  propagation  des  ondes  planes  infiniment  petites  dans  un  gaz 
primitivement  au  repos,  sous  l'action  d'un  piston  dont  le  mouve- 
ment est  donné,  dépend  de  la  question  que  nous  étudions  en  ee 

moment  pour   l'équation  — -  —  o.  Le  fait  qu'il  n'y  a  pas,  pour 

i  i  O.r  Ov  *  j      ■  r      7   t 

un  tel  gaz,  de  mouvement  résiduel   après  le  passage  de   Tonde  est 

doue  d  accord  avec  noire  conclusion  actuelle. 

11.    Les   équations   pour  lesquelles  -r h  cib —  c   est    nul    sont 

d'ailleurs  les  seules  pour  lesquelles  cette  conclusion  subsiste, 
quelles  que  soient  les  lignes  fifi  et  3C;  elles  sont  même  les  seules 
pour  lesquelles  elle  subsiste,  quel  que  soit  le  point  j,  la  ligne  \(> 
étant  donnée  une  fois  pour  toutes. 

En  effet,  il  résulte  de  ee  qui  a  été  dit  au  n"  12  que,  si  l'on  veut 
(pie  L'intégrale  résiduelle  relative  à  la  courbe  donnée  3C  et  à  la 
droite  donnée  ^V  soit  toujours  nulle,  il  faut  que  l'on  ait.  pour 

I,      =  7} , 

b\  u  as  o. 


Or,  si  nous  posons 


du 
0xx 


Ou 
àx\ 


/y,  (l  ■=  c(.r.  )\  ./•,.   |  |  I. 


s  s 


on  voit  aisément,  è  l'aide  de  la  définition  de  w,  i|u<-  I  on  a  (  [}"  étanl 
un  poinl  quelconque  de  (3[â',  point  dont  l'ordonnée  est  y  l 


'  ......   r$ 

v 

On  devra  donc  avoir,  dans  les  hypothèses  actuelles  el  quel  que 


.   '  On  \  UU-  / 


soit  le  point  [j", 


*  Ida 


da 


ce  qui   exiye  que  —  -f-  ab  —  c  soit  nul,    quel  que  soit  r,   pour 


r 
X  =  C 


Si    donc   le    fait  doit    avoir  lien,    quel    que    soit   ;,    l'invariant 

_  -L- ab — c  doit  être  identiquement    nul,   comme  nous  l'avions 
O.r  ' 

annoncé. 

15.  Ainsi  l'intégrale  résiduelle  des  équations  linéaires  à  deux 
variables  indépendantes  est  beaucoup  plus  particulière  dans  le  pro- 
blème qui  fait  l'objet  des  nos9  et  suivants  que  dans  celui  que  nous 
avions  traité  aux  nos  i2  à  7.  11  est  remarquable  que  ce  soit  préci- 
sément l'inverse  qui  se  produit  dans  le  problème  des  ondes  sphé- 
riques,  puisque  l'intégrale  résiduelle  de  ce  problème  est  nulle 
dans  le  cas  où  l'on  se  donne  u  et  ses  dérivées  pour  /  =  o,  quels 
que  soient  .r,  r,  S,  et  différente  de  zéro,  si  les  données  sont 
celles  du  n°  8. 

Lorsque  la  sphère  de  rayon  R,  à  l'extérieur  de  laquelle  on  con- 
sidère le  mouvement,  puise  uniformément  en  tous  ses  points,  de 
sorte  qu'elle  reste  sphérique  et  que  son  rayon  seul  varie,  l'inté- 
grale résiduelle  est  déterminée  à  un  facteur  constant  près  (4),  et 
vérifie,    par   conséquent,    des    équations    linéaires    distinctes    de 

l'équation  (i/j  )• 

Il  ne  semble  pas  en  être  de  même  si  les  différents  points  de  la 
surface  sphérique  ont  des  mouvements  normaux  différents.  On 
peut,  en  effet,  dans  ce  cas,  former  l'intégrale  générale  et  l'inté- 
grale résiduelle  par  le  procédé  suivant  : 


(  '  )    Voir  IH'iikm.  lue.  cit. 


su 


I  ne  intégrale  u  de  l'équation  (i  \  |  peul  évidemment,  en  dehors 
de  la  sphère  qui  a  l'origine  pour  centre  h  \\  pour  rayon,  être 
développée  en  série  de  la  forme 


fan 


U         jj^PpUp, 


où  1*/,  csi  un  polynôme  sphérique  de  degré  />.,  el  //,>  une  fonction 
de  /•  ci  de  /.  L'équation  qui  détermine  ///,  est  alors. 


<>-(',>        2  (/j  +  i)  ditp         i    d*up 


dr*         /• 


o»/- 


r/^      ^ 


autrement  dit  celle  qui  détermine  les  solutions  de  l'équation 


2/) -1-3 


=  a- 


1 


i  =  l 


(V2  U 


qui  sont  fonctions  des  seules  variables  t  et  r  =  y/SxrJ  . 

L'intégrale  générale   de  cette  équation  (22)  est  connue   :  elle 
peut  se  mettre  sous  la  forme 


(23) 


up=  Dp 


/(  r  —  at)  -+-  <p( r  -+-  at  )' 


1    d 


où  D  désigne   l'opération  -  —  ; 

Ou  encore  (*)  (à  un  facteur  numérique  près) 


/i  =  i 


(les  symboles  t/^_,)  et  s(/t_,)    représentent  les   dérivées   succes- 
sives de  /,  cp). 

I /hypothèse    que    w   et,    par  suite,    ^/,_,    sont   identiquement 
nuls  pour   /<  1,  /':  R  montre  que  chacune  des   fonctions  a  peut 


t^/,)- 


èlrc  prise  nulle  Si  maintenant  on  demande  que  :  [lequel,  en 


(')  Volterra,  Rendic.  Ace.  Lincci  :  lue.  cit.,  p.  167. 
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vertu  de  la  formule  (23),  est  de  même  forme  générale  que  nip\ 
soit  égal  à  zéro  pour  r  =  R,  th.  on  voit  <  j  ne  la  fonction  y  devra 
être  (lorsque  son  argument  est  inférieur  à  K  —  ah)  une  solution 
d'une  équation  différentielle  Linéaire  à  coefficients  constants,  au- 
trement dit,  une  somme  de  termes  exponentiels  de  la  forme 
\es(r  at) ^  jes  s  étant  racines  de  l'équation 


r-hi 


(jo-i-i  —  h)\{h  —  i)! 


Les  racines  de  ces  équations  ne  paraissent  offrir  aucune  pro- 
priété simple,  et  une  somme  d'exponentielles  de  l'espèce  précé- 
dente, divisées  par  des  puissances  de  /•,  ne  paraît  vérifier  aucune 
équation  linéaire  distincte  de  l'équation  (i4)- 


SUR   CERTAINES   ÉQUATIONS   DES    QUATRIÈME   ET    CINQUIÈME    DEGRÉS; 

Par  M.   Li':o\    Ajutonne. 

INTRODUCTION. 
Soit  hn  une  équation  algébrique  de  degré  /?,  n  >>  3, 


où  les  a  sont  des  fonctions  quelconques  d'une  variable  /.  Envisa- 
geons (au  point  de  vue  des  théories  de  Galois  et  de  M.  Jordan) 
comme  rationnelles  par  définition  : 

i°  Toutes  les  constantes; 
2°  Les  coefficients  a  de  hn. 

Nommons  alors  G  le  groupe  (au  sens  de  Galois)  de  //„  ;  on  sup- 
posera G  transitif  et  hn  irréductible. 

Prenons  maintenant  une  équation  L    de  Riceali  entre  //  ei  t 

~dt  ~  ^o(l)  —  li  tiii  (  /  >  —  M3  l^_><  t  K 

qui  admette,  par  hypothèse,  pour  intégrales  les  //  racines 

.//        i  /  —  <».  i n  --  i 
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de  //„.  Le  rapporl  anharmonique  <l*'  qualre  ./■,  sera  constant;  h,, 
prendra  le  nom  d'équation  anharmonique. 

Dans  plusieurs  Notes  insérées  aui  Comptes  rendus  (~  mai  1 883  5 
1  3  fé\  rier  1  899  :  5  el  1  2  ïé\  rier  1  900  I  el  dans  un  Mémoire  intitulé 
Sur  les  équations  algébriques  dont  toutes  les  racines  sont  inté- 
grales d'une  même,  équation  de  Riccati  {.Journal,  de  Walhé- 
ma  tique  s,  1900),  j'ai  construil  les  équations  anharmoniques  qui 
existent  pour  les  divers  degrés  //. 

Celte  théorie  générale  a  pour  l>;is<;  les  propriétés  des  groupes 
de  substil  niions  de  Galois  et  celles  des  groupes  Linéaires  fraction- 
naires S  d'ordre  fini  (groupes  de  MM.  Jordan,  Klein  el  Gordan), 
c'est-à-dire  provenant  de  substitutions 


az-\    b 
cz  H-  (I 


ad  —  Or 


La  construction  effective  de  hn  est  fondée  sur  les  deux  ihéo- 
rèmes  suivants  : 

I.  —  Le  groupe  (i  de  hn  est  isomorphe  sans  hémiêdrie  a  l'un 

ries  groupes  S. 

II.  —  Toute  hn  est  de  la  forme  F(.r,  ï)  =  o,  où  le  polynôme 
à  deux  arguments  Y  est  à  coefficients  numériques  qui  ne  dé- 
pendent que  de  S.  Il  n'entre  dans  lin  qu'une  fonction  unique  T(/) 
de  /,  laquelle  est  rationnelle. 

La  propriété  de  définition  pour  les  équations  anharmoniques 
(constance  du  rapport  anharmonique  de  quatre  racines  quel- 
conques) n'intervient  qu'a  posteriori  et  assez  tardivement. 

Voici  maintenant  ce  que  je  me  propose  de  monlrerdans  le  pré- 
sent Travail  : 

Pour  les  degrés  peu  élevés,  n  =  \  ou  5,  on  peut  parvenir  aux 
théorèmes  I  et  II  et  construire  ['anharmonique  par  des  procédés 
assez  élémentaires  et  en  prenant  pourpoint  de  dépari  la  propriété 
de  définition. 

Les  résultats  obtenus  sont  les  suivants  : 

Quatrième  degré . 
Premier  type  de  h  -,  : 

«7*-l-6Ta?2_i_  îT.r  —  TP=  o; 
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le  rapport  anharmonique  K  des  quatre  racines  <:si  équianharmo- 
nique;  (1  esl  le  groupe  alterné  entre  quatre  lettres,  isomorphe  au 
groupe  S  tétraédrique. 
Second  type  de  //.,  : 

./•••  h-  6Ta?24-  jT-r-H  T(T  +  i)  =?  o; 

K  est  harmonique.   G  est  isomorphe  au  groupé  S  dérivé,  pour 
Di  —  \y  des  deux  substitutions  (groupe  Sm) 


6,n  =  |  s    0. 
Troisième  type  : 


0'" 


i  ' 


(.r1  -+-  (j  )i  —  prix  —  i)' 


avec 


_  =(i_T)*-(i  +  T) 
P 


\Krl/ 


(i-T)«-... 


G  est  isomorphe  à  S2. 

C  in  (j  a  iè  n  i  e  degré . 
//  ,  s'obtient  en  éliminant  Ç  entre  les  deux  équations 


x 


C(C-3)  +  i 


(Ç2  —  5Ç  +  5)*=  ï 


G  est  isomorphe  à  S5.  /i5  est  une  équation  de  Galois. 

Pour  l'application   des  théorèmes    I    et  II   et  des  résultais  ci- 
dessus,  il  importe  de  spécifier  ce  qui  suit  : 

Je  ne  considère  pas  comme  distinctes  les  ha,  qui  ne  diffèrent 
que  par  l'intervention  d'une  substitution 


011 


arA(Q-hB(Q 


AD  —  BC^o;  A,  B,  C,  D=  rationnelles. 

OÏL  ne  trouble  pas  l'anharmonisme  et  ne  change  pas  le  groupe  G. 
Ainsi  je  profiterai  de  OÏL  pour  supposer  constamment   nulle  la 
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Minime  des  racines 


.'•„ 


/■ 


n    i 


h  ,       o 


ci  pour  multiplier  x  par  uo  facteur  rationnel-,   choisi   de  façon  à 
simplifier  hn. 

Il  va  sans  dire  que  les  résultats  de  la  présente  Noie  sonl  d  ac- 
cord avec  la  Lhéorie  générale  des  équations  anharmoniques,  en- 
posée  dans  mon  Mémoire  inséré  au  Journal  de  Mathématiques 
pour  K)oo. 

CM  \PITRE  I. 

oc  \TI!  1  ÈME    DEGRÉ. 

J".  Le  groupe  général  03  des  vingt-quatre  substitutions  entre 
quatre  lettres./,,  a?2,  #3,  ■*'■,  peut  cire  envisagé  comme  provenant 
des  substitutions  x,  [3,  8,  £,  savoir 

a  =  (i2)(34),         P  =  (i3)(a4),  t«P  =   ?a  =  (UH^)], 

8=  (4)(ia3),         e  =  (i)(a)(34). 

Si  £  manque,  03  se  réduit  an  groupe  alterné  d'ordre  douze;  si 
o  manque,  (D  se  réduit  à  un  groupe  d'ordre  huit;  si  o  et  £  man- 
quent simultanément,  C£3  se  réduit  au  groupe  £" des  quatre  substi- 
tutions i ,  a,  [îi,  a[j. 


»  ;,' 


2".    Posons 

!  './  j  =  Xl—Xj,  I.   /   =   l,  2,  S,  4; 

considérons  le  rapport  anharmonique 


K  =  K0  - 


ji2j  |4l J 


des  xi  et  la  façon  dont  K  se  transforme  par  les  substitutions  de  (£>. 
Soient 

xi  =  ja3jji4j,     ^=)li\)^[,    T3=jiajJ34J,     tt-Mr.+  T^o. 

Voici  la  façon  dont  oc,  £$,  8,  £  transforment  les  t  : 
y.  et  p  n'allèrent  pas  7, ,  t2  ni  ~»  ;  ensuite 


8  =  (xtT2x3) 


-1  ,  i 
"3 
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Nommons  o[R],  ...,  ce  que  devient   K  par  l'effet  de  o,  ....,  i] 
viendra 

"i         ~i  -4-  T2  l\„  —  I 


8  [K0]      8 


::] 


K„ 


-  K,. 


8  [  K, j  =  -  !î  = 


i  —  K0 


=  K2,        3[K2J  =  K0> 


K0 


;    k0 


k3> 


E[K1]=-3!  =  ^«:K4J 
E[K2]=_^  =  i-  =K3, 

3°.  Les  déplacements  des  six  lettres  K0,  ...,  K:,  forment  un 
groupe  la  d'ordre  six,  isomorphe  avec  hémiédrieau  groupe  ©(1°). 

A  la  substitution  unité  de  W  correspond  dans  ©  le  groupe  g  ; 
ù  a  pour  correspondante 

?;  =  (K0KlK2)(K3K5K4  ) 

cl  £  a  aussi  pour  correspondante 

<Ê  =  (  K0K3)(K1K3)(K2K4). 

Se  reportant  à  ma  Note  Sur  le  rapport  anhar  mont  que,  in- 
sérée aux  Nouvelles  Annales,  1899,  on  verra  que,  lorsque  les 
six  quantités  K0,  . . .,  K;i  ne  sont  pas  toutes  distinctes,  les  (juatre  x 
étant  toutes  inégales,  il  ne  peut  se  présenter  que  deux  éven- 
i  ual  i  tés. 


(  'as  équianharmo nique 

et  K.~  —  K0  -\-  1  =  o,  d'où 


K,:    K, 


K, 


K0  =  K,  =  Ko  =—  p,         K.t  =  K.  =  Ks  =—  p» 
(c  =  racine  primitive  cubique  de  l'unité). 

Cas  harmonique.  —  Ce  cas  se  décompose  en  trois  : 


K0=  K3  =—  1.         K,  =  k, 


K0  =  K6 
K0  =  K5 


Kj  =  K  , 


K,=  K,= 


K2=K5=      -: 
2 

K  2  —  K  ;  =  —  1  : 
K3  =  K,=      t. 


«>:;  — 
i\  Soit 

l'équation  du  quatrième  degré  donl  les  x  sont  racines,    introdui- 
sons les  deu  i  m\  an  an  i  s 

.1  =  (*)(  tt^ft-tti-,  -+-  ■> <i\  di  (f:i —  <7:|        a\<iu       a\a%) 

el  l'invariant  absolu 

t>  =  [»J-« 

lié  au  rapporl  anliarmouique  K  par  la  relation 


|(  l\    h  i)(  K  -  2)(2K  —  i)J» 

(voir  les  Leçons  sur  la  Géométrie  de  Clebsch,  traduction  A.  Be- 
noist,  Tome  I,  pages  ><Sf,  286,  297). 
Dans  le  e;is  équianh,armonique 

o  =  I  =  o.        K2  —  K  h-  1  =  o; 
dans  le  cas  harmonique 

i>  =  oo,        J  =  o,        (K  -+•  1)  (  K  —  •>.  )(2K-i)  -  o. 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  les  deux  cas  s'excluent  mutuelle- 
ment. 

0°.  Soienl  maintenant  une  anharmonique  //-,,  jf(&)  =  o,  et  (3 
sou  groupe  entre  les  quatre  racines  â?j(i=:i,  2,  3,  4)«  G  sera 
contenu  dans  le  groupe  (!3  du  î°  ou  coïncidera  avec  (L?. 

On  pourra  écrire,  sous  le  bénéfice  des  explications  données 
dans  l'Introduction, 

f(x)  =  a?4 -H  ba.>  x'1  -f  4rt3a7"+"  #*• 
Le  polvnome /*(.#)  aura  les  deux  invariants  (4°) 

J  =  •±(a<t-+-  'Sa\  ),         J  —  ()(^2av  —  (ll  —  a'l  )% 

puisque  a0  =  1  et  a\  —  o.  Le  rapport  anharmonique  Iv  lié  à  l'in- 
variant absolu  12  =  l:!J    -  par  la  relation 

(  k-2  _  K  H-  1  >3 

4  |i  K     -i)i  K  —  2)(aK  -  n|- 


—  <J(>  — 

esl    constant,   c'est-à-dire   rationnel.    K   ne  doil    pas  changer  par 
l'intervention  des  substitutions  de  G. 

(>".   SiG  confient  ht  substitution  ternaire  o  =  (4)(i23)  du  I", 

on  a 

<>  =  I  —  o. 

Il  faut,  ni  effet,  alors  (jue  (3°) 

K0=K1=...,         Kg —  K0 +1  =  0        ci         Û  =  o. 

Si  G  contient  la  substitution  binaire  z  —  (i)  (2)  (3  \  )  du  1°, 

on   a 

O  =  y..  J   =  o. 

En  effet,  alors  (3°) 

K0  =  K3,         K()  -+-  1  =  o. 

Comme  les  cas  équianharmonique  et  harmonique  s'excluent 
mutuellement,  on  voit  que  G  esl  contenu  : 

soil  dans  le  groupe  alterné  entre  quatre  lettres,  dérivé  de  a,  (3,  0, 

avec  I  =  o, 
soit  dans  le  groupe  d'ordre  huit,  dérivé  de  a,  6,  e,  avec  J  =  o, 
soit  dans  le  groupe  g  d'ordre  quatre,  dérivé  de  a  et  [3,  U  ^  o. 

Je  dirai  que  L'anharmonique  hk  est  équianharmonique  si  1  =  o, 
harmonique  si  J  ==  o. 

Je  vais  m'occuper  de  la  construction  des  hk  équianharmonique 
et  harmonique. 

7".  Dans  hA  le  coefficient  a3  ne  peut  être  nul  et  //-,  ne  peut 
devenir  bicarrée. 

Les  quatre  racines  seraient  dans  ce  cas  u,  e,  —  u ,  —  v.  Expri- 
mons qu'elles  sont  intégrales  de  l'équation  l  de  Iliccati;  il 
viendra 

a  =  ilî,0  +  il",,  „  —  ii>,,  Ma  —  u'=  Ul>0  --  Ht>i  u  -+-  l)bs  //-'. 

c'  =  l)ï)0+  UV»i  e  +  ifej  p*  -  p'  =  Ubo  —  Itbj  P  -f-  l!b8  <'2. 

puis 

O  =  llbo-h  lft)2M2=   Ub0-h  lU>2P2. 

Gomme  on  ne  peut  avoir  ili>0=  iH> o  =  o,  sans  quoi  l'on  n'aurait 


—  !>7 


|)ln^  une  équation   de   Kiccati,  il  vienl  u-  —  t>2=o   cl  h ,  aurait 


•,lcs  racines  égales. 


S".   Si  et}      <>.  h;  ne  peut  être  ni  harmonique  y  ni  é  ou  ian  har- 
monique. En  effel  alors 

a  •    - o,        I  —  ■>.  ff-, ,        .1  —  —  6a|. 

Pour  I  .-  o,  a-,      ii,  t'i  il  \  aurait    une  racine  nulle;  pour  J       <>. 
a$    -  o,  ce  (|in  est  absurde  ("")•  c.  q.  y.  d. 

Je  supposerai  donc,  pour  la  construction  des  //■,  équianharmo- 
nique  el  harmonique,  <i±aw/  o. 

i)  '.  Multiplions,  ce  qui  csi  licite  (  [ntroduclion  )  x  par  le  facteur 
rationnel  /■   '  ;  //  (  devient 

./■''-h  (W/o /--.r2  :    \  a3r3x  ■+■  /•'•  '<•>,  —  o. 
l'osons 

T   =  <72/"2  =   ":{/■'. 

d'où,  puisque 

et 

/(.r  )  =  a:*  -+-  6  T  .r2  +4Ta?-hS  =  o,         S  =  «4  « .;  <7~  l . 

Alors 

I  =  2(6-4- 3T«),         J  =  G(TG  —  rP  —  T2  ». 
Si 

[  =  o,        S  =  — 3T2, 

/'(  .r  »  =  .rv  -f-  6  T  .r2  h-  i  T  x  —  3  T2. 

Si 

.J=o,         £  =  T2-hT, 

/(a?)  =  a?*  +  GT.r2+-  {Tr  ■+-  T(T  +ij. 

Dans  Van  et  C  autre  cas  J\x)  est  un  polynôme  en  x  et  T  à 
coefficients  numériques.  C'est  un  résultat  «annoncé  dans  l'Intro- 
duction. 

10".  Passons  maintenant  aux  hh,  où  IJ  ^  o  et  dont  le  groupe  (j 
coïncide  avec  le  groupe  g"  des  quatre  substitutions  i ,  a,  3,  aj3  (6°). 
On  aura  d'abord 

X\  -f-  ^2  -i-   .?'.•{  -i-  #4     =  o, 
.r,  -4-  j-2  — (  X3  -i-  274  I    •'    O, 

sans  quoi 

O  =  .rj  -4-  Xi  =  .r3  h-  ./••, 

el  /r-,  sérail  bicarrée,  ce  qui  est  absurde  (7°). 
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,  <-\  pression 


I 

(.r,  -4-  X,        X3—Xk  )2  =  '2*/>, 

invariable  par  a  el  j3,  est  rationnelle;  i    en  esl  de  même  pour 


(<>) 


.rx.r.,-\    ./;,./•,   s=  27 


(    X\-r-  T. 2  —  .r:J  —  #4  1 


-  r 


De  là 


\  xl-hxi=T\/p        I         \  Xi  Xi  —  q  -+-  r\]  p   / 

r    r.j-h  .r-, ,  =  —  ?VP  '    rtrv  =  7  ~  r\  P   ^ 


el 


(o') 


xt  =       \'p  -4-  v//>  —  q  —  r  \  p  —       g  -+-  // 


#2  =       \' P  ~~  \  P  —  </  —  >'  \  '  P  —       g  —  h 

Xz  —  —\  ' p  -4-  \  />  —  «y  -+-  r  v  '/>  =  —  ^  -(-  K 

\   .r.v  ==  —  v  ' P       Vp  —  q  -h  r  \/ p  —  —g  —  K 

g*  =  p         h*=p  —  q—r\/p 
K*-  =  p  —  q  ~hr\/p. 

11°.  O/i  /?ef//  faire  r  =  f .  D'abord  /•  =zé  o,  sinon,  par  les  for- 
mules (o')  du  10°,  1i  —  K,  .r{  = —  #4,  jro  = —  .r;{  cl  hh  deviendrai l 
bicarrée  (7°). 

Multiplions,  ce  qui  est  licite,  x  par  r.  On  pourra  diviser  par  r 
les  deux  membres  de  l'égalité  (o)  du  10°,  ce  qui  revient  à  faire 
/•  =  1 . 

12°.   Formons  le  rapport  anharmonique 

K  _    (•'•:;         X^  )(X^~X2)^ 

{.r,,—  .r2)(.r;  ---./-,  | 

Par  les  formules  (o')  du  10°,  il  viendra,  tout  calcul  fait. 

p  4-  q  -  A 
A-  — (yu —  y\2 — ^   puis(jue  /•  —  1  ,   cl  enlin 


(1) 


(p       qY'  —  p  =  (p       q 


K3]' 


!.'.) 


Comme  (  10") p       <>.  p'  poserai  </      />  \  <•!  |  i )  devient 


P 


M  I 


I     >   1 


1  K       -  ' 


i  i        i 


13°.  Construisons  main tenant  /i*  avec  les  formules  du  10°.  On  a, 

puisque  R         <>, 

X\  -V  A.  g  />■ 

/l»  =  /;  —  7  —A',  K-        /'         '/         A'- 

d'où  successivemenl 

•/'i  -  --  />  —  ».J?i  A'  =   h*  =  /'  —  '/  —  ."> 
•'■i2h-  V  —  ^(2a?i—  i  I, 
(  r|2-^v)2  =  /;(2.r1-i)'. 

Toute  autre  racine  donnerait  le  mémo  résultat,  el  il  \icnl  pour  hA 

/(a?)  =  (*»+?)»-- />(a*       i)t. 

Mais,  par  les  formules  (9.)  du  12°,  />  et  r/  sont  rationnels  en  T  el 
/'(./)  est  encore  un  polynôme  en  ./et  T  à  coefficients  numériques. 

14°.   On  sait  que  tous  les  groupes  S  linéaires,  fractionnaires, 
d'ordre  fini,  appartiennent  à  cinq  types  différents  : 

I.  Circulaire  (Kreisthei/ungsgrtippe  de  M.  Klein),  dérivé  de 
l'unique  substitution 

8/rt=|  z     ÏU  I,         R'«=i. 

II.  Pyramidal,  dérivé  de  Sm  et  de 


(Doppe /pyramide  n grappe  de  M.  Klein). 

III.  Tétraédrique,  isomorphe  sans  hémiédrie  au  groupe  alterné 
entre  quatre  lettres. 

IV.  Octaédrique,  isomorphe  sans  hémiédrie  au  groupe  général 
(î3  |  1°)  entre  quatre  lettres. 
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\  .  Icosaédrique,  isomorphe  --ans  hémiédrie  au  groupe  alterné 
entre  cinq  Ici I res. 

Or,  clans  le  cas  actuel,  le  groupe  G  de  //-,  possède,  en  vertu  de  la 
discussion  précédente,  les  propriétés  suivantes  : 

Si  hA  est  équianharmonique,  (  «  esl  le  groupe  alterné  entre  quatre 
lettres. 

Si  //.  esl  harmonique,  G  provient  de  (Ô  par  la  suppression  de  o 
(1°);  G  esl  isomorphe  au  groupe  pyramidal  pour  m  =  \. 

Si  h-,  n'esl  ni  harmonique  ni  équianharmonique,  G  dérive  des 
substitutions  a  el  (3,  a{3  =  (3a,  a2=  i,  p2  =  i  el  esl  isomorphe  au 
groupe  pyramidal  pour  ///  =  'i. 

On  retrouve  ainsi  des  résultats  annoncés  dans  I  Introduction. 

CHAPITRE  II. 

CIN01   I  i'MK     DEGRÉ- 


15°.   Soit   maintenant  une  //,,  dont  x0,  x{ xh  seront  les 

cinq  racines.  Nommons  G,  le  groupe  de  // ,  el  G„  le  groupe  des 
substitutions  de  G  qui  laissent  x0  immobile.  Ces  dernières  doivent 
laisser  fixe  le  rapport   anharmonique 


K»  = 


(a?3 —  .r,  )  (.rv  —  .r.2  ) 


Je  suppose  que  Ton  ait  démontré  (ce  qui  se  fera  un  peu  plus 
loin)  que  K  n'est  ni  harmonique  ni  équianharmonique.  Alors  G0 
ne  pourra  contenir  (Chapitre  l)  ni  o  =  (i  a  3)(4)  ni  s  =  (i  )  ('->.)  (3  î) 
et,  se  réduira  à  g  ou  à  un  groupe  contenu  dans  g.  Ainsi  G  ne  con- 
tiendra aucune  substitution  laissant  immobile  plus  d'une  racine; 
toutes  les  racines  s'exprimeront  rationnellement  en  fonction  de 
deux  quelconques  d'entre  elles,  et,  comme  le  degré  est  premier, 
// ,  sera  une  équation  de  Galois. 

G  étant  transitif  a  son  ordre  divisible  par  cinq  et  contient  la 
substitution  circulaire 

or  =  (o  î  2  3  î  )  =  !  /.  i    -  î  |     (  mod.  ô). 

entre  les  cinq  racines  x^  (i  =  o,   i 4)«  G  s'obtient  en  coin- 


—  loi  — 

lu  nanl  a\  ec   J  la   SUUStll  ul  1011 

x       |  /,  /*"  |     (mocl. 
Comme t es l  contenue  dans  gr,  <>n  a 

i,        /'      ii  naod.  5), 

/        j    |  1 1 1  <  »  (  I .  ">  ) , 
t--|/,/,/|  =ro)(i4)(a3)  -  -/>, 

Gconheni  les  dix  substitutions 

s*     el     tt7',         /,  =  o,  r,  2,  3,  4- 
G    est  isomorphe,  pour  m  =  5,   au  groupe  pyramidal   S   du  11". 

16°.   Reste  à  montrer  que  l\  n'est  ni  harmonique  ni  équianhar- 
monique. 

Posons 

fjto  =  {  1 4  j  i  f*i=J2oJ,  [a2=j3ij,  ^3=j-»2p  ^4=|o3j, 

J  IJ  j     =    #/  ^Ty. 

La  substitution  c,  qui  ne  saurait  manquer  dans  le  groupe  G,  per- 
mute les  pi  circulairement  : 

*  =  (f*0>  |*1,  ^2,  H3,  F*)- 

On  a 

a?0  +  . .  .-t-a?4  =  o, 

et  aussi 

PO  +  ....H-  m=  o. 

Enfin  par  un  calcul  facile 

(   5 a?0  =  2(  p4  —  j/,  )  -+-  ;a2  —  (x3, 

Posons  ensuite 

a  =  fxs  tu3.  6  =  ;a3  pi4,  c  —  ^4  (a0,  d  —  tx0  [a, , 

d'où 

•i.2  —  abc  de . 

xxviii.  7 


10:2 


el 
[jLfXi  =  bde,         [A{x2=ce<z,         pp*  =  dab,         ?■{>■■>  ~z  rl'r-         \K'-»      "r<l- 

Remplaçant  dans  les  formules  (o)  les  u,  par  leurs  valeurs,    il 
viendra 

i    5  ;jl.-/-0  =  2  hc  (  C  —  <7)  -;-  a  i  ec   —  bd '), 
(r)  <   5u.a?i=2ca(d —  e)-+-b(da —  ce), 


par  permutation  circulaire  des  cinq  lettres  e/,  A,  c,  <7  et  e, 
Remarquons  que,  si 


or 

il  \  iendrail 


a  =  b  =  c  =  c/  :    c.  ;j.  ./■„  =  y../!  -...  -    a./-,  =   o: 

p.2  —  abede  -    <>  ; 


37 n  —   .   .   . OC v  ■ — ■   O, 


ce  qui  est  absurde.  Aucune  des  cinq  lettres  r/ e  n'est  zéro, 

car  alors  une  des  cinq  lettres  u.0,   .  .  .  ,  ul4,  sérail  nulle  et  h$  aurait 
des  racines  égales. 


17°.    On  a 


K-i  = 


'    '  '    I    »    I       i 


p-â  :^3 


a 


!  32 1  |4i  |  [X0(fX,  -}-   fX4  )         rf  +  c 


La  substitution  o-  de  G  permute  circulaircment  a,   .  .  .,  e   tout 
en  laissant  K  invariable.  Il  vient  ainsi  le  système  des  cinq  équa- 


tions linéaires  homogènes 


d 

=  o, 

d+- 

e  r~   o, 

■+- 

e  =  o. 

=  (K  —  2)(K2+  K  — 1)*=  o. 


io:i  - 


Si   l\     -  ■> :,  (/       h  -    . . .      r.  ce  qui  esl  absurde  (16°  i/i  fine). 

K  "      K       i       o. 

Nommons  0  une  racine  primitive  cinquième  de  l'unité  el  soil 

p  =  0  -i   O1,  y-  =  2  +-  Qa  h  0:l  et,  en  vertu  de  0'  ■+-. . .  h  8-f-  i  =  o, 
z-  \-  p  —  i  —  o.  Les  deux  valeurs  de  K  sonl  donc 

K       8      f)<        el         K      ')'      0!. 

(  )n  n  esl  m  dans  le  cas  équianharmonique  ni  dans  le  cas  harmo- 
nique, c.   o.   i  .    n. 

18".  Si  on  annule  K2  |-K  — i,  en  faisant  par  exemple  Kl  =8+8', 
ions  les  premiers  mineurs  <ln  déterminanl  A  (17°)  sonl,  nuls;  a,  b, 
(,(/,<'  s'expriment  en  vertu  des  équations  (2)  du  17°,  par  des 
fondions  linéaires,  homogènes,  à  coefficients  numériques,  de 
deux  indéterminées  u  et  v.  Les  substitutions  1  et  7  du  groupe  G 
(lo°)  se  traduisent  sur  a  et  v  par  les  deux  substitutions  linéaires 
homogènes  cS  et  C  On  peut  toujours  supposer  8  mise  sous  forme 
canonique;  comme  t5=  i,  rS;  =  i  et 


S  = 


U       0aM 

v      0î*r 


Comme  t2=i,  to-t^t-1,  on  a  aussi  Ç2  =  1 ,  £SS  =  S"1  c'est- 
à-dire,  par  un  calcul  facile, 

u     v 
S  — 

r     // 

el 

a  h-  [3  =  o         1  iimmI  5). 
C  doit  permuter  ay  b,  ....  e  de  la  façon  suivante 

%  =  ( a)  1  6c  )  (  crf  1 
7  —  i  abede  ). 


et  S  ainsi 

Par  conséquent 


a  =      //       -  r. 
6  =  A*u       8Pe, 

e  =  O- '-'•//    •   8*Pi », 


C   -   ()2a  U  4_  020^ 
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Portons  dans  la  première  des  équations  (2)  du  17".   il  viendra 

K  a       c      il. 
(  8h-0*)(m  -+-p)  =  (e2a-+-  63a)wH-(6«P-h  93P)p, 

7         ».  [jj  =  3  (mod  5  ) 

ï^3,        p     :  2  (mod  5). 

.le  prendrai  a=  >..  On  aura  ainsi 


d'où 

ou  bien 


(1) 


/  a  —    11     —  r, 

h  =  02  u  +  0-T, 
C/^     {)((    -4-  O'T. 

e  =  83 m  h-  02r. 


L'équation   du   cinquième   degré    (jui    admet    a,  h,   c.    d,    e  pour 
racines  est 

A (  X  )  =  X5  —  5  j/r X;{  -)-  5  u2  p"2  X  —  (  u»  -t-  y 5 )  —  o. 

19°.  Ainsi  les  deux  substitutions  a-  =  (o  1  a34)  et  t  =  (o)(i  4)(23) 
de  G  se  traduisent  sur  les  tx  par  les  deux  substitutions 
(a0u,  UoUsUr,)  et 


;j-o         \->-i         [J-i         F»         \}\ 


sur  les  rt,  ...,  e  par  les  deux  substitu lions  (abcde)  et  (a)(be)(cd); 
sur  m  et  e  par  les  deux  substitutions 


a 

6«  M 

>       s  — 

II 

e 

<' 

0*v 

V 

// 

Enfin  u.=  uiofAi  jjl2  jjl3  ul v  ,  jjl-  =  abcde,  reste  invariable  par  1  et 
change  de  signe  par  7. 

Les  deux  expressions  us  +  c5  — /?  et  uv  =  q  sont  invariables 
par  S  et  G,  c'est-à-dire  par  toutes  les  substitutions  de  G.  p  cl  y 
sont  donc  rationnelles. 


—  LOS  — 
Les  deux  quantités  d'un  des  cinq  couples 

a,     /„. 

c,     .'•.. 

e,     /■,, 
son t  invariables  par  les  mêmes  substitutions  de  <••  Donc 

.r0-    -l(  a  ►, 

-l  désigna  ni  une  fraction  raiionncllc  à  coefficients  rai  ionnels.  Effec- 
tuons la  substitution  t  sur  l'expression 

.T{)—   <l(«   I, 

qui  est  nulle,  c'est-à-dire  à  valeur  rationnelle,  on  aura 

? 

Conslruisons  <b. 

20°.    Portons  les  valeurs  de  <7,  ...,  adonnées  par  les  formules  (i) 
du  18",  dans  les  formules  (i)  du  16°.  Il  viendra,  loul  calcul  fait, 

5{xa-o=  R(u  —  p)(k2+p8  ), 
R  =  2(Ô*— 83)-h6  — 6*. 


?/°  —  ps 


L'expression =  r  est  invariable  par  toutes  les  substitu- 
tions de  G,  c'est-à-dire  rationnelle. 

Le  quotient  (m5  —  t>5)(«  —  r)" "'  est  égal  à 


M*  -+-  M3P  -h  U*V*  -+-  HP3  -h  P*  =  Mv  -|-  P4  H-  MP(  M2  +^)+  M2P2. 


O, 


uv  =  g,         if  -*-  p  —  rr  : 


done 


m»  -—  p 


//       » 


..  =  a*(a2  — ■  Ï7)  -+■  72. 
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Alors 

R(m    -  v)(u*   HP2)        Rr(«-p)(a!  +  c!) 

'H     -  = —     — : : : 

»  fJt  J  (  M5  —  P5) 

d'où 


5      X*(X«  —  3?)-+-? 


X  étanl  une  indéterminée. 

21°.    Posons  a-  =  ffÇ,  on  aura 


»'/     C(C-3-)+i 
Mais  rt  est  racine  de  l'équation  (18"  in  fine) 

A  <  c/. )  =  a( a v  —  5  graa  -f-  5 (/-  )  —  p  —  o, 
puisque 

UV  —  g,  uo  +  pS  =  ^  (  [()"  ), 

Alors 

y2«U2  —  5Ç-+-  ô)    =  /? 

Ç(Ç2  —  5Ç-+-5)2  =  4=  T- 

Si,  au   lieu  de  raisonner  sur  xQ  et  a,  on  avait  raisonné  sur  X\ 
et  ù,  x-2  et  c,  ...  on  aurait  eu  les  mêmes  résultats. 

22°.   En  résumé,  l'équation  h:>  s'obtient  en  éliminant  Ç  entre  les 
deux  équations 

H  /•  r ■> 

>cj     Ç(Ç_3)-t-j 

Il  es!  licite  de  multiplier  tous  les  jc  par  le  fadeur  rationnel 

Rr 

,  •        ,  f  •      R/ 

cela  revient  a  taire  t —  =  t. 

On  a  à  éliminer  v  entre 

;  ri  r2—  ">:  +  5  >-  =  t       ei       x- 


Le  résultant  est   bien  un  polynôme  du  cinquième  degré  entre  Ç 
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ei   ï  à  coefficients  numériques,  La   relation  algébrique  entre  x 


el  I  esl  <l ii  degré  zéro 


23°.  L'équation  du  cinquième  degré  qui  vienl  d'être  construite 
est-elle  effectivement  une  anharmonique?  Autrement  dit,  tous  les 
rapports  anharmoniques  formés  avec  quatre  racines  quelconques 
sont-ils  constants? 

Il  faut  répondre  par  L'affirmative.  Donnons,  en  effet,  le  nom 
de  IL,  an  système  des  six  rapports  anharmoniques  distincts,  (ormes 
par  les  quatre  racines  autres  que  ./■/.  On  a  vu  au  Chapitre  I  que 
tous  les  termes  de  11/  sont  des  fonctions  rationnelles  à  coefficients 
numériques  d'un  quelconque  (renne  eux. 

Toute  l'analyse  du  présent  Chapitre  II  a  eu  pour  but  de  mon- 
trer la  constance  du  rapport  anharmonique  K  du  lo".  K  est  un 
terme  de  lî„-  La  substitution  cr  de  (î,  qui  permute  circulairement 
les  cinq  systèmes  V/(i  =  o,  ï,  . . .,  4)  nc  change  pas  la  valeur 
numérique  constante,  c'est-à-dire  rationnelle,  de  K.  Chacun  des 
cinq  systèmes  11/  a  un  terme  constant,  c'est-à-dire  tons  ses  tenues 
constants.  c.  o.  F.  o. 

Nous  avons  ainsi  établi  les  résultats  annoncés  dans  I  Intro- 
duction. 


SUR  LES  CHANGEMENTS  DE  VARIABLES  ; 
Par  M.  Jules  Beudon. 

Ce  Travail  a  pour  objet  l'étude  des  quadratures  dont  l'élément 
différentiel  contient  des  fonctions  arbitraires  (').  Cet  algorithme 
s'est  présenté  depuis  longtemps  dans  les  résultais  de  l'intégration 
d'équations  aux  dérivées  partielles;  dans  un  très  petit  nombre  de 
cas,  on  a  effectué  la  quadrature  au  moyen  d'un  changement  de 
variables  convenablement  choisi;  mais  on  ne  possède  aucune  mé- 
thode générale  pouvant  servir  de  guide  dans  les  essais. 


(')  Le  principe  de  la  méthode  employée  dans  cciw  élude  a  été  donné  dans  une 
Noie  des  Comptes  rendus  de  l'  académie  des  Sciences  (i5  mai  1899). 


—   Mis  — 
Je  traite  dcu\  cas  généraux,  à  savoir 


/  ?(#»  K,  /)  </.'■,  1 1  ?(#,  7,  / )y"  ■+■  ty(x,  y,  y'j]  dx, 


^       ./.•,         ^        dx^ 

où  ce  et  '];  sont  des  fonctions  données  de  leurs  arguments,  et  y  une 
fonction  arbitraire  de  x.  Je  termine  par  un  exemple  simple  au- 
quel la  méthode  que  je  propose  s'applique  complètement. 

I. 

1.  Rappelons  d'abord  quelques  propositions  classiques.  A  une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

(0  f(x>.y>  z,p,  g)  =  o 

correspond  en  général  une  équation  de  Monge, 
.  /  dy    dz 

('2)  ^r>z>Tz'dx 

dont  l'interprétation  géométrique  est  la  suivante  :  elle  représente 
l'ensemble  des  enveloppes  de  caractéristiques  sur  les  surfaces  inté- 
grales. 

Si  l'on  connaît  une  intégrale  complète  F(jr,y,  z,  «,  b)  =  o  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  (i),  les  courbes  définies  par 
L'équation  (2)  peuvent  être  représentées  parles  équations 

.  /     1  àV      dF .  /  d  \ÙV      ()F  .  /     1 

*[*.**.«>*<«)]  =  8,         _  +  -^(a)  =  o,         _^  +  _^(a)J=o 

permettant  de  calculer  .r,  yy  z  en  fonction  du  paramètre  a,  et  •l 
étant  une  fonction  arbitraire  de  a. 

Réciproquement,  pour  intégrer  une  équation  de  Monge 

,0  /  dy    dz 


non  linéaire,  on  posera 


dz  dy 

,ù  =l'  +  'l  te  '• 


II!» 


en  écrivanl  que 


/  ,/,  dy  , 


■/, 


a  nue  racine  double  <'n       >  on  aura  une  rqiuihou  aux  dérivées  par 
tielles 


(4) 


./',(./•..)'.  z,p,  >/  ) 


La  connaissance  d'une  intégrale  complète  de  l  équation  (4j 
permettra  de  résoudre  l'équation  (3),  comme  il  a  été  dit  précé- 
demment . 

!2.  Soit  la  quadrature 

Si  la  fonction  co  est  linéaire  en  y',  soit  z>  =  A(x1y)  -f-  B(.r,  y)j', 
on  résoudra  l'équation  de  Pfaff, 

A  (  x,  y  )  dx  H-  B  (  .r ,  y  )  <://  —  <£z 

en  utilisant  la  méthode  bien  connue. 

Si  la  fonction  cp  n'est  pas  linéaire,  on  posera 


(6) 


©(#,  r,  r  )  =  r-- -f-  -r-  r  -h  -r- 


où  A  est  une  fonction  quelconque  de  «r,  r,  ^.  Si  l'on  peut  déter- 
miner \  de  manière  que  l'équation  de  Monge  (())  puisse  être  inté- 
grée, la  quadrature  (5)  sera  effectuée. 


II 


3.  .l'ai  montré,  dans  ma  Thèse  de  Doctorat  ('),  que  les -systèmes 
en  involution  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
en  involution  ont  les  mêmes  propriétés  que  les  équations  du  pre- 
mier ordre,  relativement  aux  caractéristiques,  et  j'ai  montré 
qu'ils  pouvaient  servir  à  l'intégration  d'équations  de  Monge  d\>rdre 
supérieur. 


('  )  Annales  de  l'École  Normale,  Supplément  ;  1896,  | ».i u < ■  33. 


-    110    - 

Il  \  a  pourtanl  une  différence  essentielle  entre  le  premierordre 
el  les  suivants  :  à  toute  équation  /(#,  y,  z,  y1 ',  z')  =  o  correspond 
en  général  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premierordre, 
tandis  qu'à  une  équation  f(x,y,z,y',z,,y,f,z")=:o  ne  corres- 
pond pas  en  général  un  système  en  involution,  et  ecla  même 
lorsque  la  relation  /  csl  linéaire  en  y"  et  z" .  M.  Goursal  s'esl 
occupé  de  ces  équations  dans  un  Mémoire  publié  dans  le  Journal 
de  l' Ecole  Polyteclmi(/n<>  (  '  );  je  ferai  usage  de  ses  formules. 

4.  Tout  système  linéaire  el  du  second  ordre  en  involution  peut 
être  mis  sous  la  forme 


(7) 


r-t-Xs-f-|ji  =  o.         a-  -h  À  /  -+-  v  —  o , 


X,  p.,  v  étant  des  fonctions  de  x,  y,  z,  p,  q  vérifiant  les  deux  con- 
ditions suivantes  : 


(8) 


'A/-  c^        Oz    l  J  l  y  Op 

-h  A  j-  —  —  -4-  À2  -  -  —  /  —   =  o, 
Op        ô(]  Op  ôij 


O'x       dix 


ùyj        <h  àv  \ 

^        dz   '        <).r       Oz1  àp  J 

fd\        dl  Ol       du 

^'Kte  +  àzP-V-dï-Tq)-- 

L'équation   de   Monge  généralisée,  attachée  au  système,  s'ob 
lient  en  éliminant  p  et  (/  entre  les  équations 


(9) 


y=K 


P  +  qy , 


?r 


u  —  vy 


M.  Goursat  a  montré  (/oc.  c*7.)  que  l'intégrale  générale  du  sys- 
tème (7)  es!  de  la  forme 

(10)  *[*,r.*»/(«)»/(«).A«)]  =  °. 

on  aura  l'intégrale  de  L'équation  de  Monge  en  écrivant 

(II)  <l>  =  o, 


i)<l> 


0"-  <!> 


-^ 


=  o, 


cta3 


(')  Journal  de  l'École  Polytechnique-,  IIe  Série,  3'  Cahier;  1897. 
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o.   Soil  la  quadral  ure 

,.■>,  .1       f[M(x,j  ■  i      >         V.'-..>  ,/)]da  : 

Posons 

(.3)     m*,y,y)y-JH*,x,y    2.    %?   ZyU^~' 

a  cl  a  ni   une  fond  ion  de  X,  y,  y'  cl   c-  une  fonction  (le  .r. 

Est-il  possible  de  déterminer  la  fond  ion  oe  de  manière  que 
l'équation  de  Mongc  (i3)  provienne  d'un  système  en  involution 
lel  que  (7)? 

Pour  la  commodité  des  calculs,  nous  restreindrons  la  généralité 

du   système   (7),   en   supposant  que  A,  jjl ,  v  ne  dépendent  que  de 
x,  y,  g;  les  conditions  d'intégrabilité  deviennenl 

I    <)\         »  d\        ô[x        .    (h 
\àx~hày       <)<{         '  Og  " 

I   )  /^-.^  +  v  /^  _^  =0 
'     >  \  d /       dr  /  \  ôx       dq  / 

On  peut  écrire  autrement  ces  conditions,  en  prenant  pour 
nouvelles  variables  x,  y,  y' ,  le  changement  de  variables  étant 
défini  parla  relation 

?(&,?,/)  =  '/• 

la  fonction  F  étant  la  fonction  implicite  définie  par 


on  aura 


ôF       d¥_  dy'  _  dF       ()F  d/  dF   <h''  _ 

t/.r  "^  dy'   Ox  Oy       à  y'  dy  dy'    0  g 

Les  deux  conditions  d'intégrabilité  prennent  la  forme  nouvelle 

l   d¥         ,0V       Ou.         ,  (h 

[  y  \dy  ~~  dx)  oy'  ~  Y  Oy'  dy~~  \*      J    à/)  dx        '  ôy'  ~ 
et  l'équation  de  Monge,  du  système  I  7),  devient 

(l6)  Z"r     y     l'ir.   )-,)')  —   y-  — V|'. 


—   lhi  — 

On  aura  donc,  pour  déterminer  les  fonctions X,  [x,  v  et  a,  les  con- 
ditions 

(,7)  i 

\  P-+-V7  =  N(^,j,r  )-+-  —  -+-_-  /, 

auxquelles  il  faut  joindre  les  équations  (i5). 
D'abord 

d¥  _<M         d*a  oV  __  à\\         d*a  àV    _dM       d*a 

dx        àx        àx  ày'  ày        ày        ày ày'  Oy'        dy1       ày'* 

et  la  première  des  équations  (io)  s'écrit 

M         ,<M         fia  ,    <?2g        dp    t      ,  c?v 

àx  +  y   ày        àxày'  ~~ y  ày~ày'  ^~dy'~^y  ùy'  ~  ° 

et,  en  différentianl  par  rapport  à  y!  la  seconde  équation  (17),  on 

obtient 

du.  ,  &j  dN  <r-%         àoc  ,    à*-oc 

Oy'      J    ày'  dy'       ùx  ày       ây      J   Oy  ày'  ' 

d'où,  en  tenant  compte  de:  (18), 

,      N  dM  ,àM       dN       àoc 

(19)  v  =  —  -h y  —  h-  — -,  -+-  _ 

et,  par  suite,  à  cause  de  (i  7), 

.       x  ..  ,dM  ,  0\  ,    à\\        àoc 

(9.0)  ja  =  N  —  y'--  —y'  - /2         h 

1  ^    dx      ^    dy      ^     dy       dx 

Si  nous  portons  ces  valeurs  dans  la  seconde  condition  d'inlé- 
grabililé  (i5),  nous  obtiendrons  une  équation  au\  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre,  définissant  la  fonction  ol(x,  y,yf),  et  que 
je  crois  inutile  d'écrire. 

Soit 


à<x  à 


) ,, 


n-  a 


K\*>r>S,   £•    ■■■■■   ,7^j  =  °- 

cette  équation;  si  l'on  en  connaît  une  intégrale  particulière 
y.{(x^y.y'),  on  en  déduira  X,  a  et  v  en  fonction  de  #, y, y',  et  l'on 
reviendra  à  .r.  y,  y,  grâce  à  l'égalité 

lU. y.  q)  =y. 


il:; 
On  sec;»  donc  ramené  à   l'élude  <lu  système  <'n   involution  (~). 


II 


Voici  l'exemple  annoncé  dans  [Introduction.  Soienl  les  <l<ii\ 
quadral  ures 

x=  f    ■'"     .        1      f    ''"'-, 

J    I    h  UUy  ,  '    l         //i/l 

où  // <i  //(  sonl  des   fonctions  arbitraires  d'une  même  variable. 
Prenons  u       x  comme  variable  indépendante,  <:i  posons 


.' 


1  H-  X  u  | 

y'  élan!  la  dérivée  d'une  fonction  arbitraire^  de  x.  Nous  aurons 

ii  ,i  i  y" 

./■>'!       x  '       ,r2       -''.v'      :rv'2 

u\     _     '  L_y     y" 


i  H-  ////[  x-       x-       xy 

D'où 

Si  nous  appliquons  la  méthode  précédente,  nous  aurons 

.,  I  ta         J^  c/  ,  \  à'X 

ay  x-  •*  1,/  xy        oy 

oa         ii  da.  i 

En  portant  dans  la  seconde  condition  d'intégrabilité  (io)  il  vient 

/  2         >.  y'\  à-i  i         0-  y.  i       'y-' a  i  i      da 


r3        .r3  /  <Jy'z       or'1 y'  <)x0\'       x2  Oydy'        /m  .t-t'  d/ 

On  trouve  aisément  la  solution  particulière  — >  qui   permet  <le 
supprimer  le  terme  ne  contenant  pas  de  dérivés,  soit-r— ;;  dans  la 

m  •  •  -i  ,       ■         Oz  do       ,         , 

nouvelle  équation,  on  aperçoit  aussi  la  solution  -1 — \-  r- y  ,  ou  p 
est   une  fonction  arbitraire  <lc  x  ely.  Supposons  enfin  que  a  ne 


—  1 1 


dépende  pas  «le  )  ;  il   \  ient 


,s     à*  a         „    à9- a 

'). y  (  i  —  y  )x  — — x- ;  -    i  =  o 

J  K        J  }     df*  dxày' 


Ox 


ou,  en  posai)  l   ' ■",  :   :  p, 


.,*P 


,K'(l_y).r^_.r^__I  =  0. 
dont  l'intégrale  générale  est 

Nous  obtenons  donc  facilement  pour  a  la  solution  très  étendue 


5 -/'(#)  *■ 


^P  '  ^? 


mais  nous  n'avons  pas  l'intégrale  la  plus  générale.  Clioisissons  la 
solution  la  plus  simple,  soita  =  —  ;  alors 


y- 


./•-     '    X'1 


x       xLy 
et  nous  avons  à  étudier  le  système  en  involution 

ax  -h  i       ./(  a 

(m) 


I  I 


q  T  -r  \         x  (  q  x  -h  i) 


-'l  =  o. 


</  .r  -+-  i        x 

Appliquons  à  ce  système  la  transformation  d'Ampère,  définie 

par  les  relations 

x  =  .r1.      y=—  qu      *=y\q\  —  *u      p=—pu      q=—y\ 

el  prolongée  au  moyen  des  identités 

—  '"i  dxi  —  sj  dyx  =  r  dx  *h  s  <lv.  dv  — —  sldxl  —  t{dv{ . 

Alors 


''  +  7T 


'-/,• 


n:, 
el  le  système  i  ta)  devienl 

>  i  > 

f  r\-\~s\  —  4 : "• 

Faisons  encore  le  changement  de  variables 

.'  i 

•  /'u      -    —  i  .'  "         <*>\J  I  i  "0  «  | 

•rl 

nous  I  »  I  )  I  (  '  n  (  )  1 1  s 


o, 


\>o  VoU-o—   1) 

I  »,  I 

i         Po 

Sq —  o. 

I  >.l  0 

La  seconde  équation  du  système(24)  donne  d'abord 

Po  —  (?'(^o)v/rô> 
où  o'  est  la  dérivée  d'une  fonction  arbitraire  co  de  x0  ;  donc 

-o  =  ?(-A>)v/jo-+-^Cro), 

•i  étant  une  nouvelle  fonction  arbitraire. 

Portons  dans  la  première  des. équations  (al),  il  vient 

d*<b         i      oty  i 

i-  -+-  — —  — ■ — i =  o . 

dy\       a/o  c(ro       2JKo(i— ^o) 

On  intègre  facilement  cette  équation,  dont  la  solution  générale 
est 

+  =  ^-C/jko-^-  y/jKolos-7^ -  —  log(.ro  —i)4- Ci, 

d'où 

s0  =  cp(a70)v/7o+v/7olog-^ —  Iog(7o— 1)4-  C|. 

v.ro  +  I 
En  remontant  la  suite  des  calculs,  on  trouve 


3,=  ?(  — j/r,/,  +^,y,  loi;    /'Z,'       -  -  Io-(.r,r,—  i .)  -f-  <  : ,  . 
\xi  I  v  riJKi  +2 

■7l  -ri/  y  v  ■''i.l'i  I  2  \   .  /■,_!',  V/ri.''i         ' 


Posons  —  =  a,  a  étanl  un  paramètre;  comme  x  =  x<1  les  ca- 

Xi  l 
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el 

X\  / i  /.rA      '   /         i      \fr\.r\  —  ' 

ce  qui  fournil  L'intégrale  générale  du  système  (22). 

Posons  —  =  a,  a  étant  un  parart 

#1 

ractéristiques  du  système  (22)  sont 

-                1     !    1 
— Y  =  v/âcp'(a)  +  2V^cp(a)  +  "  "7;  ,08  "-^ : 

2   V  x  .r  y/  a  -h  1 

3  =  a*a?cp'<  a)  —  -  \/îo(z) x^a  log— r= H  log(aa?*— -1). 

2  2  x  v/a  -+- 1 

Posons  enfin 

f(«)  =  -L-p-J 
il  vient 

_J=,l/(a)-t-— Flog'-^- 


jooyy/a—  1 


2V/a         x\/rJ.  h-  1 

(î5)  ,         -        .rv/ï-, 

/        s  =  x\  a-y(a)  —  4*(a)] ar/alog— ¥— h  log(a#2  —  1). 

\  2  _     ^  y/a   _1_   ! 

On  obtiendra  la  relation  qui  unit  x  et  a  en  cherchant  l'enve- 
loppe des  caractéristiques,  c'est-à-dire  en  diflerentiant  Tune  ou 
l'autre  des  équations  (20)  par  rapport  à  a.  On  obtient  (comme  on 
peut  le  vérifier)  le  même  résultat  dans  les  deux  cas,  à  savoir 

/     ^  1  h  ,      s  l     X     .  X\/x  —  I  I 

(26)  o  =  t|/*(a)-7  —  log  - 


4  af  .r/a^i    '    2a(a.r2—  i) 

et  les  deux  quadratures  sont 

v                    .11   dp      dz 
X=y,  Y  = j —  • 

./■       x  Ox       ôx 
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SUR  LES  SURFACES  CUBIQUES  AYANT  UN    AXE  DE  SYMETRIE  TERNAIRE 

ET  SUR  LES  SURFACES  CUBIQUES 

POSSÉDANT  DES  POINTS  A  INDICATRICE  DU  TROISIÈME  ORDRE; 

Par  M  .   I  )t  mont. 

L  équation  générale  des  surfaces  «lu  troisième  ordre  possédant 
un  axe  de  symétrie  ternaire  esl 


(i) 


l  bAxyz     B(x*  :-j-'-4-c;i)  i  $C(x* y -+- xy*-\- y* z  ;  yz-  :   c-'.r  ,  zx*) 


$T>(x*+y*-hz*)-t-6E(xy+yz  +  zx)-h3F(x+y+z)-hG  =  o, 
si  cel  axe  esl  la  droite  bissectrice  du  trièdre  Qxyz  et 

(  2  )   //  z:i-+-  3  k  z*+  3  lz-hr  +  3  m  {x*->ry*)z  -h p ;r  (  3  j2—  x* )  4-  3  q  (x*-hy*  =  o, 

OU  bien 

(  ■>.'  )  3 (m  z  -hpx  4-  q  )jK2-t-  h  z:i-+-  3  m  .r-z  —  j>  j-'-f-  3  A  z*-|-  3  q  x*-k-  3lz-hr=  o, 

si  l'axe  de  symétrie  est  O^  et  que  Qy  soit  pris  parallèle  à  l'une 
des  direetions  a sympto tiques  des  sections  z=~k).  Ces  équations 
sont  à  six  paramètres,  mais  peuvent  être  ramenées  à  cinq  par  un 
transport  de  l'origine  ayant  pour  effet  d'annuler  G  ou  /•. 

Pour  toute  valeur  zK  de  z,  on  a  une  section  dont  les  asymptotes 
forment  un  triangle  équi latéral  dont  le  centre  est  sur  O^  et  poul- 
ies trois  valeurs  de  z  racines  de  l'équation 

(  3  )  /^3  4-  3  A  -z*  h-  3  /  z  -+-  r  -+-  A  (  m  -  +  q  is  =  0 

jr-  * 

les  sections  sont  des  triangles  A,B,C,,  A2B2C2  et  A:,B;jC3  dont 
les  côtés  sont  trois  à  trois  dans  trois  plans  formant  un  trièdre.  Par 
exemple  les  côtés  A,  Bt,  A2B2,  A3B3  étant  supposés  ceux  qui  sont 
parallèles  à  Qy,  sont  dans  un  plan  mz  -\-  px  -f-  q  =  o  coupant  Q  z 

au  point  z  =  —  ---  par  lequel  passent  aussi  les  plans 

(BiGi,BaCs,BaCa)     et    (GiAi.GjiAs,  C3A3). 

Les   surfaces   à   axe  de  symétrie   ternaire  se   présentent   donc 

comme  un  cas  particulier  des  surfaces  possédant  trois  points  en 

ligne  droite  tels  que,  pour  chacun  d'eux,  le  plan  langent  coupe  la 

surface   suivant  trois   droites   concourantes.    Ici.    ces    trois  points 

XXVIII.  s 
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s < > 1 1 1  sur  la  droite  de  L'infini  des  plans  perpendiculaires  à  Oz;  en 
l'un  d'eux  concourent  A,  B, ,  A2  !>.>,  A3  B3,  en  un  second  B,  C, ,  B2C21 
!>,,  C;{  et  en  un  troisième  C,  A,,  G2A2  et  C3A3. 

Un  point  en  lequel  la  surface  est  coupée  par  son  plan  tangent 
suivant  trois  droites  concourantes  n'a  plus  une  indicatrice  du 
second  ordre,  mais  du  troisième. 

Désignons  un  tel  point  par  [3.  On  voit  qu'une  transformation 
homographique  change  la  surface  à  symétrie  ternaire  en  une  sur- 
face possédant  trois  points  I3,  en  ligne  droite,  à  distance  finie. 
Réciproquement  : 

Théorème.  —  Toute  surface  cubique  posséda/il  trois  points  l3 
sur  une  droite  cl  à  distance  finie,  pour  chacun  desquels  les  trois 
droites  du  plan  tangent  sont  réelles,  peut  être  transformée 
homo graphiquement  en  une  surface  à  axe  de  symétrie  ter- 
naire. 

Soient  J3,  F,,  IJ  les  trois  points,  rt,  b,  c  les  droites  du  plan  tan- 
gent en  I3,  a!,  b',  c'  et  a" ,  b" ,  c"  les  droites  analogues  pour  l':î  et  \'r 
Chacune  des  droites  de  l'un  des  groupes  coupe  une  de  celles  des 
deux  autres  groupes.  Supposons  que  a  coupe  a'  et  a",  que  b  coupe 
b'  et  b"  et  que  c  coupe  c'  et  c" . 

On  peut  d'abord  transformer  homologiquement  de  façon  que 
les  trois  triangles  (a a' a"),  (bb'b'f),  (ecc")  deviennent  équila- 
téraux.  Si,  en  effet,  dans  un  plan  P  passant  par  d  l'on  décrit 
sur  I8Ij  et  sur  FjIJ  des  segments  capables  de  6o°,  puis  que  l'on 
prenne  le  point  d'intersection  O  des  deux  arcs  pour  centre  d'ho- 
mologie,  que  le  plan  d'homologic  soit  parallèle  à  la  droite  cl  et  le 
paramètre  de  la  transformation  tel  que  la  transformée  de  d  soit  la 
droite  à  l'infini  du  plan  P,  les  droites  concourant  en  ï:î,  en  F,  et  en  IJ 
auront  respectivement  comme  transformées  des  parallèles  à  Oï;}, 
à  Ol'  et  à  Ol!,  c'est-à-dire  des  droites  faisant  entre  elles  des 
angles  de  6o°.  Par  suite,  les  transformés  des  triangles  (a  a' a"), 
(/>////),  [cc'c")  sont  des  triangles  équilatéraux,  dont  les  cotés 
sont  parallèles  trois  à  trois  et  situés  dans  les  trois  faces  d'un  angle 
Irièdre.  Les  centres  des  trois  triangles  sont  d'ailleurs  sur  une  même 
droite  et  l'on  peut  maintenant  projeter  de  façon  que,  les  trois 
triangles  restant  équilatéraux,  la  droite  des  centres  soit  perpendi- 
culaire aux  plans  des  trois  triangles. 
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Or,  la  surface  obtenue  a  va  ni  trois  sections  perpendiculaires 
à  une  même  droite,  qui  possèdenl  la  symétrie  ternaire  par  rapport 
à  celle  droite,  possède  elle-même  cette  symétrie,  comme  on  s'en 

assure  aisémenl . 

Théorème.  —  Lorsqu'une  surface  cubique,  sans  point  singu 
lier,  possède  deux  points  I3,  elle  en  possède  un  troisième  en  ligne 
droite  avec  les  deux  autres. 

Soienl  [3,  I '.,  les  deux  points  supposés,  <7,  6,  c  el  a':  //,  c1  les 
groupes  de  droites  de  la  surface  situées  dans  les  plans  tangents  en 
ces  points.  Chacune  des  droites  a,  b,  c  rencontre  l'une  des 
droites  a\  //,  d \   supposons  que  a  coupe  a\   que   h  coupe  // 

et  que  c  coupe  c'  et  soient  a",  bn  et  c"  les  troisièmes  droites  de  la 
surface  dans  les  plans  (an1).  {b  b')  et  (ce1).  Elles  doivent  ren- 
contrer lsl3  au  même  point,  sinon  la  droite  f 3 1':1  aurait  plus  de 
trois  points  sur  la  surface  et  y  serait  tout  entière.  Mais  alors  les 
points  I3,  l.j  par  chacun  desquels  passeraient  trois  droites  de  la  sur- 
face non  dans  un  même  plan,  seraient  des  points  singuliers,  ce  qui 
est  contraire  à  l'hypothèse. 

Soit  I!'$  le  point  où  a\  b"  et  c"  coupent  \\\  ,. 

Ces  trois  droites  sont,  de  plus,  dans  un  même  plan,  puisque  le 
point  IJ  est  supposé  non  singulier. 

Une  surface  cubique  peut  posséder  un  quatrième  point  I:!.  Elle 
peut  même  en  posséder  six  répartis  sur  deux  droites  ne  se  coupant 
pas.  Pour  le  voir,  il  suffit  de  remarquer  que  si  l'on  fait  m  =  q  =  o 
dans  l'équation  (2'),  les  trois  sections  réduites  à  trois  droites  sont 
formées  de  droites  concourantes. 

On  peut  aussi  remarquer  que,  si  l'on  prend  les  deux  droites 
contenant  les  points  1$  (et  supposées  à  distance  finie)  pour  arêtes 
x  =y  =  o  cl  z  =  t  =  o.du  tétraèdre  de  référence  et  quatre  des 
points  [3  pour  sommets  de  ce  tétraèdre,  l'équation  de  la  surface 
peut  prendre  la  forme 

(  4  )  xy{y  —  mx)  -+-  s.Mt{t  —  pz)  =  o. 

Théorème.  —  Une  surface  cubique  possédant  six  points  \, 
répartis  sur  deux  droites  /» ,  l  et  tels  que,  pour  chacun  d'eux, 

les  trois  droites  de  la  surface  soie/H  radies,  ne  peut  posséder  un 
septième  point    I  .  satisfaisant  à  fa  même  condition . 
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Soient  l.t,  l't,  ÏJ  les  points  de  /.-,  J3,  .1'.,,  JJ  ceux  de  L  Prenons  l:!, 
I'  J:,  et  J'3  pour  sommets  x  =  y  =  z  =  o<  x  =y  =  t  =  o, 
z  =  £  =  x  =  o  et  ^  =  £  =  y  =  o  du  tétraèdre  de  référence. 

Si  un  septième  point  ï3,  que  nous  appellerons  /3,  existait,  des 
trois  droites  d,  d' ',  ûP  qui  y  convergeraient,  chacune  rencontrerait 
une  droite  de  chacun  des  groupes  concourant  en  I3,  en  I3  et  en  l'J. 

Supposons  que  d  coupe 


hh, 

1  3  ''  3 

J  3   J  3  ' 

que  d'  coupe 

[3J'?, 

i;j; 

F"  F 

1  3  J  3  > 

et  que  d"  coupe 

fsJ's, 

I3J3 

F"  1' 
1 3  °  3  » 

<:/,  <^'  et  «P  sont  sur  les  hjperboloïdes  H,  II'  et  H"  définis  respec- 
tivement par  les  trois  ternes  de  droites  correspondantes  (fig.  1) 


Fig.  1 


Ces  trois  hjperboloïdes  ont  en  commun  les  droites  A- et  /,  puis- 
qu'ils contiennent  chacun  trois  points  de  chacune  de  ces  droites. 
Mais  ils  contiennent  aussi  le  point  i3  et  par  suite  la  sécante  à  Â"  et 
à  /  passant  par  z3,  donc  enfin  un  quadrilatère  gauche,  de  sorte  que 
ces  trois  quadriques  font  partie  d'un  même  faisceau  ayant  pour  base 
un  quadrilatère  gauche. 

Les  trois  hyperboloïdes  ont  pour  équations 


(H) 

(in 

(H') 


pyz  —  m  r  t  =  o, 

—  Py*  —  pmzx  -f-  )/  =  o, 

/>>/>  zx  —  m  x  I  -+-  y  t  =  o. 
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/// 


(  h\  l.i  droite  y       •/./ •,  z  =  -     /  du  premier  esl  sur  l<-  second  si 

I  ou  a  jjl-  —  /// u  4-  ///-  0  el  sur  le  troisième  à  la  même  condition. 
Cette  équation  n'a  pas  de  racines  réelles  en  u,  par  suite  les  deui 
côtés  du  quadrilatère  autres  que  k  el  /sont  imaginaires  et  le  point  i 

n  esl   pas  un  poi  ni   réel . 


COMPTES   RENDUS   DES  SÉANCES. 


SE  \\CI<:   DU  7   FÉVRIER    L900. 


PRESIDENCE    1)1-;    M.    TOUCHE. 


M.  Touche  fail  la  Communication  suivante  : 

Les  équations  de  l'Hydraulique  données  par  Lagrange. 

Lagrange  a,  vers  la  fin  de  sa  vie,  publié  quelques  pages  sur  la 
Question  du  mouvement  des  fluides,  et  M.  Joseph  Bertrand  a 
reproduit  ses  Notes  à  ce  sujet  {Mécanique  analytique,  par  La- 
grange, 3e  édition,  revue  par  M.  Joseph  Bertrand).  La  théorie  de 
Lagrange  ne  diffère  guère  de  celle  d'Euler  que  par  les  notations, 
mais  nous  avons  pensé  qu'il  serait  de  quelque  intérêt  de  déduire 
de  ses  équations  les  équations  transformées  que  nous  avons  tirées 
de  celles  d'Euler.  Lagrange  ne  considère  que  les  fluides  incom- 
pressibles. Les  considérations  qu'il  a  présentées  l'amènent  au  ré- 
sultat 

cV-x       „\       DX 

.d'y  \        DX 


dt*  )       Dr 

Rappelons,  en  quelques  mots,  la  transformation  que  nous  avons 
fait  subir  aux  équations  d'Euler.  Nous  avons  considéré  trois  élé- 
ments égaux  en  longueur,  ds  suivant  la  courbe  trajectoire,  ds' 
suivant  la  normale  principale  à  la  trajectoire,  ds"  suivant  la  binor- 
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III 


aie,  puis  da.,  L'angle  de  contingence  de  la  trajectoire  pour  la 
longueur  ds. 

Or,  les  équations  (À),  de  Lagrange,  sonl  rapportées  à  trois  axes 
rectangulaires;  nous  pouvons  choisir  ces  axes,  celui  des  x  paral- 
lèle à  ds  et  les  x  positifs  étant  comptés  dans  le  même  sens  que  la 
vitesse  positive,  celui  des  y  parallèle   à  ds'',  alors  celui  des  z  est 

parallèle  à  ds" .  =r—  est  ce  que  nous  avons  appelé  —  -~-\  A  est  la 
1  Dx  '  l  L  ds 

densité  de  la  masse  que  nous  avons  désignée  par  p;  X  est  la  résul- 
tante des  forces  extérieures  suivant  l'axe  des  x  et  nous  l'avons 
désignée  par  U.  Donc  la  première  des  équations  (A)  peut,  en  con- 
servant les  notations  que  nous  avons  employées,  être  mise  sous 

la  forme 

i  dp       JT       dr-x 
p    ds  rit1 

Pour  voir  ce  que  représente  -7  2  5  nous  supposerons  d'abord  le 

mouvement  permanent.  Avant  de  considérer  dx,  élément  de  tra- 
jectoire, comme  coïncidant  avec  ds,  nous  pouvons  le  considérer, 
toujours  dans  le  plan  de  ds  et  ds' ,  mais  seulement  voisin  de  ds, 
appeler  a  l'angle  qu'il  fait  avec  l'axe  des  y,  et  examiner  ce  que 
devient  dx,  lorsqu'on  le  rapproche  indéfiniment  de  ds  de  manière 
à  le  faire  coïncider  avec  lui.  On  a 

rlx  =  ds  sinoij 

dx      ris    . 
-,    =  —r  sin  a  : 
dt       dl 


différentions,  par  rapport  à  l 


rl-x       ri- s    .  d%  ds 

dl1        rit*  rit    dt' 


à  la  limite,  lorsque  dx  se  confond  avec  ds,  on  obtient 

d-r        d- s 

~dr-  ^~dr-' 
Or,  on  a 

ds 

7/  =  r" 
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(I  où,  en  di llci cni i.ini  par  rapport  à  s, 

il' s         <L\ 
dTdt       ds  ' 

./■.-.       d*  dv\ 
,lr       ,//    ds  ' 

d*j  dv± 

,ir    =i>l  di 

(l-s  tl'-r 

et,  comme  nous  venons  de  voir  (iu<'    ,     tend  vers  -7— > 

'  dt*  '// 

d-.r  dV\ 

'dF  =  i>i  ,/s  ; 
la  première  des  équations  (A)  revient  donc  à 

p  as  <is 

nous  retrouvons  la  première  de  nos  équations  générales  du  mou- 
vement des  fluides  transformées,  dans  le  cas  du  mouvement  per- 
manent. 

Nous  avons  de  même 

dy  =  cota  dx, 

dy  dx 

-7-  =  cota  —r- , 
dt  dl 

d-  y  1       de*,  dx  d2  x 

dt2  sin2a  dt    dt  dt1 

si  l'élément  dx  se   rapproche   indéfiniment  de  ds,   il  vient  à  la 

limite, 

d2  y  di  ds 

dr-  ~~~dt  dt  ' 
d2y  <r/a 

dF~~  Vi7rr 

d-y  ds  dy. 

HT2  "    ~  Çt  Tft  ds' 
d2y  dy. 

~dr-  =~Vi  7ù; 
la  seconde  des  équations  (A)  revient  donc  à 

0  as  as 
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Pour  la  troisième  des  équations  (A)  — —  est  nul,  car  les  diffé- 
rentielles des  vitesses  doivent  être,  comme  les  vitesses  elles-mêmes, 
dirigées  dans  le  plan  oscillateur,  si  Ton  ne  considère  que  le  mou- 
vement permanent,  et  alors  elles  donnent,  suivant  la  binormale, 
des  projections  qui  sont  des  infiniment  petits  du  second  ordre. 

Nous  retrouvons  donc  noire  équation  transformée 

o  ds"  ~       ' 

Nous  avons  aussi  transformé  l'équation  de  continuité  d'Euler 
et  nous  sommes  arrivés  à  une  équation  qui,  réduite  au  cas  d'un 
fluide  incompressible,  est 

dvx 

vx  oa        o'a 


ds        ds'      ds" 


=  o 


dans  laquelle  oa  est  l'angle  de  contingence  suivant  ds'  et  o ra 
l'angle  de  contingence  suivant  ds". 

Cette  équation  est  aussi  donnée  par  Lagrange  comme  complé- 
ment des  équations  (A);  il  la  donne  sous  la  forme 

.  _ .  I  >  dx       D  dy       D  dz 

(B)  -d^  +  T>F+-d7=0- 

Si  nous  continuons  à  considérer  les  axes  suivant  ds,  ds' ,  ds" , 
nous  ferons  remarquer  que,  d'après   les  notations  de  Lagrange, 

-p— -  est  la  variation  de  la  surface  de  la  section  de  la  petite  masse 
Dr  l 

D,„,  qui  correspond  à  la  variation  de  la  vitesse  vK  suivant  l'axe  des 

i    dv\      ,  A         Ddy 

x  et  que.  par  suite,  ce  terme  représente  —, ;  de  même  -— -  est 

11  l  ds    Vi  uy 

la  variation  de  la  même  surface  qui  correspond  à  l'angle  de  con- 

8a  .  ,        Ddz         ,  ,  r 

tmgence ri  suivant  ds   et  -=r —  est  la  variation  de  cette  surface 

°  ds  D  z 

?>'  ' 
qui  correspond  àl'angle  de  contingence  —  -,  -„  suivant  dé' .  Gomme 

la  surface  de  cette  section  est  assujettie  à  être  constante,  il  faul 
égaler  à  zéro  la  somme  des  trois  termes,  ce  qui  donne  l'équa- 
tion (B)  de  Lagrange,  laquelle  n'est  autre  que  notre  équation  de 
continuité  transformée. 
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PRB8IDI  NCR    DE    H.    PO  INC  Mil';. 

Élections  : 

MM.  Servant,  présenté  par  MM.  K^cenigs  et  Borel,  Perchot, 
présenté  par  MM.  ICœnigs  et  Borel,  \.dhémar  (vicomte  Robert  d'), 
présenté  par  MM.  Picard  ci  d'<  )cagne,  Sparre  (comte  Magnus  d< 
présenté  par  MM.  L.  Lévy  et  Borel,  Vuibert,  présenté  par 
MM.  Bioche  et  Borel,  Hoffbauer,  présenté  par  MM.  Koniené  ci 
Bricard,  Saltykow,  présenté  par  MM.  Blute!  ci  Borel,  sont  élus,  à 
l'unanimité,  membres  <lc  la  Société. 

Communications  : 

M.  Torrès  présente  à  la  Société  un  appareil  servant  A  la  réso- 
lution de  l'équation  du  second  degré  à  coefficients  imaginaires  ci 
indique  comment  on  construirait  des  appareils  pour  la  résolution 
des  équations  algébriques. 

M.   Touche  fait  la  Communication  suivante  : 

Observations  sur  les  équations  de  l'Hydraulique  d'après  Lagrange. 

Les  équations  générales  du  mouvement  des  fluides  transformées, 
c'est-à-dire  rapportées  aux  trois  axes  rectangulaires  suivant  fis. 
ds1 ',  ds" ,  sont  les  mêmes  que  nous  les  déduisions  des  équations 
d'Euler,  ou  que  nous  le  fassions  de  celles  de  Lagrange,  à  la  condi- 
tion de  nous  borner  au  cas  de  la  densité  constante  et  du  mouve- 
ment permanent.  Mais,  comme  nous  les  avons  dans  ce  cas,  il  est 
facile  de  les  étendre  au  cas  du  mouvement  non  permanent,  en 
s'appujant  sur  le  théorème  de  d'Alembert.  En  effet,  dans  le  cas 
du  mouvement  permanent,  nous  avons  obtenu,  pour  la  première 
des  équations  du  mouvement  des  fluides  transformées, 

i  dp  dvx 

(i)  -  -f-  =  U  —  Vi  -;-> 

p  as  as 

et  cette  équation  est  celle  que  donne  le  théorème  de  d'Alembert 
pour  le  mouvement  permanent.  En  effet,  p  étant  la  pression,  dp 
doit  être  la  différentielle  de  £  v2{  ou  e,  dv%\  alors  dvs  est  la  diffé- 
rentielle de  vK  correspondante  à  ds,  espace  parcouru  dans  l<- 
xxvni.  8. 
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temps  dt  ;  si,  au  contraire,  le  mouvement  n'est  pas  permanent,  en 
même  temps  que  la  différentielle  dçt  correspondante  à  l'aug- 
mentation de  vitesse  pour  l'espace  ds  parcouru  dans  le  temps  dt, 
il  faut  considérer  une  différentielle  d'  v{  de  v{,  qui  a  lieu  pendant 
le  même  temps  dt  et  qui  est  due  à  l'augmentation  de  vitesse,  au 
point  A,  origine  de  ds;  la  différentielle  de  |pj  est  alors 

i>i  d\>i  h-  vv  d'vt 
et  il  nous  vient  alors 

i    dp       TT  dv\  d'v\ 

-    -£-  =  U  —  çx  —  ==  Vy  —  , 

p    as  as  ds 

ou  bien 

i  dp  dvy       d'vj 

<*>  i*=U~"1  A  ~   -df 

Nous  retrouvons  ainsi  la  première  équation  que  nous  avions 
obtenue  en  transformant  les  équations  d'Euler;   seulement  nous 

,     •  i  i         •         -r  •  i  i  >    •      >         dV\  d'  V\     • 

mettons  en  évidence  la  si^mlicalion  des  dérivées  -y-  et  —y—  :    sous 

°  ds  dt 

cette  nouvelle  forme,  on  voit  bien  que  d! V\   peut  avoir  toutes  les 

valeurs  possibles  pour  une  valeur  déterminée  de  dvK . 

d' v 
Nous  pouvons  développer  le  terme  —=-•  suivant  la  série  de  Mac- 

d'v 
laurin  et  en  appelant  f(o)  la  valeur  initiale  de  -~  ,  f'(°)  ^a  valeur 

•    •  •   i      i     d'2v<      ru ,  N        ,,      -,     d'3v{ 

initiale  de  —nç-*  /  (°)  cel'e  c*e  ~jjr  >  •••»    on    aura,   a   un  instant 

quelconque, 

et  dans  chaque  cas  particulier   de  mouvement  non  permanent,  il 

faudra  tenir  compte  des  dérivées  de  divers  ordres  de  -~  qui    ne 

sont  pas  nulles. 

Nous  pourrions  obtenir  de  la  même  manière  la  deuxième  des 
équations  générales  du  mouvement  des  fluides  transformées;  nous 
retrouverions  l'équation  tirée  des  équations  d'Euler 

v    '  p  ds1  l    dt  l  ds 

nous  remarquerons  que  les  différentielles  dx  eldxt  sont  sùTfisam- 
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menl  Indiquées  séparément  et,  par  suite,  qu'il  n'y  a  aucune  néces 
site  de  inndi lier  l'équation  (2).  Nous  observerons  seuiemenl  que  <n 
peut  être  développé  suivanl    la  série  de  Ma.claurin,  comme  nous 
l'avons  fait  pour  ■  ?  '  dans  l'équation  (1). 

L'équation 
(3)  l±=W+Vld£ 

p    ((S  (Il 

reste  la  même. 

Dans  L'équation  de  continuité  transformée 

1    (Iv  \         oa         à  a 
vx    ds        ds'       ds" 

si    l'on    passe    du    mouvement    permanent    au    mouvement    non 

dvt     i    •      a.  1  ,, 

permanent,  ——   doit    être  changé,    d  après   ce   c[iic  nous  vu,    en 

dv\  d'v{  .  dv\  i     d' vx  i    dvt     ,    .      i,Ai 

—, 1 t— >    par  suite  en   —= 77   et   —  -7-    doit    1  être    en 

ds  ds        r  ds  V{     dt  vx    ds 

d  — 
1    dvi  1     d'i'i        ,  A  dy.     ,    .     Ai  ,  ,  oa  ds' 

; —7—:    de  même  -7-,  doit  être  change  en  -j-,  H >-—  el 

\>t    ds  v\     dt  ds  ds  dt 

o  a  .  oa  ,  0  a 

8  a  0  a  <7.ç        T  1     a  pj  <7.v  r/.s 

-7--  en  -7-,,  H : Les  termes  —  — ~9  — ,--  et  — .-—    peuvent 

ds  ds"  dt  v\     dt  dt  dt       r 

être  développés  suivant  la  série  de  Maclaurin. 

Le  but  que  nous  nous  proposons,  c'est  d'établir  les  équations 
d'une  courbe  trajectoire,  ce  qui  résoudra  le  problème.  Dans  le 
cas  où  la  trajectoire  n'est  pas  une  courbe  fixe,  nous  considérerons 
la  vitesse  en  un  point  A;  nous  prendrons  dans  la  direction  de  cette 
vitesse  une  longueur  AB  égale  à  ds;  ensuite,  dans  la  direction  de 
la  vitesse  au  point  B  et  au  même  instant,  une  nouvelle  longueur 
égale  à  ds  et,  en  continuant  ainsi  de  suite,  nous  obtiendrons  ce; 
que  nous  appellerons  une  trajectoire  instantanée.  Nous  établi- 
rons d'abord  les  équations  dune  courbe  trajectoire,  pour  le  cas 
des  fluides  incompressibles  et  du  mouvement  permanent.  Nous 
étendions  ensuite  ces  équations  au  cas  du  mouvement  non  per- 
manent et  des  fluides  compressibles,  en  suivant  la  méthode  em- 
ployée pour  le  calcul  des  mouvements  des  corps  célestes,  c'est 
à-dire  en  dirigeant  le  calcul  de  manière  à  considérer  des  termes 
qui  peuvent  être  négligés,  en  conservant  une  approximation  suffi- 
sante. 
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SÉANCE   DU  7  MARS  1900. 

PRÉSIDENCE  ni:   M.    MAURICE   D'OCAGNE. 

Communications  : 

M.  André  :  Sur  la  comptabilité  des  systèmes  de  jeux  en 
escrime. 

MM.  Borel  et  Landau  présentent  quelques  observations  à 
propos  de  la  Communication  de  M.  André. 

M.   Ferber  fait  la  Communication  suivante  : 

Application  du  symbole  des  déterminants  positifs. 

Comme  application  de  la  théorie  des  déterminants  positifs  qui 
a  paru  dans  le  TomeXXVIl  du  Bulletin,  nous  donnerons  aujour- 
d'hui deux  formules.  La  première  donne  la  somme  des  puissances 
/>iemes  des  n  —  i  premiers  nombres  au  moyen  de  la  résolution  en 
nombres  entiers  positifs  de  l'équation 


0) 


*1"T-  «2"+-  SZ  •  •  •  =  P- 


Soit  st ,  s2,  •  •  •  i  s<j  une  solution  (  *  )  de  cette   équation,  nous  for- 
mons le  déterminant  positif 


I 

1 

i 



. 

. .     — 

*i! 

s2\ 

% 

r 

i 

I 

*t! 

*2!      ' 

Sa 

i 

i 

i 

Si  . 

s2\      ' 

Sa 

que  nous  convenons  de  développer  seulement  par  lignes  et  qu'on 
peut  écrire  plus  simplement  (2) 


S,!       Sol 


t 

S  a 


(  '  )  a  est  toujours  <.  p  naturellement. 

(2)   Voir  le  Bulletin,  Tome  XXVII,  page  285.  Rappelons  que  toutes  les  fois  que 

a  colonnes  sont   égales,   la   factoriellc — r  est  sous-entendue,  de  sorte   que,   par 


rxemple, 


=  i, 


I 

1 

I 

1 

1 

■ 

i     1 

— 

— - 

=  4 

et 

—   _ 

-   — 

2! 

2! 

a  ! 

!    1! 
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nous  le  multiplions  par  la  tactorielle  


p\na+U    i 


7     -  r!  ' 

et  nous  ajoutons  au- 


peut  écrire  plus  simplement  (  '  ) 

tant  de  ici  nies  semblables  qu'il  \  a  <!<•  solutions  dans  L'équation  (\  ) 
pour  trouver  la  somme  cherchée  (-). 
Par  exemple  la  somme  «les  carrés  esl 


!  n  (  n  —  i 


//  |   Il    —   !  )(  Il   —   A 


i    i 
71  7! 


la  somme  des  cubes 


3! 


>i-l 


;• 


// 


81-1 


3! 


i     i 

T\  f! 


la  somme  des  quatrièmes  puissances 


r 


// 


i-i 


4! 


i     i     i 
71  "il  ?! 


,21—1 


<  ! 


•>.! 


n3|-l 


i  ! 


// 


1-1 


4! 


i     i 
v.  71 

i    i     i 
ïT  7T  7T 


4! 


,31-1 


3! 


i     i 
2T  al 


4! 


/r 


11 


I        I        !        I 

7!  T7  71  ïï 


Celle  formule   se   trouve  en  sommant  — ■  =  ©£  directement  et 

par  itération.  En  effet  l'itération,  qui  est  l'opération  /[/(•••  /(•*")]] 
ou  f{"\   peut  donner  des  intégrations  aux  différences  finies.  En 
voici  un  autre  cas.  Faisons  fx  =  x  -f-  tepa?,   itérer  /#  c'est  alors 
chercher  successivement 

3?2  —  3?j     i —  TCD37j5 
» 


c'cst-à-dirc  intégrer  -r-  =  <p(#)  pour  A£  =  t  et  à  partir  de  l 
jusqu'à  t  =  n  t. 


o 


(')   En  employant  la  notation  de  Van  der  Monde. 

(-)  Eu  fait,  pour  le  calcul,  les  déterminants  se  développent  très  simplement  et 
se  réduisent  à  des  monômes;  mais,  en  les  laissant  sous  leur  forme  primitive,  ils 
facilitent  l'exposition  de  la  formule  suivante. 


i:m  — 


Voici  la  formule  qui  «louuc./,, 


>■„  =  ,r()-f-  nxy(xo) 


II 


21-1 


41-1 


1)2 

'2 

17 

œ  D    cû 


oD    cpD 


// 


31-1 

3T 

31-1 

3~r 


n 


?D  ?D  ? 


Les  déterminants  positifs  (')  formant  le  coefficient  de  T^fl 
contiennent  des  exposants  qui  sont  encore  des  solutions  de  l'équa- 
tion (i),  les  factorielles  en  n  sont  les  mêmes  que  précédemment; 
les  deux  problèmes  sont  analogues. 

Cette  formule  contient  naturellement  le  développement  de 
Tavlor;  en  effet,  passons  aux  différences  infiniment  petites  en 
faisant  ni  —  const.  =  t,  puis  z  =  o,  n  =  co,  il  reste 


x 


V1  tz 

X0  -h  t'3X0  H <p  Dx  -h  —    cp  D<p  Dcp  -f 


ce  qui  est  bien  le  développement  en  série  par  la  formule  de  Taylor 
de  la  solution  de  dx  =  '^x  cit. 

Pour  obtenir   xn   il   suffirait   évidemment  de   chercher  — -. —  i 

mais  le  calcul  devenant  rapidement  inextricable  nous  avons  cherché 
directement  xa  en  appliquant  le  procédé  indiqué  dans  les  Nou- 
velles Annales  de  novembre  1898. 


SÉANCE  DU   21   MARS   1900. 

PRÉSIDENCE    DE    H.    ANDRÉ. 

Communications  : 

M.  André  :  De  l'organisation  des  assauts  complets. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  un  problème  d'analyse  comminatoire. 

(')  Ces  délerminants,  qui  sont  à  développer  par  lignes,    sont    symboliques    et 

D3       D- 

donnent  naissance  à  des  termes  de  la  forme  ç3  —  9-  — :  9  qui  indiquent  l'opération 


D3  r  y     D2      1 

9*  x  "Tj  |t  -*  ~(?)   *  L'opération  faite,  on  remplace,  dans  les  »,  x 
le  Bulletin,  Tome  XXVII,  page   >S8. 


par  ,7„ 


J  POiV 
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M.    \.  Tresse  fail  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  propriétés  projcctives  des  coniques. 

M .  I  ,ean  a  récemment  démontré  (  '  ),  par  une  voie  élémentaire, 
que  lu  perspective  d'une  conique  est  une  conique;  sw  méthode 
suppose  connus  les  théorèmes  <!<■  Dandelin ,  qui  permettenl 
d'étendre  aux  coniques  l«'s  propriété!  des  pôles  et,  polaires,  éta- 
blies pour  la  circonférence. 

La  brève  esquisse  qui  suil  a  pour  bul  de  montrer  «pic,  dans  les 
éléments,  ou  peut  arriver  simplement  au  même  résultat,  dès  que 
sont  établies  les  propriétés  fondamentales  des  Langent* ss  et  parti- 
culièrement la  suivante  :  La  portion  (Tune  tangente  mobile  à 
une  conique,  comprise  en  in'  deux  tangentes  fixes,  est  vue  d  un 
foyer  sous  un  angle  constant. 

Sans  présenter  la  valeur  scientifique  des  articles  ordinaires  du 
Bulletin,  les  lignes  qui  suivent  intéresseront  peut-être  ses  lec- 
teurs, et,  parmi  eux,  les  professeurs. 

Problème.  —  Construire  une  conique  dont  on  connaît  les 
positions  Ox,  Oy  des  deux  axes,  un  point  M  et  la  tangente 
en  ce  point. 

Soient  T,  fies  intersections  de  la  langente  avec  OxeiOy, 
N  et  IV  celles  de  la  normale  en  M  avec  les  mêmes  axes. 

Si  F,  F'  sont  les  foyers,  situés  surCr,  d'une  conique  cherchée, 
les  bissectrices  de  l'angle  en  M  du  triangle  MFF'  sont  MT,  M\ 
et  rencontrent  Oy,  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FF',  en  des 
points  T'  et  N'  situés  sur  le  cercle  circonscrit  à  MFF'  ;  F,  F'  sont 
donc  donnés  par  l'intersection  de  Ox  avec  le  cercle  circonscrit 
au  triangle  MT'JV. 

On  peut  répéter  la  même  construction  sur  Oy  ;  mais  le  point  O 
étant  dans  un  seul  des  angles  formés  par  MT  et  MN  est  intérieur 
à  une  seule  des  deux  circonférences  MTN,  MT'JN',  la  construc- 
tion réussit  dans  un  seul  cas. 

Une  conique  étant  définie  par  deux  foyers  et  une  tangente,  le 
problème  admet,  les  cas  évanouissants  laissés  de  coté,  une  solu- 
tion et  une  seule. 


(')  Bulletin  de  ta  Société  Philomathiquc  de  Paris,  <r  série,  l.  I,  a°  2,  p.  87. 
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Lemme.  —  Si  un  segment  PQ  cT une  droite  A  est  vu  d un 
point  fixe  F  sous  un  angle  constant,  il  existe  deux  points 
fixes  A  et  B  sur  la  droite,  tels  que  AP.BQ  soit  constant. 

Car  soient  A  et  B  les  positions  respectives  de  P  et  de  Q  quand 
FQ   et  FP    se  placent  sur  Fx  parallèle   à  A,  c'est-à-dire  soient 

(FP,  FQ)  =  (FA,  A)  =  (A,  F 13 )  ;   FA  et  FB  sont  symétriques  par 
rapport  à  Fx  et  a  sa  perpendiculaire  F)/;    soit  FQ7  la  symétrique 
de  FQ. 
On  a 

(FP.A)  =  (FQ,  FB)  =  (FA,  FQ') 
ou 

(PF,  I>Q')  =  (FA,FQ'), 

et,  par  suite,  la  circonférence  passant  par  P,  F,  Q'  est   tangente 
à  FA,  de  sorte  que 

AP.AQ'  =  ÂF2 

ou 

AP.BQ  =  —  ÂF*.  c.  q.  f.  d. 

On  en  déduit  immédiatement  : 

Théorème  I.  —  Les  segments  AP,  BQ  interceptés,  à  partir 
des  points  de  contact  A,  B,  sur  deux  tangentes  parallèles  fixes 
AT,  BT'  d'une  conique  à  centre,  par  une  tangente  mobile  PQ, 
ont  un  produit  constant. 

Car,  si  l'on  mène,  par  un  foyer  F,  la  parallèle  Fx  aux  tangentes, 

on  sait  que 

(FP,  FQ)  =  (FA,  Fx)  =  (Fa?,  FB). 

Si  FB,  FQ  rencontrent  AT  en  B,  et  Q,,  on  a  donc 

AP.BjQj  =  const.. 

d'où 

AP.BQ  =  const. 

Corollaire.  —  Les  segments  AP,  AP'  interceptés,  à  partir 
du  point  de  contact  A,  sur  une  tangente  fixe  d'une  conique  à 
centre,  par  deux  tangentes  parallèles  variables,  ont  un  pro- 
duit constant. 

Car,  avec  les  notations  précédentes,  AP'=  —  BQ. 
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R.ÉCIPR0Q1  i  m  i  n Toi;  i.m  i-;  I.  -  Si  mit'  droite  mobile  PQ  in- 
tercepte, sur  deux  parallèles  fia ves  AT,  BT'  à  partir  «les  ori- 
gines fixes  V  et  r>,  deux  segments  M\  BQdont  le  produit  soit 
constant,  elle  enveloppe  (///<■  conique;  et  cette  conique  est  tan- 
gente en  \  et  B  aux  droites  \ T,  1)1". 

Soil 

(I)  M'.  HO  =  *, 

el  soil  (  )  le  milieu  de  A  l>. 

Construisons  d'abord  sur  \ T  doux   points  R,  R.',  tels  que  OR, 

(  H\'  soient  rectangulaires  et  que 

AR.Air-  —  k. 
Pour  cela,  si  k  •<  o,  on  prend  sur  AT 

AC  =  —  AC'=  y/—~k, 

et  il  suffit  de  prendre  pour  OR,  OR'  les  bissectrices  de  l'angle 
COC. 

Si    k  >>  o,   on  prend   sur  la  perpendiculaire  en  A  à  AT 

AD  =  —  AD'=  /£, 

et  il  suffit  de  prendre  pour  R  et  R'  les  intersections  de  AT  avec  la 
circonférence  circonscrite  à  ODD'. 

Cela  fait,  considérons  la  conique  T  dont  les  axes  sont  placés 
sur  OR,  OR'  et  qui  est  tangente  en  A  à  AT  (problème). 

R  et  R'  sont  les  intersections,  avec  AT,  de  deux  tangentes  de 
cette  conique,  lesquelles  sont  parallèles,  comme  symétriques  de 
AT,  par  rapport  aux  axes;  et  comme 

AR.ARr  =  —  k, 

toutes  les  tangentes  à  T  (théorème  I  et  son  corollaire)  sont  des 
droites  mobiles  PQ. 

Enfin,  comme  par  un  point  quelconque  P  de  AT  on  ne  peut 
mener,  d'une  part,  qu'une  tangente  à  T  distincte  de  AT;  d'autre 
pari,  qu'une  droite  mobile  PQ,  loulc  droite  PO  est  bien  tangente 
à  F.  r.  o.  f.  n. 
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Remarque.  —  \)u  théorème  ]  el  sa  réciproque  résulte,  en 
presque  toute  généralité,  et  très  simplement,  que  la  perspective 
d'une  conique  est  une  conique.  Il  suffit  que  Ion  puisse  mener  à 
la  conique  deux  tangentes  parallèles  à  la  ligue  de  fuite. 

Pour  ne  laisser  échapper  aucun  cas,  il  n'y  a  qu'à  généraliser  ce 
qui  précède. 

Théorème  II.  —  Soient  SA,  SB  deux  droites  fixes  tangentes 
en  Y  et  B  à  une  conique;  P,  Q  leurs  points  d1  intersection  avec 
une  tangente  mobile  de  la  conique  ;  le  produit 

AP    BQ 
~SP  'SQ 
est  constant. 

En  efTct,  soient  F  un  foyer  de  la  conique,  AQ,  IW  les  paral- 
lèles à  FS  menées  par  A  et  B,  P'  et  Q'  leurs  intersections  respec- 
tives avec  FP,  FQ;  on  sait  que 

(FP,FQ)  =  (FA,FS)  =  (FS,FB). 

Donc,  comme  dans  le  théorème  I, 

AP'.BQ'=  r.onst. 


Oi 


Donc 


AP^SF.jf         et  SQ'-SF.Jg 


/    v  AP    BQ 

(2)  _.         =Const.  C.  Q.  F.  o. 

Remarque.  —  Si  la  conique  est  une  parabole,  dans  une  po- 
sition particulière  de  l'angle  (FP,  FQ),  FPet  FQ  sont  rcspecli\<- 
ment  parallèles  à  SA  et  SB,  auquel  cas  on  a 

AP'=SF,         BQ'=SF. 

La  valeur  constante  du  produit  est  donc  V unité. 

Corollaire.  —  Si  une  conique  à  centre  est  inscrite  dans  un 
parallélogramme  SaT^,'  la  droite  qui  joint  les  contacts  \,  l> 
de  deux  côtés  Sa,  S  fi  issus  d'un  même  son) met  S,  est  parallèle 
à  la  diagonale  a|3  qui  ne  passe  pas  par  ce  sommet. 
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Car,  en  amenanl  la  tangente  mobile  dans  les  deux  positions 
y.'W  pT,  on  trouve,  en  appliquant  le  théorème, 

\,        BJ 

.S  y  S  P  ' 

ce  <|ui  exprime  que  A.B  el  ot(3  sonl  parallèles. 

Réciproque  m  théorème  II.  -  Si  une  droite  mobile  PQ  ren- 
contre les  côtés  S  \,  SB  ûTk/î  triangle  S  \l>  en  ûfej  points  P,  Q, 
/r/.v  ûr#g  fe  produit 

W    BQ 

SP  '  su 

so*7  constant,  elle  enveloppe  une  conique;  et  cette  conique  est 
tangente  en  AetB  aux  droites  SA  et  SB. 

Soit  A*  la  valeur  constante  du  produit  ;  si  /, :?é  \ ,  prenons  sur  SA, 
SB,  les  points  a  et  [j,  tels  que 

et  construisons  le  parallélogramme  S  aï  p.  Il  existe  (réciproque 
du  théorème  I)  une  conique  F  ayant  son  centre  au  centre  du  pa- 
rallélogramme, tangente  à  SA  en  A,  et  à  sa  parallèle  (3T  et  enfin 
tangente  à  une  troisième  droite  S  [3.  Cette  conique  est  manifeste- 
ment inscrite  dans  le  parallélogramme;  et  elle  touche  S  ,3  en  13, 
AB  étant,  d'après  (3),  parallèle  à  la  diagonale  a[3. 

La  droite  aT  étant  une  tangente  particulière  de  T,  parallèle 
à  SB,  avec  la  condition  (3),  toutes  les  tangentes  à  F  sont,  d'après 
le  théorème  II,  des  droites  mobiles  PQ  ;  et,  comme  plus  haut 
(réciproque  du  théorème  1),    toute  droite   PQ   est  tangente  à  T. 

c.  q.  F.  n. 

Si  k :  =  i ,  on  prendra  pour  conique  F  la  parabole  tangente  en  A 
et  B  à  SA  et  SB.  Toute  tangente  à  T  est  encore  une  droite  PQ  et 
réciproquement.  c.  o.  F.  n. 

Théorème  III.  —  La  perspective  d  une  conique  est  une  au  ire 
conique. 

Conservons,  en   effet,  les  notations  du  théorème    II.   et  dési- 
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gnons  la  perspective  d'un  point  1*  par  la  lettre  accentuée  I*  ;  la 
droite:  SA  et  sa  perspective  S'A'  se  coupent  en  un  point  a;  si  <o  est 
le  point  de  vue,  le  faisceau  de  quatre  droites  wS,  <oA,  toP,  toa, 
coupé  parles  transversales  SA,  S'A',  donne 

AP    Sa        A/_T    S'_a 
SP    Â^  ==  S'P''A'a 
ou 

AP'        \P 

x  const. 


SP'        SP 

De   même  pour  SB.  Si  donc  on  considère  la  conique  Y  comme 

l'enveloppe  de  ses   tangentes   PQ,  la  relation  (2)   (théorème  II; 

donne 

AP'   B'Q' 

c i  p  1     c»  r\'   —  C  0  II  S  l . , 

c'est-à-dire  (réciproque  11)  que  les  projections  des  tangentes  à  Y 
enveloppent  une  conique  Y'.  c.  q.  f.  n. 

Conclusion.  —  Dans  tout  ce  qui  précède,  une  conique  est 
considérée  comme  l'enveloppe  de  ses  tangentes,  chacune  de  ses 
tangentes  étant  définie  par  les  deux  segments  AP,  BQ  qu'elle  in- 
tercepte sur  deux  tangentes  fixes  AT,  BT'  à  partir  de  leurs  points 
de  contact  A,  B. 

On  peut,  de  même,  se  placer  au  point  de  vue  ponctuel,  et,  con- 
sidérant toujours  deux  points  fixes  A,  B  de  la  conique  et  leurs 
tangentes  AT,  BT',  définir  un  point  quelconque  M  de  la  conique 
par  les  segments  AP, ,  BQ,,  qu'interceptent  respectivement  sur 
AT  et  BT'  les  droites  BM  et  AM.  La  position  de  M,  point  de  con- 
tact d'une  tangente,  étant  définie  par  le  corollaire  du  théorème  II, 
on  retrouve,  pour  P,  et  Q, ,  les  relations  (1)  et  (2),  et  l'on  peut  ré- 
péter, presque  mot  à  mot,  tout  ce  qui  a  été  dit. 

On  arrive  ainsi,  sans  s'écarter  d'un  ordre  d'idées  très  élémen- 
taires, aux  propriétés  des  faisceaux  et  divisions  homographiques, 
propriétés  qui  ont  constamment  inspiré  ces  lignes,  ce  qui  n'aura 
pas  échappé  au  lecteur. 
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MÉMOIRES  ET  COMM1  MIMIONS. 

SUR  UN  EXEMPLE  D'APPROXIMATIONS  SUCCESSIVES  DIVERGENTES; 

Par  M.   Kwii.i.  Picard. 

J'ai  signalé  autrefois  un  exemple  curieux  d'approximations  suc- 
cessives divergentes  fourni  par  l'équation 

Se +. -&  =  *{**>  ri 

où  F(m,  œi  y)  esl  un(>  fonction  positive  et  croissante  de  m,  quand 
(./*,  y)  est  dans  une  certaine  région  du  plan.  Etant  tracée  dans 
cette  région  une  courbe  fermée  C,  il  existe  une  intégrale  continue 
et  une  seule  satisfaisant  à  l'équation  précédente  et  s'annulant 
sur  C.  Si  l'on  cherche  à  obtenir  cette  intégrale,  en  procédant  par 
approximations  successives  et  formant  les  équations 

AttI=  F(o.,  x,y\ 

Atts=  F(//,.  x,  r), 


lu„.=  F(w/t__1}  x,  y), 

tous  les  //  s'annulant  sur  C,  on  reconnaît  que  les  //  à  indices  im- 
pairs forment  une  suite  croissante  tendant  vers  une  limite,  et  que 
les  //  à  indices  pairs  forment  une  suite  décroissante  tendant  vers 
u\^e  autre  Limite  qui  peut  être  différente  de  la  première.  Si  Ton 
admet  que  il>iU+\  cl  lf m  convergent  uniformément  vers  leurs 
limites  u  et  V,  il  est  presque  immédiat  que  l'on  a 

\u  =  F(v,  x,y),         Ac  =  F  (m,  x,  y). 

Est-il  possible  d'établir  que  les  //  d'indices  impairs,  et  les  u 
d'indices  pairs  convergent  uniformément  vers  leurs  limites?  J'ai 
examiné  sommairement  ce  point,  pour  le  cas  analogue  au  précé- 
dent d'une  équation  à  une  seule  variable,  dans  une  Note  <l< ss 
Comptes  rendus  (i  \  février  1898);  c'est  cette  Note  que  je  vais 
d'abord   développer,  el  j'indiquerai  ensuite  les   remarques  faites 

XXV. H.  y 
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cel    été   dans   mou   Cours  pour  le  cas  d'une  équation  à  deux  \;i- 
riables. 

1.    Considérons  donc  d'abord  l'équation 

^/2  v 

où/est  une  fonction  positive  et  croissante  de  r,  quand  x  varie 
entrer/  et  h  (a  <<  b).  Prenons  d'abord  l'équation  très  simple 

d*y 

où  f(x)  désigne  une  fonction  continue  de  x  et  de  signe  constant 
dans  l'intervalle  (a,  b)  et  formons  l'intégrale  y  de  cette  équation 
s'annulant  pour  x  =  a  et  x  =  b.  Au  lieu  de  lui  donner  la  forme 
élémentaire  classique,  écrivons-la  avec  M.  Burkhardt  (Bulletin 
de  la  Société  mathématique,  1894)  sous  la  forme 


J  a 


où  la  fonction  G,  sorte  de  fonction  de  Green  relative  à  l'intervalle 
(«,  b),  est  définie  parles  égalités 

G(x,  £)  = g-^ pour  ç<.r, 

G  (a?,  £)='- r2^—  ]>0UI'         5  >  *"• 

b  —  a 

Il  est  facile  de  voir  que  si  a  désigne  un  nombre  positif  fixe 
entre  a  et  b,  on  peut  trouver  un  nombre  positif  f*.  dépendant  uni- 
quement de  a,  6  et  a  [non  de/(^)  et  de  a?],  tel  que  l'on  ait 

G(ap,{)<i*G(al  È). 

Pour  l'établir,  il  suffit  d'examiner  successivement  les  diverses 
dispositions  de  a,  a?  et  ç  dans  l'intervalle  («,  6).  Ainsi,  soit 

on  aura 

{b—l)(x  —  a) 


G(a,  |): 


(6_{)(a  — a) 


a 
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L  inégalité  précédente  devienl 

/       a       \i  (  a  -    a  ) . 

hlle  sera  \<  rmec  m  •;.  est  supérieur  a  •  Avec  Loule  autre 

disposition  de  a,  ./•  et  ç.  <m  trouve  <l<'  même  un  nombre  u  <:onvc- 
pable;  le  plus  grand  de  ces  différents  nombres  convienl  à  noire 
objet j  il  dépend  seulement  de  ct}  b%  y.. 

(  !eci  posé,  si  Ion  revient  à  la  fonction y(x)i  (>"  aura  évidemment 

i  i  r  :         y.   y(*)  . 

2.   Formons  maintenant  les  diverses  équations 

(lri        -       .  /M,,-,. 


rf2/« 


=/(^«-i,  '•) 


Pour  une  valeur,  quelconque  d'ailleurs,  donnée  à  ./ 
j,(.r).    ..n(.r),     ...,    yin+l(x),     ..., 
tendent  vers  une  limite  par  valeurs  croissantes;  d'antre  part 

tendent  vers  une  limite  par  valeurs  décroissantes.  On  a 

j^h —  J  \x>  yn-\  )  —J  <  r  »  J  tt-3  »  > 

el  par  conséquent,  d'après  la  remarque  précédente, 

\yn(r)—yn-,(.r)\  <  'xrjz)— ?„-*(*)'. 

Ceci  montre  clairement  que,  pour  une  même  parité  de  /?,  /<7 
fonction  V,/(.*')  te/îrf  uniformément  dans  r  intervalle  (a,  b) 
vers  sa,  limite,   puisque  la  série  de  terme  général 
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converge  comme  l;>  série  de  terme  général 

yn(y-)  —  7„-2(a). 

3.  Il  est  donc  bien  établi  que  les  approximations  successives 
nous  conduisent  à  deux  fonctions  u  et  v  satisfaisant  aux  deux 
équations 


c?2  M 


^  =  /(<;»a7)'         5^  =f(u,x), 


(tj-1 


U  et  c  s'a nn niant  pour  x  =  a  et  x  =  b. 

Nous  savons,  d'autre  part,   qu'il   existe   une   intégrale   et  une 

seule  y  de  l'équation 

d2y 


dx"1 


=  f(y,  #), 


s'annulant  pour  x  =■  a  et  x  —  b;  c'est  ce  qui  résulte  de  mes 
recherches  antérieures.  Je  veux  ajouter  une  remarque  relative  à 
la  position  de  y.  Je  dis  que  l'on  a  (pour  tonte  valeur  de  x  entre 

a  et  b) 

u  <y  <  c, 

ou,  en  d'autres  termes,  que  l'intégrale  y  est  intermédiaire  entre 

u  et  c. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  d'examiner  les  différentes  circon- 
stances qui  pourraient  se  présenter  s'il  en  était  autrement.  Suppo- 
sons, par  exemple,  que  l'on  ait  la  disposition  de  la  fig.  i , 

Fis.  i. 


où  y  rencontre  u  en  un  point  a.  Entre  a  et  b,  on  a 
v  >  u  > y        (y,  u  et  v  sont  négatifs). 

d*{y-u) 


Or  on  a 


dx* 


=  f(y,  *)-/(*>  *)• 


Le  second   membre  est  négatif  dans  (a,  b).    Donc  y -*- u  qui 
►'annule  en  a  et  &  devra  être  positif  d'après  celle  équation  ;  nous 
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arrivons  ainsi  à  une  contradiction,  ()n  verra  i<»ni  aussi  aisément 
que  Ton  arrive  dans  tous  les  cas  à  une  absurdité,  s;ml  si  I  <>n  a  la 
fig",  a,  où  i  esl  constamment  cuire  //  et  v. 

I     IU.       I. 


\.  C'est  dans  le  cas  particulier  de  l'équation 


d\y 


d.r 


\  -  &, 


que  j'ai  montré  (M  que  les  deux  limites  //  et  v  étaient  distinctes 
quand  l'intervalle  (d,  b)  est  assez,  grand.  On  peut  évidemment 
donner  une  autre  forme  à  ce  résultat.  Laissons  l'intervalle  («,  b) 
fixe,  et  envisageons  l'équation  avec  le  paramètre  positif  /, 


d\Y       ,    v 

— —   =  A  c>  . 
dxl 

Si  l'on  fait  croître  k  à  partir  de  zéro,  on  a  d'abord 

A  partir  d'une  certaine  valeur  k0  de  À",  u  cesse  d'être  égale  à  e, 
cl  y  est  intermédiaire  entre  ces  deux  fonctions.  Il  y  a  là  quelque 
chose  d'assez  curieux.  La  fonction  y,  pour  une  valeur  fixe  et  arbi- 
traire d'ailleurs  de  .rentre  a  et  6,  est  manifestement  une  fonction 
analvtique  de  k  pour  toute  valeur  positive  de  k.  Tant  que  u  et  u 
coïncident,  elles  sont  identiques  à  y  et  sont  par  suite  des  fonc- 
tions analytiques  de  /»,  mais,  au  delà  de  Â„,  on  peut  se  demander 
quelle  sera  la  nature  de  u  et  de  c  regardées  comme  fonction  de  k; 
elles  ne  seront  certainement  pas  le  prolongement  analytique  de  la 
fonction  y,  car  alors  elles  coïncideraient.  Elles  peuvent  repré- 
senter, au  delà  de  A0,  des  fonctions  analytiques  de  Â-,  qui  ne 
seraient  pas  susceptibles  de  se  prolonger  analvtiquement  en  deçà 


(')  Comptes  rendus  (\W\)  <'i   Traité  d'Analyse,  t.  lit.  |>.  \\-r 
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de  /(,,  on  bien  encore  elles  pourraient  être  «les  fondions  non 
analytiques  de  /,-.  Cette  étude  présenterait  pout-rtvc  quelque 
intérêt  ('). 

5.    Il   faut  examiner  maintenant    le  cas  de  l'équation   ;ni\  déri- 
vées partielles 

pour  établir  la  convergence  uniforme  des  //  d'indices  pairs  ei  des 
//  d'indices  impurs  vers  leurs  limites  respectives.  Je  ne  traiterai 
pas  le  cas  général,  et  je   vais   supposer  que  /',    regardée  comme 

fonction  de  x  et  yx  soit  seulement  fonction  de  \ '  x- -\-  y'1 ,  le  con- 
tour C  étant  supposé  une  circonférence  avant  son  centre  à  l'ori- 
gine. 

Commençons  par  étudier  l'équation 


/'ne  dépendant  que  de  \!  .r'1  ~v- y'1  et  avant  un  sigfi'e  constant  (soit 
le  signe  plus)  dans  C.  L'intégrale  «  de  l'équation  précédente  s'an- 
nulant  sur  G  est  donnée  j)ar  la  formule 

u=-  -^  ffGtt,rt;x,y)ftt,  yi)d;dTt, 

G  étant  la  fonction  de  Green  relative  à  C  et  au  point  (.r,j>');  a  est 

négative  et  ne  dépend  que  de  r  =  y (x2  -+- y*1 ,  d'après  l'hvpolhèse 
faite  sur  y.  Je  dis  que  la  plus  grande  valeur  absolue  de  u  corres- 
pond à  x  =y=  o.  En  efl'et,  si  le  minimum  de  a  n'avait  pas  lieu 
pour  x  —y  =  o,  il  y  aurait  cei iainement,  it  ne  dépendant  que 
de  /•,  des  valeurs  de  (./\  y)  dans  C  pour  lesquelles  u  passerait  par 
un  maximum.  Or  ceci  est  impossible,  car,  pour  une  telle  valeur, 
on  aurait 

ce  qui  est  incompatible  avec 

A"  =f(-T,y\ 

où/'(.r,  y)  est  toujours  positif. 


(  '  )  On  trouvera  encore  posées  d'autres  questions  concernant  les  approximations 
ssives  à  la  fin  de  ma  Note  des  Comptes  rendus  (\\  février  18 


I  id 

Si   maintenant   nous  revenons  aux  approximations  successives, 
il  esi  clair  que 

sera  maximum  pour  a?  =3=  j/*  =  0.  La  convergence  uniforme  dans 
te  cercle  G  dé  //„(./•,  y\  vers  sa  limite,  pour  une  même  parité  de  /1, 
en  résulte  immédiatement,  puisque  la  série  donnant  la  limite 
cherchée  se  compare  immédiatement  à  la  même  série  pour 
./•=)-=:();  celle  valeur  particulière  joue  ici  le  même  rôle,  et 
dans  des  circonstances  pins  simples,  que  jouait  tout  à  l'heure 
x  =  a. 

Il  resterait  à  examiner  Te  cas  où/*(*w,  ./ ',  ,1  ')  ne  dépend  pas  seu- 
lement de  \  ./■-  -)-.  Il  n'est  pas  douteux  que,  dans  ce  cas  aussi, 
on  a  les  convergences  uniformes  vers  les  deux  limites,  mais  la 
démonstration  rigoureuse  semble  devoir  entraîner  à  quelques  lon- 
gueurs et  se  présenter  moins  élégamment  que  les  précédentes;  je 
ne  m'y  arrêterai  pas. 

SUR  LE  CENTRE  DE  GRAVITÉ  D'UN  QUADRILATÈRE; 
Par   M.    F.    Gasp  \m  . 

1.  M.  Mannheim  vient  d'énoncer  {Bull,  de  la  Soc.  Math., 
t.  XXVII,  p.  1  {8)  le  beau  théorème  suivant,  relatif  au  centre  de 
gravité  d'un  trapèze  :  AH,  CD  sont  les  côtés  parallèles  (Vun  tra- 
pèze; par  les  extrémités  C,  1)  du  plus  petit  de  ces  côtés,  on 
mène  des  parallèles  aux  diagonales  du  trapèze;  ces  droites  et 
le  côté  AB  prolongé  forment  un  triangle  dont  le  centre  de  gra- 
vité coïncide  avec  celui  du  trapèze. 

D'après  ce  théorème,  le  centre  de  gravité  du  trapèze  coïncide 
avec  le  centre  de  gravité  du  triangle  PUS,  P  étant  le  point  d'inter- 
section des  parallèles  aux  diagonales  AG  et  1)1)  du  trapèze  ABCD, 
et  11,  S  les  points  où  le  côté  ÂB  prolongé  coupe  les  droites  PJ), 
PC. 

2.  Je  fais  remarquer  que  le  centre  de  gravité  du  trapèze  ABCD 

coïncide  aussi  avec  Je  centre  de  gravité  du  triangle  PAB  et  que  le 

même  théorème  subsiste  encore  pour  un  quadrilatère  quelconque. 

On  peut  démontrer  très  aisément  ce  théorème  et  quelques  autres 

analogues,  à  l'aide  des  notions  et  formules  de  mon  Mémoire  :  -  Ip- 


IH    - 


pli catia/is  des  méthodes  fie  (irassmann .  Gentrede  tsi'avUè  d'un 
quadrilatère  et  d un  pentagone  {Nouvelles  Annales,  3e  série, 
i.  W  II,  1898,  p.  389). 

Soient  A,,  A2,  A3,  A  ,  les  quatre  sommets  d'un  quadrilatère 
quelconque,  O  le  point  d'intersection  des  deux  diagonales  At  A3 
et  A2A4;  M,.,,  M23,  .  .  .  les  milieux  des  eûtes  A,  A2,  A8Aj,  •  •  •  ; 
]\I,:,,  M2j,  les  milieux  des  diagonales  A ,  A;{,  A2À|.  Si  Ton  mène  par 
les  sommets  opposés  A,  et  À3  deux  parallèles  à  la  diagonale  \2.\î 
el  j>ar  les  deux  autres  sommets  opposés  \.,  et  A4  deux  autres 
parallèles  à  la  diagonale  A,  A:t,  on  obtient  un  parai lélogram me 
dont  M'|2,  M^,  M:t,# ,  M \ ,  sont  les  sommets  et  où  le  point  N'i2  est 
le  point  d'intersection  des  parallèles  menées  par  A3  et  A,,  ... 
[voir  p.  396  et  <>()-).  De  même  on  obtient  les  points  Al!M  et  M'|:l, 
si  l'on  construit  sur  la  diagonale  A,  A3  le  point  M'24  et  sur  la  dia- 
gonale AoA,  le  point  M'|3,  de  telle  i'aeon  que  A)0  =  M',1A3  et 
A',  O  =  M'J:$A2.  Ces  six  points  MJrm  se  construisent  aussi  immédia- 
tement par  les  relations  OM,^=  M^MJ^  où  les  quatre  indices  L, 
À,  /,  ni  désignent,  dans  un  ordre  quelconque,  les  quatre  indices 
1,  2,  3,  4. 

Au  mojen  des  formules  (2),  (y)  et  (8)  de  mon  Mémoire  précité 
(p.  893  et  3o,f>),  le  centre  de  gravité  G  du  quadrilatère  A,  A2A3A., 
et  les  points  M',m  s'expriment  ainsi  : 


(1)  3G   =  A,+  A 2-4-  A34-  A4  —  O, 

(2)  M'/m=A;+-A*~0 


ix  A ,  /,  m  =  1,  2,  3,  î 

i  ?£  h •  y£  l  y^  m 

l\ir  conséquent,  on  a 

(3)  3G  =  A/-hA,„-4-M;//M 

(4)  3G  =  i\j;/,.-i-m;//z-4-o, 

On  a  dès  lors  le  théorème  suivant  : 

1 .   Les  1  2  triangles  A/  A,„ M'lm  et  M -,. MJmO(*,  k,  /,  m  =  1 ,  2,3,  \  ; 

i ^  k ^  I -^é.  m)  ont  le  mente  centre  de  gravité;  celui-ci  coïn- 
cide  avec  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère  A,  A2A3Ai  ('). 

(')  Connue  le  centre  de  gravité  des  6  triangles  A,  \inM///t  est  situé  sur  les 
segments  M/mM/,„.  la  première  partie  du  théorème  précédent  n'est  qu'un  énom :é 
modifié  de*  théorèmes  V  et  VI  de  mon  .Mémoire  précité. 


-  i  ir>  — 

;|.     La    Innnulr,.  Ml fi    iMÎWaiWfc    r,nu.r,,r;1..lrc>   n„hl.'i.«- 

ttons  «l«i  centre  <!e  gravké  d'un  quadrilatère. 

S,   l'on   mène,  par  1rs  points  M'ia  el    Msl,  des  parallèles  aux 
oôléfe   \,  V.  el    WAv*  &  façon  que  .M',,K,       V.  V^-.  K..M,,  et 

(  K,  -  Mi,       \.      \.      M'n      K„ 

(  K,      R|''MâAt-Air=  W'M-K4l 

\   K,       M',  ,       A-   .-  A,  A,—  A2-+-  A, h-  A,-<>, 

K.       M!, ..  -i-  A-,  -  As-       A,   ;    A,-  A.-H-  Av-  <>• 
Kv  =  m;  ,  _  av+  A3  =      Ai  ■+-  A  -,  4-  A  ,     A*— 0  ; 

K^h-  aA,~  K*  +  *A*=  3G  (*,  *  =  l,  »,  3,  4) 


on 

(>) 

donc 

«(>) 

on 

(7) 


fé/es  au«  «fc*  A,A„  A2A„  A8A„  A,An  on  obtient  lequadri- 
latèrè  K,K.K,K.(.  Les  points  Al',,,  ...,  M'4I  sont  les  milieux 

des  côtes  K,  K, W,e<  les  points  M'fl  et  M'2,  les  milieux 

des  diagonales  K,K:t  et  K2K4.  £e«  9irafr6  tegments ^A,K,, 
A>K>,  A,K,,  A,K4  ooneoureni  au  centre  de  gravité  G  rfu 
quadrilatère  A ,  A2  A,  A4  e*  fe  /hwVi*  G  wi  s iti«*  *«r  cAfl^«e  seg- 
ment de  façon  que  A,G  =  JGK./. 

4.  Les  points  KL/ sont  Liés  très  simplement  aux  points  G/,  centres 
de  gravité  des  triangles  A,A/Am.  Comme  les  points  G,  s'expriment 
par  les  formules 

(  g  )  »  Cr/=:  A/t  H-  A/  +  A//f , 

les  relations  (5)  prennent  la  forme 

,  q  i  K/=  3  G/  —  2Q/, 

on 

(io)  aQ/=Ai+Oï 

donc 

[II.    Si    l'on    désigne    par   G,    fei    <***/•«    **«    ^«^    des 
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triangles  A/,  V./A/w;  par  O,  /<?s  milieux  des  segments  i/0,  fe.s 
points  l\/  50/1/  situés  sur  les  //toiles  G/Q/  ûfe  façon  que 
Q/G/=iG/K/. 

o.  Les  centres  de  gravité  G/  suffisent  pour  construire  le  centre 
de  gravité  (  «. 

D'après  les  formules  (1)  cl.  (3)  de  mou  Mémoire  précité  (p.  3o2 
et  393),  le  point  d'intersection  O  des  diagonales  A,A:,  et  A.,  A, 
est  représenté  par  les  (ennuies 

80  =  oj  A  [  -4-  o:3  A3  =  32  A 2  -+-  84  A  s , 

où  ôj  -f-  63=  ô2-f-  Ô4  =  0  et  0|,  o2,  o3,  o-,  désignent  les  aires  des 
triangles  A2 A3 A4,  A3A4A,,  A.iA,A.i,  A,>A2A3;  Pur  conseillent, 
on  obtient  aisément 

(  o,G|-h  83 G3  =  3  G, 

/    02G2-h  o4  G4  =  o(j. 

et  de  plus 

1   3(  G3—  G,  )  =  A,—  A3, 

00  <   3(G4~G;2)  =  A2-A4J 

(  3(G  -G,-)  =  A,  -O. 
Donc 

l\  .  Les  segments  GtG8.,  G2(i,  dont  le  point  <T intersection  G 
es/  le  centre. 4e  gravité  du  quadrilatère  A,  A*  V5  Av  sont  paral- 
lèles aux  segments  A:,A,,  A- A2  et  égaux  à  £A3A,,  |A4(A2;  les 
segments  G/G  50///  parallèles  aux  segments  OA;  eJ  égaux  à 


SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  ARITHMÉTIQUE  DES  LOGARITHMES 
DES    NOMBRES    ALGÉBRIQUES; 

Par  M.  Carl  Stormer. 

1.  Sur  l'approximation  des  nombres  incommensurables  par 

des  nombres  rationnels. 

Soit  y.  un  nombre  incommensurable  réel  et  positif.  Comme  on 
le  sait,  on  peut  le  mettre  d'une  seule  manière  sous  la  forme  d  une 
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frac! ion  cdiiI iiiuc  dlinuiée 


■j       a{ 


«\ 


i 


OÙ  n  ^  esl   h  ii  nom  lire  en  lier  posilii  OU   =  O  cl  OÙ  <t  \  .  02j  .  . .,  "in  •• 

son!  ions  entiers  el  positifs.  Désignons  p;>>'    "   'rs  réduites  suc 
cessives  de  celte  fraction  continue,  <!<•  manière  que 


p,  =  a0,        1*-.  -    «!«©+  r, 
Qt=  r,  Qj=  at1 


'/Ml         -    fl  II   '     «  "+"    '     M— 1  1 


Pw  el   Qw  sont   alors  des  nombres  entiers   positifs  premiers  entre 


<MI\ 


Comme  on  le  sait,  la  première  démonstration  d'existence  des 
nombres  transcendants,  due  à  Liouville  ('),  est  basée  sur  une 
propriété  remarquable  des  nombres  an  dans  le  cas  où  a  est  un 
nombre  algébrique. 

En  effet,  si  a  est  une,  racine  d'une  équation  algébrique  à  coeffi- 
cients entiers  et  de  degré  r,  on  a  l'inégalité  suivante 


(i) 


an<MQ>;tK 


où  M  est  un  nombre  qui  ne  dépend  pas  de  n. 

Dans   le    présent  Mémoire  nous  allons  établir  une  inégalité  pa- 
reille pour  les  nombres  positifs  de  la  forme 


2    — 


logA 
lu» B 


où  V  et  I)  sont  des  nombres  algébriques;  par  conséquent  aussi 
pour  les  logarithmes  vulgaires  des  nombres  algébriques* 
(Cas  B=  10.) 

Commençons  par  quelques  généralités.  Suivons  un  procédé  in- 
diqué par  M.  Borel  dans  son  exposé  des  recherches  de  Liouville  ('-). 
Soit  /  (.r)  une  fonction  analytique  réelle  de  la  variable  réelle  d?, 
admettant   le  nombre   a  comme  zéro   simple,   et   régulière  en   ce 


(')  Journal  de  Liouville,  t.  XVI. 

('-')  UoiifL.  Leçons  sur  ht  théorie  des  fonctions,  p.    i6. 


-    Ii8  — 


point.  Soit  a,  h  un  intervalle  réel  contenant  a  ci  assez  petit 
pour  que  y(jp)  soit  régulière  cl.  n'ait  |>;is  d'autres  zéros  dans  cet 
intervalle. 

Soil  -  une  fraction  irréductible,  valeur  approchée  de  a  cl  con- 
tenue dans  <7,  h. 

Tour  toute  valeur  x  contenue  clans  l'inlervalle  a,  l>,  on  a 

i/'(*)i<m; 

où  M  est  une  constante  ne  dépendant  que  de  l'intervalle  a,  b.  En 
appliquant  la  formule  de  Ta\lor  arrêtée  à  son  premier  terme,  on  a 

'(?)-(î-'M-+*6H]-   °<9<- 

Or,  a-f-  0  f a)  étant  contenue  dans  l'inlervalle  ûr,  b,  on   aura 

M, 


'(î) 

< 

2 

ce  qui  donne 

M 

17 

> 

/(f)l 

M 

Si,  en  particulier,  -  est  une  des  réduites  ~  de  a  développé  en 


fraction  continue,  on  a  l'inégalité  suivante  (')  : 


(3) 

ce  cpii  donne 

(4) 


Q/i 


—  y. 


«,Ml 


a, 


M 


Ql 


'(ë) 


Pour  en  déduire  des   inégalités  comme  (i)  il  faul  trouver  une 

limite  inférieure  simple  de   /(-)     exprimée  comme  fonction  de 

q  par  exemple.  C'est  ce  qui  est   très  facile  dans  le  cas  où  f(x) 
est  un  polvnomc  de  x  à  coefficients  entiers  et  de  degré  r.  En  effet, 


(')  BoREL,  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions,  p.  3o. 


—  I  ii)  — 
ce  polynôme  étanl  supposé  n'avoir  p;is  de  racine  rationnelle,  on  «» 


<?) 


'     '/' 


ce  <jin  donne  immédiatement  l'inégalité  de  Liouville  (i). 


2.  Inégalités  fondante  natales  pour  les  logarithmes. 

Soient  A  et  l>  deui  nombres  positifs  qu'on  peut  supposer  pour 

plus  de  simplicité  >>  I .  Posons 


(6) 


10g  V 


=  a 


el  supposons  que  a  soit  incommensurable.  Pour  cela  il  faut  et  il 
suffit  qu'il  n'existe  pas  de  nombres  entiers  positifs  m  et  n  tels  que 

Nous  allons  appliquer  à  ce  nombre  a  le  procédé  que  nous  avons 
indiqué.  A  et  15  étant  >>  i ,  a  sera  positif.  Conservons  les  mêmes 
notations  qu'auparavant.  Alors  a  est  racine  positive  de  l'équation 


et  la  fonction  y  aura  la  valeur 

/(:r)  =  B*-A, 
/"(*)  =  B*logB. 

Nous  allons  trouver  une  limite  inférieure  pour   f(~) 


d'où 


w/ 


a  étant 


incommensurable,  cette  quantité  est  positive.  Posons 


(7) 


' 


*<S 


B'/  —  A 


As. 


[  | > /,  —  a /  [*=  \'/ï. 


Nous  allons  distinguer  deux  cas  :  Bp  >  A?  et  B/;  •<  A'/. 
Dans  le  premier  cas  on  aura 

H-e=  (i  -:-£')''• 


—  150  - 

En  prenant  les  logarithmes  et  en  appliquait  la  formule  appro- 
chée 

l0g(  I  -h  X)  as  t-jp-  ,  O  <  8  <  I, 

on  en  déduit 


0  et  0'  étant  compris  cnlre  zéro  et  i.  Cela  donne 


(8) 


i        s 

q    i-f- 


Dans  le  second  cas  on  aura  sûrement  s  et  s'  moindres  (pic  i  et 
d'où  Ton  tire,  comme  auparavant, 


d'où 

et  comme  £  <<  i 

ce  qui  donne 

(9) 


l  —  (k   "   q    I  -0's" 


•  >-(.-.) 


£ 

l  H 

(1 


I 
<1    ' 


Des  inégalités  (8)  et  (9)  on  tire 


(10) 


r  \<i 


q  » 


où  e' est  donné  par  la  formule  (-).  En   substituant    celte  valeur 
dans  la  formule  (2),  il  viendra 


00 


P 

a 


A 

pi  7 


Cela  posé,   considérons  les  quotients  incomplets  r/,,  a> 

a,n  .  .  .  de  a  développé  en  fraction  continue  illimitée.  En  combi- 
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nant  Les  inégalités  (  j)  et  (10)  on  obtient 


(  1  a  ) 


on 


(13) 


M     IH-i„ 

I  Bp«-  -  \M* 


y:,, 


Or,  comme  aM  esj  un  nombre  entier,,  il  faut  que  z„  pour  // 
croissant  soit  de  l'ordre  de  O,,'.  Par  conséquent  on  peut  trouver 
un  nombre  positif  K  indépendant  <!<•  //  el  ne  dépendant  que  de  A 
et  1$,  tel  que 


ce  qui  donne 

04) 


M 
A 


(1  +  i.XK, 


a„  <  K 


AQ>t 


3.   Propriétés  des  logarithmes  des  nombres  algébriques. 

Jusqu'ici  nous  n'avons  pas  fait  d'autres  hypothèses  sur  la  nature 
des  nombres  A  et  B,  que  de  les  supposer  plus  grands  que  i  et  tels 

que  a  —  ,  **\    soit  incommensurable.   Admettons  de   plus  qu'ils 
1  lo<;  B  l  l 

soient  des  nombres  algébriques.  Soient,  respectivement, 

(  1 5  )  M0  Al*  -h  Mi  Al*-1  H-  ...  -h  Ma_,  A  -+-  Ma  -  o        (  M0  >  o) 

et 

(16)  N0  Bv  -h  Nj  B*-*  +  ...-+-  Nv_,  B  -  Nv  =  o        (N0  >  o) 

les  équations  irréductibles  aux  coefficients  entiers,  auxquelles  sa- 
tisfont A  et  15.  Désignons  par 

A  j  =  A,     A2,     A3,      . . . ,     Aa 
les  racines  de  l'équation  (i5)  et  par 

Bi=B,     Bâ,     B3,     ...,     Bv 
les  racines  de  (16).  Posons 
(.;)  MjN{(Aff   -\'>r,-z. 
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Comme  x=  ,  "„  est  supposé  incommensurable,    r  sera  diffé- 

log  i>  '  ' 

rent  de  zéro.  Nous  allons  éliminer  A  et  1»  entre  les  équations  (i  5), 
(if>)  et  (17).  Posons 

M?  Nff  (A?  -  BJ  )  =  i\{;(M0  A,-)'/  -  M?(No  By)#»  =  */,/. 
Alors  z  sera  racine  de  l'équation  algébrique 

(18)  JJ  (J -*/,,)  =  0, 

le  produit  étant  étendu  aux  valeurs 


i  =  1,  2,  3,  . 
/  =  1,  2,  3,  . 


,  v. 


En  effectuant  la  multiplication  au  premier  membre  de  (iH), 
cette  équation  peut  s'écrire 

(18')  ^^4-C1^H^-1-4-  ...4-  Gp^H-v-p  H-  ...  4-  Gj^v  =  O. 

Les  coefficients  Gp  seront  des  nombres  entiers  ou  nuls.  En 
effet  Cp  est  une  fonction  symétrique  des  quantités  M0A|*,  dont  les 
coefficients  sont  des  fonctions  symétriques  aux  coefficients  en- 
tiers des  N0  l3y.  Gomme  les  M0A;  et  les  N0 13/  sont  respectivement 
racines  des  équations 

xV-  -+-  Mj^-i  -+-  M©M2a?l*-2  h-  . . .  -+-  Mf-1  M,,.  =  o 
et 

x^  4-  Ni  jpy-i  _|_  ]\0  N2  o?!*-*  -4-  ; . .  4-  V;;  '  Nv  =  o, 

il  s'ensuit;,  par  ia  théorie  des  fonctions  symétriques  ('),  (pie  Cp  est 
un  polynôme  aux  coefficients  entiers  des  coefficients  de  ces  deux 
équations  et,  par  conséquent,  égal  à  un  nombre  entier  ou  nul. 

Cela  posé,  nous  allons  trouver  une  limite  supérieure  des 
nombres  |  Cp  |.  On  a  évidemment,  en  désignant  par  K  un  nombre 
plus  grand  que  tous  les  |  A/1  et  |  B/j, 

|*/,/1<MgNff(KP-f-K*>. 
(')   Voir,  par  exemple,  Serret  :  Cou/s  d'Algèbre  $upérieiu%e}  t.  I.  p.  ^17. 


Or,-   étanl  une  valeur  approchée  de  a,  on  peùl  supposer  qu'il 
existe  un  nombre  positif  /*  r  •  i  el  tel  qu'où  ;i  pour  tous  les  p  et  q 

(  lela  donne 

r'^|<»tMiNt''K»-]f. 
On  en  tire  que 

|  Cp  I  <  X(  Mo  V,  lv)pv  <  X(M0NS  K')F* 

on  X  ne  dépend  que  de  u  et  de  v  et  non  de  p  et  de  y.  En  posant 

(M0NSKOF  =  N. 
on  aura  ainsi  L'inégalité  cherchée 

(•9)  |Çp|<XNf, 

X  et  N  étant  des  nombres  fixes,   dépendant  de  la  nature  de  A  et 
de  B  et  non  de  p  et  de  q. 

Gela  posé,  il  est  facile  de  trouver  une  limite  inférieure  de  |  z  |. 
Si  l'équation  (18)  a  des  racines  nulles,  soient 

*-juv  =  °>  ^fxv-i  =  0>  .  .  . ,  G[j.v— X-j-i  =  o 

et 

Gomme  les  coefficients  G  sont  des  nombres   entiers  ou  nuls,  on 
aura 

(20)  |  G^v-x  |  s  »  • 

Alors,  le  nombres,  défini  par  l'équation  (17)  et,  d'après   notre 
hypothèse,  différent  de  zéro,  est  racine  de  l'équation 

(21)  zjy-l  +.  C1(snv-X-1+  .  .  .  +  C^-X  =  o,  (Xf  o). 
Or,  comme  on  le  sait  (  '  ),  on  a  l'inégalité  suivante 

1    '^l-H^v-Xl 

où  |  G  |  est  le  plus  grand  des  nombres   |  G,  |,  |  C2|,  . . .,  I  C»v_x_  \  I. 


(')  Voir,  par  exemple,  Serbey  :  Cours  d'Algèbre  supérieure,  t.  I,  p.  88. 
XXVIII.  10 
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En  tenant  compte  des  relations  (19)  et  (20),  cela  donne 

ce  qui  donne,  en  substituant  la  valeur  de  z  et  en  remarquant  (jue 

lA7-nf,'>aX(M,NgN)7 
ou  bien 

(m)  |A*-Bp|>^ 

où  X,  et  JN,   sont  des  nombres  fixes  dépendant  seulement  de  la 
nature  de  A  et  de  B  et  non  de  p  et  de  q. 

Cela  posé  nous  allons  considérer  le  développement  de  a  en 
fraction  continue.  En  combinant  les  inégalités  (i4)  et  (22)ï  on 
obtiendra  le  théorème  suivant  : 

Théouème.  —  Soient  ÀefB  deux  nombres  algébriques  posi- 
tifs et  >>  1  et  supposons  que 

logA 


a  = 


logB 


soit  incommensurable.   Développons  a  e/?  fraction    continue 

illimitée 

\ 

a  =  «0  H l 

a2  H-  .  ,  J_ 

««  H-  •  . 

p  •       , 

et  désignons  par  ~-  la  nleme  réduite  de  cette  fraction  continue 
de  manière  que 

Pj  =  a0)          P2  =  ai  CCQ-+-  1,          .  .  . ,         P «-+-1  =  <?//  rB  -h —  I  « —  1 ,          .  . . , 
Q,=  i,  Q,  =  «,,  ...,         Q»4-iF=a/tQ»H-Q»-i,         

Alors  on  aura  V inégalité  suivante 

(23)  a„<k— - 

où  K  e£  M  sont  des  nombres  fixes  dépendant  de  la  nature  de 
\  et  de  B  et  indépendants  de  //. 


—      l.M 


\.   Cas  particuliers.   Applications. 

Faisons  d'abord  celte  remarque  bien  évidente  que,  si  I)  i<>. 
y.  se  réduira  au  logarithme  vulgaire  du  nombre  algébrique  \. 

Considérons  un  autre  cas  très  simple,  celui  où  A  et  l>  sont  des 
nombres  entiers.  Rappelons  la  formule  (l'j) 


an<  K 


AU- 


o„|  B»>— AU-| 


M 


OÙ  K  est  un  nombre  fixe  plus  grand  <|uc  -r  (i  -j-  z„).   M  est  une  li- 
mite supérieure  de  |  ])■''  loi;  H  |  dans  un  intervalle  comprenant  oc  el 


tous  les  ~  et  £„  est  définie  par 


£„  = 


j  B1'»-  AU»  | 
AU.. 


Nous  allons  chercher  des  limites  supérieures  de  M  el  (Je  s„,  ce 
qui  donne  une  valeur  de  K.  Considérons  d'abord  M.  Comme 


P„ 


< 


<*«Q„ 


ï<i 


P» 


toutes  les  ~  seront  comprises   dans    l'intervalle   a — i,  a 
par  conséquent,  on  peut  poser 


i   et, 


et,  comme  Ba  =  A, 
(24) 


I\I  =  Ra+i  lo-R, 


M  =  ABlogB. 


Considérons   la  quantité  t/t.  En  multipliant  l'inégalité  (3)  par 
Q«  log  13,  et  en  se  rappelant  la  valeur  de  a,  on  obtient 


|P„IogB  — Q„logA| 


ou  bien 


loir 


Bp« 


B. 


<lo~B 


Si  Bp"  >   \Q"  on  en  déduit 


i: 
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Si,  au  conhaiic.   Bp"  <  Ay",  on  aura  £„  <  i  cl 

<B 


i  — 


et  l'on  retombe  sur  l'inégalité  ci-dessus  en  remarquant  que  B  >  i . 
On  voit  ainsi,  parles  inégalités  (2/j)  et(a5),  qu'on  peut  prendre 
pour  K  le  nombre   B2  logB,   de  sorte  que  la  relation  (\J\)  prend 
lu  foi- me 

A.Q..B?  louB 


(M')  »'. 


Q„|BP»—  A«-| 


En  remarquant  que  |  Bp"  — AQn  |  >  i ,  on  en  déduit  le  théorème 
suivant,  corollaire  de  notre  théorème  général  : 

Soient  A  et  B  deux  nombres  entiers  >»  i  et  tels  que  a  ==  -~-n 

1  log  i> 

est  incommensurable .  ifo  développant  a  e/*  fraction  continue 

et  en  conservant  les  mêmes  notations  qu'auparavant,  on  aura 

(26)  à„<-^-BMogB. 

Du  théorème  général  on  peut  tirer  des  conséquences  intéres- 
santes pour  la  théorie  des  nombres  transcendants.  En  effet,  si 
l'on  forme  une  fraction   continue   illimitée,   où   an  ^F(/i),  F(/*  ) 

xr    M<?»  111  -l 

étant  >>  K  - —  pour  n   assez  grand,  et  cela  quels  que  soient  les 

nombres  K  et  M,  l'inégalité  (2.3)  ne  peut  pas  subsister  pour  n 
assez  grand,  et  comme  il  en  sera  de  même  pour  l'inégalité  de  Liou- 
ville  (i),  la  valeur  de  la  fraction  continue  sera  un  nombre 
transcendant  qui  ne  sera  pas  égal  à  un  nombre  de  la  forme 

.— s—  ,  K  et  B  étant  des  nombres  algébriques  positifs  et  ;> t. 

logB 

Il  suffit,  pour  cela,  de  poser,  par  exemple, 

an  =  «Q". 
Alors  le  nombre 

i 

«o  H I 

«H 

Un-\~  ■ 


-  i;>7  — 

sera  un  nombre  transcendant  qui  ne  aéra  pas  égal  à  un  nombre  de 

la  former       '  A  et  B  étanl  algébriques,   positifs  et>*i,  et,  par 

conséquent,  qui  ne  sera  pas  égal  à  un  logarithme  vulgaire 
d'un  nombre  algébrique  positif \ 

Remarquons  que  l'existence  de  pareils  nombres  transcendants 
(I (;cou  le  d  priori  des  recherches  de  Gantor.  En  effet,  il  a  démontré 
que  l'ensemble  des  nombres  transcendants  a  la  puissance  du 
continu,  tandis  que  l'ensemble  des  nombres  algébriques  est  dé- 
nombrable(f);  comme  il  en  est  de  même  de  l'ensemble  des  nombres 

i   "V   »   A  et  B  étant  algébriques,   d  s'ensuit  qu'il   y  a  encore  une 

infinité   non   dénombrable  de  nombres  transcendants  de  la  pro- 
priété demandée. 

De  même  que  nous  avons  traité,  dans  ce  Mémoire,  des  nombres 

IIP  lO  ff  A  •  1  •  1  ^  ,    l   , 

de  la  lormc  ,   "     »    on    pourrait  appliquer   le  même   procède  aux 
Iog  B  l  iii  i 

nombres 


a  rc  ta  n  £  A        a  rc  si  n  A        J0     \J(\  —  x-  )  (  i  —  le'1  x-  ) 


f 


dx 


arctangB       arcsinB  pu  {/r 


I 


J0     ^/{t-x*)(i  —  A*x*) 


et  à  une  infinité  d'autres. 


PROBLÈME  DE  PARTITION  ; 
Par  M.   Maurice  d'Ocagne. 

De  combien  de  manières  peut-on  former  une  somme  de 
S  francs  avec  S  pièces  de  monnaie  d'argent  françaises? 

Notations.  —  Nous  représentons  par  E  (  —  j  et  R  (  -  )  le  quo- 
tient entier  et  le  reste  de  la  division  de  A  par  n.  Nous  écrirons 
aussi  A„  pour  E  (~  )'  Si  la  quantité  A  est  susceptible  de  plu- 
sieurs valeurs,  m(A)  et  M(  A)  désigneront  la  plus  petite  et  lapins 

(')  Voir  Borei   :  Leçons,  etc.,  p.  a4»el  Journal  de  Crelle,  i.  77. 
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grande  d'entre  elles.  Nous  écrirons  aussi  //t'-(A)   DQurm\ m(A.)], 
M  m  (A)  pour  M  [m  (A)],  ele. 

Formation  des  solutions.  —  Si  nous  désignons  par 

fr      c 

u  le  nombre  des  pièces  de  5,oo, 

v  »  »  2,00, 

x  »  »  i ,oo, 

7.  y  »  »  o ,")(), 

5z  »  »  0,20 


les  équations  du  problème  sont  (  ') 

5m+'2c+x+   y  -\-    s  =  S , 
w-f-    l>-|-a?-f-2J'-+-5;8  =  S, 

qu'il   s'agit  de  résoudre  en   nombres  entiers  et  positifs  pouvant 
être  nuls. 

Eliminant  successivement  y  et  x  entre  ces  deux  équations,  on  a 

(1)  x  =  S  —  3(3w  +  f  —  -s), 

(2)  y  =  v  —  4(z—  u). 

Les  quantités  y  et  x  ne  pouvant  être  négatives,  il  faut  que 

(3)  40  —  w)^p^ 2- 

D'ailleurs  la  quantité  v  ne  pouvant  non  plus  être  négative,  il 
faut,  dans  cette  double  inégalité,  que  la  limite  supérieure  soit  au 
moins  égale  à  o  et  au  moins  égale  à  la  limite  inférieure,  ce  qui 
donne 

(4)  ôz—  ri«= 

3  9 


A  son  tour,  pour  la  même  raison  appliquée  celte  fois  à  M,  cetle 

S 


double  inégalité  exige 


(5)  o^< 

o 


(')  Ces  équations  montrent  qu'à  toute  solution  en  correspond  une  autre  obte- 
nue par  permutation  simultanée  de  m  et -s  et  de  v  et  y.  Deux  telles  solutions 
peuvent  être  dites  inverses  l'une  de  l'autre.  Le  problème  revient  alors  j  dénom- 
brer les  solutions  inversablcs  d'une  équation   linéaire  donnée. 
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(  )n  formera  <\onc  toutes  les  solutions  des  équations  proposées 

en  associant  à  chacune  des  râleurs  entières  (le  z  satisfaisant 
<)  (5)  toutes  les  e<i leurs  entières  de  it  satisfaisant  à  (/j),  puis  à 
chacun  des  systèmes  (s,  //)  ainsi  obtenus  toutes  les  valeurs  en- 
tières de  r  Satisfaisant  à  \  3).  f  Chaque  système  (c,  //,  v)  ainsi 
déterminé  correspondent  les  valeurs  de  x  et  y  données  par 
(l)  •«(»). 

Solutions  limites.  —  L'inégalité  (5)  donne  immédiatement, 
avec  les  Dotations  ci-dessus  définies, 

(6)  0i(*)  =  o, 

(7)  M(*)  =  S6. 

Au  sujet  de  cette  dernière  expression  se  présente  la  remarque 
cpie  voici  :  on  a  identiquement 


(| 


Donc 

5  _  Sa 

6  i 


L'WiR/îiWiRff 


MI) 

Hï) 

Or,  les  plus  grandes  valeurs  respectives  de  R  (  —  )  et  de  R  (  ^  ) 

sont  i  et  2;  la  plus   grande  valeur  de  l'ensemble  des  deux  der- 

i         1         5 
mers  termes  est,  par  suite,  — h  0  =  f#  Il  en  résulte  que 


S6=E/S3 


2 


On  peut  donc  aussi  écrire 

(76/5)  M(s)=  E  (  — )• 

Maintenant,  pour  une  valeur  donnée  de  3,  l'inégalité  (4)  montre 
que  Ion  a 

j   m(u)=o,  si         3j  —  S3  ^  o, 

|  jn(u)  =  3 «s  —  S3.         si         3  j  —  S3>o 


(8) 
el 


M  (  u)  =  E 


—    I(>0  — 

Ici  encore,  on   peu L   faire    la    remarque   suivante  :  on   a  identi- 
quement 


d'où 

S   -+-   3  5  S;,  H-   Z  I 


LAD 


9  3 


,  /S3  +  ~\       i  „  /S3 


-t-lR  (|) 


Chacun  des  restes  ayant  pour  plus  grande  valeur  2,  la  plus  grande 

valeur  de  l'ensemble  des  deux  derniers  termes  esl  ~  H —  =  ->   et 

3         9        9 

1  on  a 

S  -t-  3  .s  \        1^/83  -+-  z 


par  suite, 

(9)  M(u)  =  E 


03  -+-  z 


Voyons  maintenant  quelles  sont  les  limites  de  m{u)  et  de  M  (m) 
quand  on  donne  à  z  toutes  les  valeurs  de  m(z)  à  M  (z). 

La  formule  (8)  donne  immédiatement,  pour  les  valeurs  (6)  et 
(7  bis)  de  (5), 


(10)  /ra2(a)  =  o 

et 


Mm(a)=  3çT^)  -  S; 


ou,  en  représentant  par  s  le  reste  R  (  —  j,  égal  à  o  ou  1 , 

(11)  Mm(«)  =  Sc-  s. 

La  formule  (9)  donne  de  même  avec  (6)  et  (7), 

(12)  mM(B)  =  E/|) 
et 

(i3  Mf(tt)=iE/ 
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Cherchons  enfin  quelle*  sont  les  valeurs  limites  de  v  pour  des 
valeurs  données  de  s  el  ".  L'inégalité  (3)  donne  immédiatement 


m  (»•)-(>,  si  z  —  u  "    o, 

///(  p  )  =  ;  <  j  —  //  ),        m        z  —  u     o, 


04) 
cl 

(i5)  M(^)=S3-:1jh-:. 

Mu  vue  d  alléger  les  écritures  ultérieures,  nous  poserons 

(iG)  m(u)  =  (i,         INI  (u)  =  b, 

a  cl  b  étant  donnés  par  les  formules  (8)  et  (9),  puis 

On  peut  remarquer  d'ailleurs  que  p"  est  égal  soit  à  p  +  /?',  soit 
à  p-hp'-h  1. 

Nombre  11  des  solutions  pour  une  valeur  donnée  de  z.  — 
Le  nombre  des  solutions  correspondant  à  des  valeurs  données  de 

u  et  de  z  est 

MO)  —  m(v)  -+-  1. 

Donc,  en  étendant  le  signe  Vaux  diverses  valeurs  de  u  com- 
patibles avec  la  valeur  de  z  choisie,  c'est-à-dire  variant  de  a  à  6, 


on  a 


^^[MOj  +  i]--^''^)- 

Le  nombre  des  termes  de  celte  somme  étant  égal  à  b  —  a  +  i;i 
on  a,  d'après  (io), 

2[M(v)4-i]  =  2(S34-;  +  i-3<0 

=  (è-a  +  i)(S3+«  +  i)-3Y 

//  wc  n        „  (*  — <H-  0(«  ■+■*) 

=  (6  —  a-hi)(S3-h*  +  1)  — 3 


b 
U 


—   JG2  — 
D'après  la  formule  (i  ^),  on  a  de  même 

\  /«(c)  =  4  [i  -+-  2  ■+-  .  .  .  H-  (*  —  a )\ 

=  2  (,8  —  «)(~  —  a-Hi). 
Par  suilc, 

/  /  v  /  o  .        ,.  (  6  —  rt  -{-  I  )  (  a  -h  6  )  . 

qu'on  peut  écrire 

..         .  2(S3+i)  +  25  —  3  6  Gz  —  (2S3+1)  —  a 

n  =  (0  -+■  1)  — — — —  -+-  a  : -iz(z  -+■  1). 

2  2 

Or,  la  formule  (8),  rapprochée  de  (16),  donne 

ci  ^^  o  z  —  o  3 , 

d'où 

G-3  —  (2S3+1)  —  a  =  a  —  1. 


De  même  (9)  rapprochée  de  (16)  donne 

h  =  E 


S3 


Dès  lors,  si  l'on  pose 
(.8)  p  =  R 


S3 


3 
on  peut  écrire 

b=S^- 


3 
d'où 

2(S3-hl)  -h  2Z  —  36  =  36  +  2(p  +  I). 

Finalement,  il  vient 

.     N  (6  +  1)  [36-+-  2(0  -1-  [)]        a(a  — 1) 

(19)  «  =  ! H-  — -  2*(,Z  4-  1  ). 

2  2 

Dans  le  cas  où  l'on  n'a  recours  qu'à  la  monnaie  courante,  c'est- 
à-dire  où  l'on  exclut  les  pièces  de  ofr,  20,  il  faut  faire  z  =  o.  La 
formule  (8)  montre  qu'on  a  alors  a  =  o,  et  les  formules  (g)  et 
(18),  rapprochées  de  (17),  b  =  p\  p  =  rr. 

Par  suite,  la  formule  (19)  devient  dans  ce  cas 

<.9')  „  =  (/>'+. )[V+>.  (>■-  +  ■)]. 


<;:t 


En  particulier  pour  S 
cel te  formule  don ne 


n  — 


ipo,  auquel  <:;is  oo  ;<  />/==  '  •  >  '*'  — -<»i 
TA  x  35 


=  2IO. 


Nombre  total  N  des  solutions.  —  Il  s\»<;ii  de  faire  la  somme 

de  Ions  les  Domines  //   donnés  par  la  formule  (i())   lorsque  Z  \;in<- 

de  sa  limite  inférieure  o  à  sa  limite  supérieure  S(|. 

Si  donc  on  pose,  mi  étendanl  le  signe  ^  à  ces  limites. 


-2 


(6h-i)[3ô-H2(p-+-i)] 


a  (  a  —  \) 


•>. 


A=2 

z  =  2  ^(^ -+-•)■ 


ou  a 


N  =  13  + A- Z 


Pour  Z,   on  a  immédiatement,   en   vertu   d'une    formule    bien 
connue, 

2S6(S6-+-i)(SB-t-  ">■) 


(•20) 


z  = 


3 


Dans  A,  les  valeurs  de  a  non  nulles  forment,  d'après  (8),  une 
progression  géométrique  de  raison  3  dont  le  plus  grand  terme, 
d'après  (i  i)  rapprochée  de  (17),  est  Zp  -+-  /*,  et,  par  suite,  le  plus 
petit  terme  /*.  Gonséquemment 


A 


=  ^(3f"+/')(^'+'--i) 


-n 


p  p  "I 

9^  *'2  4-  3(ar  -  1) 2 « +  (/>  +  !)  ''('*  —  ') 
00  J 


$p(p  -4-0(2/?-+-!)  ,P(P^-I)  ,  ,      /  Nl 

-s — ' — s h  3 ('2/-  —  1)  ' — — -T-  (/j>  -f-  1  )/•(/•  —  1)    , 


ou,  après  réductions, 

(-21) 


a  -  £-±i  |  î^,, +  ,.)  +  ,(,. _,)]. 


Pour  15  la  sommation  est  plus  délicate.  Remarquons  d'abord 
que  les  limites  b  ont,  d'après  (9),  trois  à  trois  la  même  valeur, 
ces  valeurs  croissant  d'unité  en  unité,  et  que  les  restes  p,  d'après 
(18),  reprennent  périodiquement  les  valeurs  o,  1,2. 

La  plus  petite  valeur  de  &,  d'après  (12)  rapprochée  de  (17),  esl 

m(b)  =p', 
et  sa  plus  grande  valeur,  d'après  (i3)  rapprochée  de  (17), 

Les  trois  termes  correspondant  à  une  certaine  valeur  de  b  et 
aux  valeurs  o,  1,2  de  p  ont  une  somme  donnée  par 

-(b  +  0(96  +  12)  =  -(b  +  0(3  b  h- 4). 

Par  conséquent,  si  l'on  ajoute  tous  les  groupes  de  tels  trois 
termes  depuis  b  =/>'  jusqu'à  b  =  //,  on  a 

3    '"' 


T=  -  V(&  +  î)<è+i)(36+4)3 


>,     •  p' 

qui  peut  s  écrire 

P'rP' 

0 

Cette  sommation,  effectuée  comme  celle  qui  a  conduit  à  (21), 
donne,  toutes  réductions  effectuées, 

(22)     t  =  Mp'-p'+i)  [(^-_/,')(y+2/,'H-4)/+(y+i)(3/>'+4)]. 

Mais  B  ne  comprend  tous  les  termes  qui  ont  été  sommés  dans  T 
que  si  la  première  valeur  de  p  est  o  et  la  dernière  2.  Or,  toutes 
les  combinaisons  des  valeurs  0,1  et  2  de  p  peuvent  se  pré- 
senter pour  ces  deux  limites.  Il  faut,  dès  lors,  suivant  la  valeur  de 
ces  limites,  retrancher  certains  termes  de  T.  C'est  ce  qui  va  main- 
tenant être  examiné. 

D'après  (18),  la  première  valeur  de  p,  correspond  à  z  =  o,  csl 
donnée  par 


^ 


j 


—  t<>:;  — 
ou,  en  vertu  <lr  (17). 

Si  /•'  =  (),  il  n'y  a  aucun  terme  à  retrancher  parmi  \*-s  premiers 

<lc  ceux  qui  oui  ci<'*  sommés  dans  T. 
Si  /•'=  1,  il  Paul  en  retrancher  l<*  terme 

, 

el  si  r'=  a,  les  deux  termes 

Ces  trois  cas  peuvent  se  résumer  dans  cette  formule  unique  : 
que  r'  soit  égal  à  o,  1  ou  2,  il  faut  de  T  retrancher 

,    M  T,       /•l(//+i)(3y+r'+i) 

(2J)  1     = 

De  même,  la  dernière  valeur  de  p,  correspondant  à  z  =  S0,  est 
donnée,  toujours  d'après  (18),  par 

R/    S.3  "+"  S  6 


ou,  en  vertu  de  (17), 

p  =  r  • 

Si  r"  b±  2,  il  n'y  a  aucun  terme  à  retrancher  parmi  les  derniers 
de  ceux  qui  ont  été  sommés  dans  T. 

Si  r"  ■=.  1 ,  il  faut  en  retrancher  le  terme 

(//-W)(3//-+-6) 
•2 
et  si  r"  =  o,  les  deux  termes 

1 —  {p  -m;(o/>  -h  j;. 

Ces  trois  cas  peuvent  se  résumer  dans  cette  formule  unique  : 
que  r"  soit  égal  à  o,  1  ou  2,  il  faut  de  T  retrancher 


(M) 


T,  _  (2-r")(/>"-4-Q(3;>"-4-r"-4-5^ 
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Comme  on  a,  dans  tous  les  cas, 

B  =T  —  T-  T. 

on  voit,  en  se  reportant  à  l'expression  de  N  donnée  plus  haut,  (pic 
l'on  a  finalement 

(25)  N  =  A  +  T  —  (Z  +  T'+rj, 

les  quantités  figurant  dans  le  second  membre  élant  données  res- 
pectivement par  les  formules  (2  1),  (22),  (20),  (23)  et  (24). 
Prenons,  par  exemple,  S  —  100.  Nous  avons  alors 


S6=  [6, 

S3==33, 

S     =  I, 

P  —  5, 

y  =  n , 

p"=  16, 

/•  =  0, 

/•'  =  0, 

/'=i, 

puis 


d'où 


A  =  3  x  i5  x  5  =  22  >, 

T  =9(5  x  42-4-12  x  3;)  =  5880, 

Z     sa  32  X  17  X  G  =  3261, 

r  =  o, 

T"  =  17  x  27  =  459, 

N  =6111  —  3723  =  2388. 


Autre  méthode  pour  le  cas  où  z  =  o.  —  Voici  une  autre  mé- 
thode qui,  dans  le  cas  général,  conduit  à  des  calculs  plus  pénibles 
que  la  précédente,  mais  qui,  par  contre,  lorsqu'on  se  borne  à  la 
monnaie  courante  en  excluant  les  pièces  de  ofl',20,  c'est-à-dire 
lorsqu'on  suppose  5  =  0,  conduit  plus  rapidement  à  la  formule 

('9')- 

Faisant  z  =  o  dans  les  équations  initiales,  on  en  déduit,  par 

addilion  et  soustraction 

6m  -h  3  (  v  -4- y)  =  2 (  S  —  x ), 
\u  =  v  —  y. 

Il  en  résulte  immédiatement  que  v  -f- y  est  multiple  de  2,  et 
c — y  multiple  de  l\.  Posant  donc 

m-j  =  ?,3,         v  —  y  —  kl, 
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et  éliminant  //,  un  a  réquai  khi 

!'/    :     \i        S         F. 

S  — a?  devant,  d'après  cela,  être  positif  el   multiple  de  3,  les 
seules  valeurs  que  Ion  pourra  donner  à  x  seronl  o,  3,  6,  <),... , 

3  Ss,  Sa  représentant  toujours  E(r)«  Prenons  l'une  de  ces  valeurs 
.>/..  L'équation  s'écrira  alors 

8  -+-  a  =  k. 

Or,  d'après  la  définition  même  de  o  et  t,  on  doit  avoir 

40  S  9.(7, 
OU 

2  0  _  A  —  0 , 

c'est-à-dire 

^■E(y)    ou    **■ 

Les  solutions  correspondant  à  une  valeur  de  k  sont  donc  don- 
nées par  o  =  o,  i,  2,  .  .  .,  /r3.  Elles  sont  au  nombre  de  k3-+-  i,  et 
l'on  a  pour  le  nombre  cherché 

A=S, 


n  =  ^(^3  +  i)- 


Â=0 


Les   nombres  /r<i   avant  de   trois   en   trois  la  même   valeur,   nous 
voyons,  en  utilisant  les  notations  définies  par  (17),  que 

P'-i 
a  =  3  ^  i  '•+-  x  -f-  S3  -H  1 , 
1 

T  étant  égal  à  p\  2/?' ou  3/?'  suivant  que  /•' =  o,  1  ou  2,  ce  qu'on 
peut  exprimer  en  posant 

0 

Remplaçant  d'autre  part  S.,  par  sa  valeur  3/?'+  /"',  on  a  finale- 


—   KJS  — 


meut 


n  _  lÈlZ- \)  h_  (,-'+  l)p'+.  3/>'-+-  ,■'+,, 


(/>'+i)[3/)'+9.(r'-hi)l 


ce  qui  est  bien  la  formule  (19') 


SUR  UN  INVARIANT  D'UN  SYSTÈME  DE  DEUX  TRIANGLES 
ET  LA  THÉORIE  DES  INTÉGRALES  DOUBLES; 

Par  M.  Le  Roux. 


L.   Dans  une  Note  récente  relative  à  un  problème  d'inversion 

d'intégrale  double,  j'ai  été  amené  à  considérer  une  intégrale  double 

de  la  forme 

1 .  2       P    f*      ¥  (u  v)  du  dv 


4*  /   /  ft_*_zyw 


2<>2 


évaluée  suivant  une  surface  fermée. 

Cette  intégrale  se  rapproche  par  certaines  propriétés  de  l'inté- 
grale simple. 

1      Cf{z~)dz 


-s  f 

TZlJ 


1TZIJ    ^3—  X)1 

qui  donne  la  dérivée  def(x). 

Dans  la  présente  Note  je  m'occupe  seulement  de  la  différen- 
tielle double 

du  dv 


x       v 

1 —  ]  uz  v 

u       v 


3 
1  ,,1 


qui  devient 

du  dv 


(  u  x  -h  vy  -+- 1  )3 


T  \ 

-  et  — 

U  V 


pour  le  changement  de  u,  Vx  en et 

Cette  différentielle  est  liée  à  un  certain  invariant  projectif  d'un 
système  de  deux  triangles  par  une  relation  analogue  à   celle  qui 
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c\  iste  entre  la  diffère  ni  telle  simple 

et  le  rapport  anharroonique. 

Considérons)  en  effet,  dans  le  pian  un  système  de  deux  triangles 
déterminés,  le  premier  par  ses  sommets,  !<■  second  par  ses  côtés. 
Soient  #/, y^  z,-  (i  =  i,  2,  3)  les  coordonnées  ponctuelles  des 
sommets  du  premier,  ///,  17,  «y(j  =  i,  2,  3)  les  coordonnées  tan- 
gentielles  des  côtés  du  second , 


Si  l'on  pose 


,/-,  V,  S, 
X,  Jo  Z.2 
&3       ^3        fe 


I>, 


le  rapport 


1)  A 


(UiXi-h  vxy{-r-  &iZi)(ii2X%-i-  e2jKo+  «'2 -2  H "3^3  +  ^3/3-r  ^3*3) 

constitue  évidemment  un  invariant  projectif  absolu  de  la  figure 
formée  par  les  deux  triangles,  et  peut  être  considéré  dans  un  cer- 
tain sens  comme  une  généralisation  du  rapport  anliarmonique  de 
deux  couples  de  points. 

Supposons  que,  d'une  part,  les  sommets  du  premier  et,  d'autre 
part,  les  côtés  du  second  soient  des  éléments  infiniment  voisins. 
Le  numérateur  de  p  devient  alors  le  produit  de  deux  différen- 
tielles doubles  (différentielles  binaires,  suivant  l'expression  de 
M.  Méray). 

En  introduisant  pour  chaque  série  de  variables  deux  systèmes 
d'accroissements  infiniment  petits,  nous  désignerons  par 

x,  y,  z  ;     x  -+-  d{  x,  y  ■+-  d^ y,  z  -+■  d{  z  ;     x  -h  d.2  x,  y  -+-  dty,  z  —  d2z 
les  éléments  du  premier  triangle,  et  par 

u,  V,   w  ;     u  -;-  dx  u,   v  ■+-  d{  p,    w  -+-  <r/,  w  ;     u  •+■  d2  //,   v  -+-  d2 P,   w  -+-  d2  w 
les  éléments  du  second.  Nous  poserons,  en  outre, 

diX     dxy 


<1 .  1 


=  d(x. 


XXVIII. 


I  1 
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le  rapport  p  prend  alors  la  forme 

[xd(y,z)  -\-yd(z,x)  +  zd(x,y)[[ud(v,  w)  -+-  v  d(w,  u)  H-  wd(u,v)\  < 

(  ux  -+-  vy  -+-  wz  )3 

En  particulier  pour  z  =  i ,  w  ==  i ,  cette  expression  devient 

d(x,y)d(u,v) 

(  ux  +  (^/  +  l)3 

Effectuons,  sur  les  variables  x,  y,  une  transformation  homo- 
graphique  quelconque,  et  sur  les  variables  w,  v  la  transformation 
réciproque.  En  désignant  par  X,  Y,  U,  V  les  nouvelles  coordon- 
nées, nous  aurons,  d'après  ce  qui  précède, 


(0 

ou  bien 

(2) 


d{x,y),  d{u,v)  __  d(X,  Y),  d(\j,  V) 
(ux-hvy-hiy  :=   (UX  +  VY  +  i)3 


d{ a,  v) 


rf(X,Y)  rf(U,V) 


(i^-+-PjK  +  i)3     '  d(x,y)  (UX  +  YY  +  i)3 


Cette  relation  est  analogue  à  la  suivante 


dz 


dX 


dZ 


(z  —  x)*        dx  (Z  —  X)2 

que  l'on  déduit  de  la  considération  du  rapport  anharmonique. 

L'équation  (i),  qu'il  est  facile  de  vérifier  directement,  permet 
de  calculer  l'un  des  déterminants  fonctionnels 

d(u,  v)         d(x.  y) 
rf(U,  V)'     rf(X,Y) 

quand  on  connaît  l'autre. 
Nous  avons,  par  exemple, 

d(u,  v)  (ux  -+-  vy  -+- 1)3    d(X,\) 

d(U,\)  ~  (UX+VY  +  i)3   d(x,y)  ' 

Si  nous  remplaçons,  dans  le  second  membre,  x,y  par  les  coor- 
données x0^y0  de  la  nouvelle  origine,  nous  trouvons 


d{ u,  v) 

rffUTv) 


(UX0  -h  t'^Ko  +  03 


d(\,Y) 
d(x,y) 


x-.r 
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2.   L'intégrale  double  ('  ) 


i .  >. 


di  .• 


J  J  (ux  +  vy-*-  ')■• 


étendue  à  Taire  d'un  triangle  non  coupé  par  la  droite 


n  ./• 


^/ 


H-  I 


— --•   On  peut  l'obtenir 

sous  une  forme  simple  <pii  se  prèle  admirablement  à  l  application 
des  formules  de  M.  Poincaré  pour  les  résidus  d'intégrales  doubles. 

Soient 

(Dj)     axx  -+-  bxy  -+-  Ci  =  o, 

(D2)     a2x  -f-  bty  -f-  c2  =  <>, 
(D3       «3.r -f- ^37  -f- c3  =  o 

les  côtés  du  triangle.  L'ordre  de  ces  côtés  donne  le  sens  du  par- 
cours et  définit  le  signe  de  l'intégrale. 
Nous  posons 


A  = 


«i      bx     Ci 

«2        ^2        C2 
«3        63       Ci 


et  nous  désignons  par  A;,  13/,  G/  les  coefficients  des  éléments  a*, 
bi,  Ci  dans  ce  déterminant.  Soit,  en  outre,  A/le  déterminant  obtenu 
en  remplaçant  dans  A  les  éléments  de  la  iièm*  ligne  par  u,  t>,  1  : 

A;  =  À/  M  -f-  B[V  -r-  C/. 

Effectuons  la  transformation  homographique 


«  x  -h  vy  -h  1 
a^x  -f-  62JK  -H  Cj 


mjt 


<'JK 


1 


x, 

Y. 


(')  La  notation  d(x,  y)  pour  la  différentielle  présente  des  avantages  sur  les- 
quels il  esl  inutile  d'insister.  Voir  les  Mémoires  de  M.  Méra\  {Annales  de  l'École 
Normale,  1  - 


—  \T1  — 


(L  (  10      V  ) 

Le  déterminant  fonctionnel    ,  ,J  \A  est  é^;il  à 

d(\,  Y) 
(  //.  x  H-  v y  -f-  i  ):i 


On  a,  par  conséquent, 

<l(r,y)        =  ^(X,V) 

( M  37  -h  Vy  -h  l)3  A;5 

ou  bien,  en  intégrant, 

.7  J  (wtf+py-hi)*  A3JJ 

Au  triangle  proposé  correspond  dans  le  nouveau  système  le 
triangle  déterminé  par  les  axes  de  coordonnées  et  par  la  droite  D;, 
dont  l'équation  est,  sous  la  nouvelle  forme, 

A  —  A,  X  —  A,  Y  =  o. 

De  plus  les  aires  intérieures  des  deux  triangles  se  correspondent. 
On  a  donc 

et,  par  suite, 

r        d{x,y)  A* 


SSr. 


x  ■+■  vy  -+-  O3       A[  A2  A-, 


C'est  le  résultat  que  nous  voulions  obtenir. 
L'équation  (3)  montre  que  l'intégrale  double 


d(x,y) 


J  {ux  -h  vy  -f-  i)J 


peut  être  considérée  comme  une  transformée  homographique  de 
Faire. 
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NOUVELLE  DÉMONSTRATION 
D'UN  THÉORÈME  SUR  LES  FONCTIONS  DISCONTINUES; 

Par  M.   Iî.m    Baire. 

J'ai  démontré  dans  ma  Thèse  <  Sur  1rs  fond  ions  de  variables 
réelles,  Chapitre  II;  Annali  di  Matematica,  1899)  que,  pour 
qu'une  fonction  d'une  variable  soil  développante  en  série  de  fonc- 
tions continues,  il  laul  el  il  suffit  qu'elle  soil  ponctuellemenl 
discontinue  sur  toul  ensemble  parfait.  M.  Lebesgue  a  fait  voir 
(Comptes  rendus,  >.~  mars  1899)  (|"  (,M  pouvait  ramener  le  cas 
<le  //  variables  à  celui  (Tune  seule,  et  étendre  ainsi  à  ces  fonctions 
Ténoncé  précédent.  Je  me  propose  d'exposer  ici  une  nouvelle 
démonstration  du  fait  que  la  condition  est  suffisante  ;  celte  dé- 
monstration est  plus  courte  et  plus  synthétique  que  celle  de  ma 
Thèse  (Cliap.  II,  Sect.  III),  où  j'employais  un  procédé  de  récur- 
rence; elle  a  de  plus  l'avantage  de  s'appliquer  directement  au  cas 
de  n  variables. 

1.   Il  s'agit  de  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Si  une  fonction  J\x{)  x2,  . . .,  xn)  est  ponctuellement  discon- 
tinue sur  tout  ensemble  parfait,  il  existe  une  suite  de  fonc- 
tions continues  f^fi*  . . .,  fr,  . . . ,  qui  a  pour  limite  f. 

Je  supposerai  la  fonction  /"définie  dans  le  domaine  E  (cube  à 

n  dimensions)  : 

O  =  xi  S.  1 ,         i  =  1 ,  2 ,      . . . ,     n . 

Etant  donné  un  entier  quelconque  />,  j'appellerai  points  prin- 
cipaux d'ordre  p  les  points  dont  les  n  coordonnées  sont  de  la 

forme  —  •  On  peut  considérer  E  comme  formé  par  la  réunion  de 

•ii'  l  l 

cubes  Ay,  de  côté  —  et  dont  les  sommets  sont  des  points  princi- 
paux d'ordre  p. 

J'appellerai  domaine  principal  d'ordre  p  tout  domaine  Dp  de 
la  fornir 

y.,  —  1  z,  -h  1 

el   ji*  dirai  que  ce  domaine  a   pour  centre  le   point    principal   de 
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coordonnées  —  •  CLc  domaine  D-devra  être  réduit,  dans  le  cas  on 
■±i>  r 

un  des  nombres  a/  est  o  ou  iP,  à  sa  portion  contenue  dans  E.) 

Tout  point  M  de  E  appartient  à  un  certain  nombre  de  do- 
maines ])p  ;  j'appelle  points  principaux  d'ordre  p  associés  à  M 
les  centres  de  ces  domaines;  ces  points  sont  aussi  les  sommets  des 

cubes  A/;  qui  contiennent  iM.  (Dans  le  cas  général,  où  aucune  des 
coordonnées  de  M  n'est  de  la  forme  —  f    M  appartient  à    un  seul 

cube  A^  ;  il  y  a  donc  2n  points  principaux  d'ordre/?  associés  à  M.  ) 

Gela  posé,  je  vais  démontrer  que  le  problème  de  la  construction 
des  fonctions  continues  J\,  f2,  ...,//7,  ...,  tendant  vers  y,  peut 
être  complètement  ramené  au  suivant  : 

I.  Faire  correspondre  à  chaque  domaine  principal  D  un 
nombre  9 (D)  de  manière  à  réaliser  la  condition  A  qui  suit  : 

A.  Etant  donné  un  point  quelconque  M,  si  petit  que  soit  s, 
il  existe  une  sphère  S  de  centre  M  telle  que,  à  chaque  domaine 
principal  D  contenu  tout  entier  dans  S  et  contenant  M,  corres- 
pond un  nombre  <p(D)  différant  de  /(M)  de  moins  de  e. 

Supposons  en  effet  le  problème  I  résolu.  Nous  construirons/^ 
de  la  manière  suivante  :  En  chaque  point  principal  d'ordre  /?,  H, 
cette  fonction  aura  pour  valeur  le  nombre  9(D)  correspondant  au 
domaine  principal  D  d'ordre  p  dont  H  est  le  centre.  Nous 
achèverons  la  définition  de  fp  en  l'assujettissant  à  être  continue, 
et  à  avoir,  en  chaque  point  M,  une  valeur  comprise  entre  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  de  ses  valeurs  aux  points  princi- 
paux d'ordre  p  associés  à  M.  Ces  deux  conditions  seront  réali- 
sées si,  par  exemple,  on  prend  pour/'p  la  fonction  qui,  dans  chaque 
cube  A^,  est  linéaire  par  rapport  a  chacune  des  variables. 

Je  dis  que,  dans  ces  conditions, //;(M)  tend  vers /(M)  quand/; 
croît  indéfiniment.  En  effet,  donnons-nous  un  nombre  positifs, 
et  déterminons  une  sphère  S  d'après  la  condition  A.  Dès  que  p 
dépasse  une  certaine  valeur,  les  domaines  principaux  d'ordre/? 
qui  contiennent  M  sont  contenus  tout  entiers  dans  S;  par  consé- 
quent les  valeurs  de  fp  aux  points  principaux  d'ordre/?  associés 
a  M  diffèrent  de /(M)  (\c  moins  de  s:  il  en  est  de  même  defp(M), 
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qui  es!  compris  entre  la  plus  grande  el  la  plus  petite  de  ces  va- 
leurs; donc  f'p (M)  a  pour  limite  y(M). 

2.  Toul  revient  doncà  résoudre  !<•  problème  I. 
Donnons-nous  une  suite  décroissante  de  nombres  positifs  ten- 
dant \ ers  o,  par  exemple 

iii  i 

(,)  >:  v   s s»   ••- 

Soit  D  un  domaine  principal  ;  nous  allons  définir  o(  1)). 

Soii.  t,  le  j)lus  grand  nombre  de  (i)  tel  qu'il  existe  dans  D  des 
points  où  V oscillation  par  rapport  à  E,  ro(y,  E),  est^a^;  soit 
P,  l'ensemble  des  points  de  D  où  l'on  a  ™(f,  E)  >  s-, . 

Si  Pp  existe  et  si  la  fonction  n'est  pas  continue  sur  Pj  ,  soit  t2 
le  plus  grand  nombre  de  (i)  tel  qu'il  existe  des  points  où  V oscilla- 
tion par  rapport  à  Pp,  ra(y,  P? )j  est  ^t2  ;  soit  P2  l'ensemble  de 
ces  points. 

On  définit  ainsi  des  ensembles  fermes,  tous  contenus  dans  D  : 

(2  )  I    1  ,    1    2)         •  •  '  y        '    m         •  •  •  >         '   0)j         •  •  •  >         »    20)  >         •  •  •  »        *   a,         .  .  .  , 

et  des  nombres  dont  chacun  fait  partie  de  la  suite  (1)  ou  est  nul  : 
(3)  ai,     a.),      ...,     tf«,      ...,      crw,      ....     <7.2w,      ...,     aa,      ..., 

d'après  la  loi  suivante  : 

Si  a  est  de  première  espèce,  <ra  et  Pa  s'obtiennent  de  Pa_i  comme 
a-2  et  P2  de  P, .  Si  a  est  de  deuxième  espèce,  Pa  est  l'ensemble 
commun  à  tous  les  Pa«,  pour  lesquels  a'<a;  de  plus,  o-a  est  la 
limite  inférieure  des  nombres  av  pour  lesquels  a'<<  a.  (Il  est  évi- 
dent que  la  condition  [j  >>  a  entraîne  Pq  <  Pa,  et  erp  <a-a.  ) 

J'ai  démontré  (Thèse,  §  47)  qu'étant  donnée  une  suite  d'en- 
sembles tels  que  (2),  il  y  a  un  nombre  a  tel  que  Pa  =  Pa+t.  (La 
démonstration,  faite  pour  le  cas  des  ensembles  linéaires,  s'étend 
sans  difficulté  au  cas  d'ensembles  à  n  dimensions.)  Je  dis  qu'on 
doit  avoir  Pa  =  o  ;  si,  en  effet,  Pa  existait  effectivement,  on  aurait 
Pa=  Pi"--  Pa+i  î  il  existerait  un  nombre  positif  ?%+]  tel  que,  sur 
L'ensemble  parfait  l^2 ,  l'oscillation  en  chaque  point  par  rapporta  P^ 
serait  ^  7a+,  ;  la  fonction  serait  totalement  discontinue  sur  cet  en- 
semble, contrairement  à  l'hypothèse,  Il  résulte  de  là  que,  pour  un 
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certain  nombre  [j,  ou  bien  Ppcst  dénombrablc  (P«  =Pfl+l  =  ..;=o), 
ou  bien  P?  existe,  niais  la  fonction  est  continue  sur  cet  ensemble 
(|-p+,  =  ...=o). 

Dans  le  premier  cas,  il  existe  un  nombre  y  tel  que  Vï  se  com- 
pose d'un  nombre  fini  de  points;  on  prendra  pour  s(D)  une 
valeur  quelconque  comprise  entre  les  valeurs  extrêmes  de  la 
fonction  sur  V\. 

Dans  le  second  cas,  on  prendra  pour  'f  (D)  une  valeur  comprise 
entre  les  valeurs  extrêmes  de  la  fonction  sur  Vrj. 

Ainsi  se   trouvent  définis  les  nombres   <p(D)  et,  par  suite,  les 

fonctions  continues  /i,/2,  ••    ,  fp, Il  reste  à  montrer  que  la 

condition  A  est  réalisée. 

3.   Soit  M  un  point  quelconque  de  E. 

Soit  xt  le  plus  grand  nombre  de  (i),  tel  que  l'oscillation  en  M 
par  rapport  à  E,  ro(/,  E,  M),  cst>x,;  soit  Q\  l'ensemble  des  points 
de  E  où  l'on  a  tïï(/,  E)>t<> 

Si  Qiu  existe  et  contient  M,  et  si  la  fonction  n'est  pas  continue 
en  M  par  rapport  à  Qp,  soit  t2  le  plus  grand  nombre  de  (i),  tel 
que  l'oscillation  en  M  par  rapport  à  Qp,  vs(f,  Qp,  M),  est  >t2; 
soit  (),  l'ensemble  des  points  de  Qp  où  l'on  a  ra(/,  Qp)^T2. 

On  déduira  Ta  et  Qa  de  Qa_<,  quand  a  est  de  première  espèce, 
comme  on  a  déduit  z2  et  Q2  de  Q,.  Quand  a  est  de  deuxième  es- 
pèce, Qa  sera  l'ensemble  commun  aux  ensembles  Qa«,  tels  que 
a'<  a,  et  -zrj  sera  la  limite  inférieure  des  nombres  Ta' pour  lesquels 
a  <<  a. 

On  définit  ainsi  des  ensembles  fermés  contenant  tous  le  pointai  : 

(4)     Qi,     Qa,     ...,     Q„,     ...,     QM;     ...,     Q2(0,     ...,     Q^     ... 
et  des  nombres  correspondant  à  ces  ensembles: 

\J/  ~ll       ^2,        •  •  •  t       ^rij        •••>       ^(i)>        •••■>       ^2(jù>        •  •  •  ■>       ~>xi        .... 

De  même  que  précédemment,  on  reconnaît  que  les  ensembles  Q 
sont  nuls  à  partir  d'un  certain  indice.  Il  existe  donc  un  nombre  r, 
tel  que,  ou  bien  QP  n'existe  pas,  ou  bien  Qp  existe  et  ne  con- 
tient pas  M,  ou  bien  Qp  contient  M,  la  fonction  étant  continue 
en  M  par  rapport  à  Qp. 

Cliacun  des  nombres  de  (5)  appartient  à  (i)  (sauf  peut-être  le 
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dernier  t«);  ces  nombres  peuvent  donc  se  ranger  par  groupes,  les 
nombres  d'un  même  groupe  étant  égaui  à  un  même  nombre  )> 
<!<•  (  il  L'indice  du  premier  nombre  <l<-  chaque  gronpe  est  nécesr 
sairement  de  première  espèce;  car,  si  i  est  de  deuxième  espèce, 
et  si  Ta  est  positif,  comme  t0 -est  la  limite  inférieure  des  nombres  a' 
tels  que  /  y.  et  qu'il  n'existe  qu'un  nombre  fini  <!<■  valeurs  pour 
les  7-a',  il  \  m  <lcs  nombres  '/'  pour  lesquels  Ta-  ta. 
(  )n  peut  donc  écrire  : 


(6) 


"i  -  ~->  ■  •  •  •  —  ~-x,  -  '   '  i  - 

~cc,  i  i       —  "a, +2  !=.».=  ~oc;  =  /  :• 

"a/,    ,  4  1  —    •  •  •        =  .  .  .  =  Xajl  ■-   /■/,. 


Deux  cas  peuvent  se  présenter  :  ou  bien  le  nombre  des  groupes 

(6)  est  fini,  soil  A";  alors  on  a  a*=irç;  ou  bien  ces  groupes  sont 
en  nombre  infini;  alors  X|,  A2,  •  ••>  ^A,  ■••  (fjlu  vont  toujours  en 
décroissant),  ont  pour  limite  o. 

Soient  a", ,  a',,  ....  X/n  ...  les  nombres  de  (i)  qui  précèdent  im- 
médiatement dans  cette  suite  les  nombres  A, ,  X2,  • . . ,  A^,  •  •  ••  Soit 
R,  l'ensemble  des  points  de  E  où  l'on  a  m  (y*,  E)$!  )/,  ;  soit  R2  l'en- 
semble des  points  de  Q^  où  l'on  a  &(/,  Q„  )^X'a)  et  générale- 
ment R/j  l'ensemble  des  points  de  O.,"  (  où  l'on  a  ts(J\  Q^  _,)  =  a),. 
(Il  peut  arriver  que  certains  de  ces  ensembles  n'existent  pas; 
en  particulier,  si  A,  est  le  premier  nombre  de  (i),  il  n'y  a  pas  de 
nombre  A', ,  et  R,  n'existe  pas.) 

D'après  la  définition  des  ensembles  Q,  le  point  INI  ne  fait  partie 
d'aucun  des  ensembles  fermés  R| ,  R2,  . . . ,  R/4,  . . .  ;  donc,  quel  que 
soit  /i,  il  existe  une  sphère  S  de  centre  M  qui  ne  contient  aucun 
point  des  ensembles  R,,  R2,  ...,  R^.  Soit  D  un  domaine  principal 
contenant  M  et  contenu  dans  S;  je  dis  que  si,  dans  ce  domaine,  on 
définit,  d'apiès  le  procédé  du  §2,  les  ensembles  P, ,  P2,  ...,  Va,  ..., 
tous  ceux  de  ces  ensembles  dont  l'indice  est  inférieur  ou  égal  à  a/, 
coïncident,  dans  D,  avec  les  ensembles  Q,,  Q2,  ...,  Qa,  ...,  ayant 
respectivement  les  mêmes  indices. 

En  effet,  d'abord  il  n'y  a  dans  D  aucun  point  où  m(J\ E)>a',, 
tandis  qu'il  \  en  a  au  inoins  un,  le  point  M,  où  l'on  a 

*(/,E,M)    >.,  =  -,. 
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Donc   on  a   a-,  =  7,  cl,   par  suite,  dans  D,  I*,  coïncide   avec  Ot 
Démontrons,  par  voie  de  récurrence,  qu'on  a  Pa  =  Qa  (dans  D), 
si  ct^a^;  il  suffit  d'établir  la  proposition  quand  a  est  de  première 
espèce,  si  l'on  se  reporte  à  la  définition  de  Pa  et  Qa  quand  a  est 
de  deuxième  espèce. 

Supposons  donc  a  de  première  espèce  et  distinguons  deux  cas  : 

i°  a  n'est  pas  l'indice  du  premier  terme  d'un  des  groupes  (6); 
nous  admettons  qu'on  a  cra_,  =  ~a_t  et  P^  ==  Qa_,;  d'après  l'hy- 
pothèse faite,  on  a  7a  =  Ta_,,  c'est-à-dire  qu'au  point  M,  l'oscilla- 
tion par  rapport  à  P£_,  =  Q^_,  est  ^Ta;  donc  <ra,  qui  ne  peut  sur- 
passer <7a_,  =3  Ta_,  ==  Ta,  est  identique  à  Ta;  donc  Pa  est,  dans  D, 
identique  à  Qa. 

2°  a  est  l'indice  du  premier  terme  d'un  des  groupes  (6),  soit 
ag  -f-  1  (0  <  h);  nous  admettons  qu'on  a  Pa^==  Qa  ■  sur  l'en- 
semble Q^,  l'oscillation  au  point  M  est  supérieure  ou  égale  à).g+,  ; 
comme  D  ne  contient  aucun  point  de  Rg+J,  ensemble  des  poinls 
où  sy(/,  Q^)>Xg+1,  on  a  <ra$+1  =  ),8+,  =  t^+,  ,  et,  par  suite, 
P         —  O 

Gela  posé,  je  vais  établir  que  la  condition  A  est  réalisée  pour 
tout  point  M.  Distinguons  deux  cas  : 

i°  Pour  le  point  M  considéré,  le  nombre  des  groupes  (6)  est 
fini,  soit  k  ;  on  a  y.h  =  r\  ;  l'ensemble  Q-^  existe,  mais  on  a  Qr,+i  =  o. 
D'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  ce  cas  peut  se  subdiviser  en  deux 
autres  : 

a.  Q.-2  n'existe  pas,  ou  bien  existe,  mais  ne  contient  pas  M  ; 
M  fait  partie  d'un  certain  ensemble  Q^  sans  faire  partie  de  Q^1  : 
c'est  un  point  isolé  de  Q-J.  Déterminons  une  sphère  S  de  centre  M 
ne  contenant  aucun  pointde  Qjj  autre  que  M,  et  ne  contenantaucun 
point  de  K, ,  bL,  ...,  H/(.  Si  D  est  un  domaine  contenant  M  et 
contenu  clans  S,  on  a,  pour  ce  domaine,  P^tt^Q^;  d'où  Pj- =Q*  =;  M 
etPjJ+1=o;  donc,  d'après  la  définition  deo(D),  on  a  »(D)=/(M). 

b.  M  fait  partie  de  Q?,  et  la  fonction  est  continue  en  M 
sur  Q*\  Déterminons  une  sphère  S  ne  contenant  aucun  point  de 
Ri,R2,  ...,  Pv/,,  et  telle  que  P  oscillation  de/  sur  la  portion  de  Q"^ 
contenue  dans  cette  sphère  soit  <<  s.  Si  D  est  contenu  dans  I  et 
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contient  M,  on  a  P®  Q^;  l'ensemble  Pï  ou  I'!;2  qui  in  ter  vien  l 
dans  là  défihition  dé  &(&)  <,s|  certainement  contenu  dans  Q^; 
donc  cp(  D)  diffère  de  f{  M  |  «le  moins  de  t. 

»"  Les  groupes  (6)  sonl  en  nombre  infini;  c  étant  donné,  on 
peul  trouver  h  tel  que  Xa  spil  -<£•  Sur  L'ensemble  QJJ,  l'oscilla- 
tion en  M  est  -<  s;  on  peul  donc  trouver  une  sphère  ^  ne  conte- 
nant aucun  point  de  K,,  IL,  ...,  \\/t  et  telle  que  L'oscillation  de/" 
sur  la  portion  de  QSqui  y  est  contenue  soit  «<^-  De  même  que 
dans  le  cas  A,  L'ensemble  Pï  ou  Pg,  <|>ii  sert  à  définir  &{  D),  est 
contenu  dans  Q**fc,  et  &'(D)  diffère  de  /'(M)  de  moins  de  s. 

\insi,  dans  chacun  des  dois  cas  a,  h,  2°,  la  condition  A  est 
réalisée;  le  théorème  est  donc  établi. 

4.  On  conçoit  que  le  procédé  de  définition  des  nombres  o(D), 
donne  au  §  2  pour  le  cas  le  plus  général,  pourrait  recevoir  des  sim- 
plifications dans  certains  cas  particuliers;  je  vais  indiquer  un  cas 
remarquable  où  la  solution  peul  être  obtenue  d'une  manière  extrê- 
mement simple.  J'ai  démontré,  dans  ma  Thèse,  que  les  fonctions 
semi-continues  satisfont  à  la  condition  d'être  ponctuellement 
discontinues  sur  tout  ensemble  parfait,  et  j'en  ai  déduit  la  possi- 
bilité, pour  ces  fonctions,  d'être  développées  en  séries  de  fonctions 
continues;  je  vais  établir  celte  proposition  d'une  manière  beau- 
coup plus  directe. 

Supposons  que  f  soit  semi-continue  supérieurement.  Je  fais 
correspondre  à  chaque  domaine  D  un  nombre  ^(D)  égal  au  maxi- 
mum de  la  fonction  dans  ce  domaine  :  je  dis  que  la  condition  A 
est  ainsi  réalisée.  En  effet,  soit  M  un  point;  on  peut  déterminer 
une  sphère  S  de  centre  M,  dans  laquelle  on  a,  en  tout  point  M', 
/(M')</(M)-+-  e.  Si  D  est  contenu  dans  2  et  contient  M,  le 
maximum  de  /  dans  D,  c'est-à-dire  s(D),  est  compris  entre 
/(M)  ety(M)  4-  s-  I^e  théorème  est  ainsi  démontré. 

11  est  remarquable  que  cette  proposition  résulte  ainsi,  d'une 
manière  presque  immédiate,  de  la  notion  de  semi-continuité  :  la 
démonstration  ne  nécessite  pas  l'emploi  des  résultats  de  la  théorie 
des  ensembles. 
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SUR  LA  TORSION  D'UNE  COURBE  DÉFINIE  PAR  SON  PLAN  OSCUI.ATEUR; 

* 

Par  M.  A.  Demouliit. 


I 


Soient y{,  ..  . ,,)'/>,  n  fonctions  d'une  variable  x.  Désignons  par 
W(r«,  •  .  -,JK//)  leur  wronskien,  c'est-à-dire  le  déterminant 


(') 


y\      y'i 


y» 

y  a 


v(n-\)     v(/>-l) 

y  \       j  ï 


J  II 


Le  signe  W  jouit  d'une  remarquable  propriété  qui  se  traduit 
par  la  formule 

(A)  W(X71,...,X^„)  =  X«W(71/...,^)', 

où  l'on  désigne  par  \  une  fonction  arbitraire  de  x.  En  particulier, 

si  l'on  fait  \  =  —  >  il  viendra 

ri 

(A')  W(ri,...,^)=j'/W(D^2,...,D^). 

Cette  notation  des  wronskiens  et  la  formule  (A)  permettent  de 
présenter  de  la  manière  suivante  une  partie  des  résultats  contenus 
dans  le  n°  376  des  Leçons  de  M.  Darboux  (IIe  Partie,  p.  101  et 
suiv.)  : 

Soient  z^  .  .  . ,  zn  les  mineurs  du  déterminant  (ï)  par  rapport 
aux  éléments  de  la  dernière  ligne. 

On  a 


(B) 
puis 


w(^,...,in)  =  [W(y1,..v,^)]«^, 


(G)    yi  =  (—  o'-ùw^i.k,.;^!,^;...^»)     c«  =  i'i ••'•!») 

avec 

(D)  X  =  ■ ! 
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Les  formules  qui  précèdent  trouvenl  une  application  immédiate 
dans  la  recherche  de  la  torsion  «l'une  courbe  définie  par  son  plan 
osculateur. 

Soient  ./■.  i  ,  s  les  coordonnées  cartésiennes  «l'une  courbe,  ce 
sont  des  fonctions  <l  un  paramètre  t.  La  torsion  en  un  point  quel- 
conque M  de  cette  courbe  a  pour  expression 

.    _  Vf  (a   .v\z) 


les  accents  désignant  des  dérivées  par  rapport  à  /. 

Soient  x{,  x2,  .r3,  xs  les  coordonnées  homogènes  du  point  M . 

Si  on  les  introduit  dans  l'expression  de  ^_  »   il  viendra,  en  faisant 
usage  de  la  formule  (A'), 


-  2 


W(  .r,,.r2,  ,rv)   -H  W(xif  Xt,  Xk)  -h  W(#3,  #1»  *4) 
Soit  maintenant 

( w )  jk i a? 1  -f- J-2 #2  ■+- JK3 #3  +/i^  =  o 

l'équation  du  plan  osculateur  en  M  ;  jk<  >  J'2>  J'3 ,  y  a  sont  des  fonc- 
tions connues  de  t.  Les  coordonnées  du  point  M  vérifient  l'équa- 
tion (w)  et  les  deux  suivantes 

(  w'  )  .)•;  .r,  -+-  j2  ^u  +y3  ^3  -+-y4  #4  =  o, 

(  w"  )  y;  -zi  -+-  y\  a?a  -+- j'3  ^3  h-  7 1  ^  =  o . 

Ces  trois  équations  montrent  que  x^  x2,  x$%  xk  sont  propor- 
tionnelles aux  mineurs  du  wronskien  de  yK ,  y^  y3,  yÂ  par  rap- 
port aux  éléments  de  la  dernière  ligne.  Si  on  les  prend  égales  à 
ces  mineurs,  c'est-à-dire  (d'après  les  notations  adoptées  au  para- 
graphe I)  à  £,,  ;.,.  s3,  ^4,  on  pourra  écrire 

I  Cr\V(C,,  :,.   Z,,  Z;   I 


-  2         3         ; 

W  (  Z\ ,  2  j,  Z\  )      •     W   i  Z*.  ?  .;.   Z;  )    -i     W  (  <*3,  <*{)  -*4  ) 
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Les  formules  (B),  (C),  (D)  deviennent  ici 

W(*t,  *},*»,  *t)=  [W(y1,  j2,  y3,yi)\^ 
y\  =     ^W((z%,z3,  s4'), 

jK2  =—  \W(zifZit  **), 

X=  - l 

[^r(yuy2,y3,.r,W 
D'ailleurs 

En  tenant  compte  de  ces  différentes  relations,  on  obtient  l'ex- 
pression définitive  de  -  : 


'    .  W(jKl,j5,JK3) 


T      (y\  +yî  -^rl)W(^i, y^y^y^) 

Cette  formule  conduit  à  une  relation  très  simple  entre  les  tor- 
sions de  deux  courbes  qui  se  correspondent  dans  une  corrélation 
quelconque.  (Voir  Comptes  rendus,  séance  du  29  janvier  1898.) 
Nous  réservons  pour  une  autre  occasion  la  démonstration  des 
propriétés  énoncées  dans  cette  Note;  nous  nous  contenterons  ici 
d'établir  une  relation  entre  les  torsions  de  deux  courbes  polaires 
réciproques  par  rapport  à  une  sphère.  Soient  T  et  V  les  deux 
courbes  en  question  et  O  le  centre  de  la  sphère  directrice.  Appe- 
lons r  et  z'  les  rayons  de  torsion  de  T  et  V  en  deux  points  corres- 
pondants M  et  M7.  Si  l'on  écrit  l'équation  du  plan  oscillateur  de 
T  en  M  sous  la  forme 

u  x  -4-  vy  -+-  w  z  =  1 , 

les  coordonnées  cartésiennes  du  point  M'  seront  (u',v',iv').  pourvu 
qu'on  prenne  pour  unité  de  longueur  le  rayon  de  la  sphère  di- 
rectrice. 

Si  l'on  fait  dans  la  formule  ci-dessus  y{  =  w,  y2  =  v}  y 3  ==  w} 

yA  = —  1 ,  on  obtiendra  l'expression  de  -  : 


W(a,i>,«o 


(U2  .+.  Pt  +  w*)\Y(u',  c',  w') 
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(  )n  .1  ensuite 


d'où,  par  multiplication, 


l  W  (  //,  r,  W  ) 


«         W(«»   +W(P',«»')   +W««')       K-H-P-+IP" 

Soit  ly  la  projection  orthogonale  du  point  O  sur  le  plan  oscil- 
lateur de  T'  en  M'.  <  )n  a 


jjj7,2  = \V(u,v,<v) 


- 


W(u',v')  -+-\V(p',«/)  -f-YV(cv>') 


Par  suite 


OM' 

2 

OP' 


Or,  si  l'on  désigne  par  <p  l'angle  des  plans  oscillateurs  en  M 

et  M', 

OP' 

oir=cos? 

et  il  vient  finalement 

xx'  cos2cp  =  I, 

ou,  en  appelant  a  le  rayon  de  la  sphère  directrice, 

xx'  cos2o  =  a2. 

Cette  relation,  jointe  au    théorème   d'Enneper  concernant  la 
torsion  des  asymptotiques,  conduit  immédiatement  à  la  relation 

RiRsR'tRi  cos^cp  =  a* 

qui  lie  les  rayons  de  courbure  principaux  de  deux  surfaces  polaires 
réciproques  par  rapport  à  une  sphère.  Nous  avons  fait  connaître 
ces  deux  formules  dans  une  Note  insérée  aux  Comptes  rendus 
(séance  du  16  mai  1892).  M.  Rouquet  les  a  retrouvées  récemment 
i  Bulletin  de  V Académie  des  Sciences,  Inscriptions  et  Belles- 
Lettres  de  Toulouse,  tome  1,  année  189É 
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COMPTES   I1ENDUS   DES  SÉANCES, 


SÉANCE     DU     A     AVRIL     1900. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  CARVALLO. 


Elections 


M.  Renard,  présenté  par  MM.  Blntel  etLaisant;  M.  Estienne, 
présenté  par  MM.  Appell  et  Borcl,  sont  élus,  à  L'unanimité, 
membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Bricard  :  Sur  les  surfaces  ayant  un  système  de  lignes  rie 
courbure  égales. 

M.  Desaint  :  Sur  la  généralisation  d'un  résultat  dû  à 
M.  Borel. 


SÉANCE   DU   18   AVRIL    1900. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    TOUCHE. 

Communication  : 

M.  Touche  :  Sur  les  forces  extérieures. 


SÉANCE    DU    3   MAI   1900. 

PRÉSIDENCE  DE   J\I .    MAURICE    D'OCAGNE. 

Communications  : 

M.  André  :  Sur  un  théorème  de  la  Géométrie  des  coniques. 

M.  HofTbauer  :  Sur  une  transformation  des  déterminants. 

M.  Andojer  présente  quelques  observations  à  ce  sujet. 

M.  Laisant  :  Sur  quelques  propriétés  des  figures  semblables 
dans  le  plan  et  dans  l'espace. 

MM.  Fontené  et  Bricard  présentent  quelques  observations  à  ce 
sujet. 
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S(  \n<;i:  DU  16  m  m  1000. 

PRI  SIDI  Si  i     DR   M-   TOUCHE. 

(  'ommunications  : 


M.  Demoulin  :  Sur  quelques  formules  nouvelles  de  la  théorie 

s  congruences  rectilignes. 

M.  Efadamard  :  Sur  V  équation  de  I. a  place. 


SÉANCE    DU    6   JUIN    1900. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    BfOCHE. 

Election  : 

M.  Firmin  Comte,  présenté  par  MM.  Brocard  cl  Laisant,  est 
élu,  à  l'unanimité,  membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Touche  :  Observations  sur  les  principes  de  la  Dyna- 
mique. 

M.  Duporcq  :  Sur  les  cercles  circonscrits  aux  triangles  cir- 
conscrits à  une  conique. 

M  .  Blutcl  :  Sur  les  surfaces  admettant  un  système  de  courbes 
tétraédrales  comme  Hunes  asympto tiques. 


SÉANCE    DU   20  JUIN    1000. 

PRÉSIDENCE     DE     M.     BIOCIIE. 

La  Société,  réunie  en  assemblée  générale,  convoquée  par  déli- 
bération spéciale  du  Conseil,  étudie  le  traite  à  intervenir  avec  le 
Conseil  de  II  niversité  de  Taris.  Le  quorum  n'étant  pas  atteint, 
l'Assemblée  décide  qu'il  \  a  lieu  de  poursuivre  la  question  et  de 
convoquer  une  nouvelle  assemblée  générale,  dans  le  délai  d'un 
mois. 

\ \ \  1 1 1 .  ta 
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M.  Picard  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  quelques  problèmes  relatifs  à  l'équation  \u  -  k*u\ 

Dans  une  Noie  récente  (')  Sur  l'équilibre  calorifique  ci 'une, 
surface  fermée  rayonnant  au  dehors  y  iù  traité  la  question  gé- 
nérale de  l'équilibre  calorifique  d'une  surface  fermée  avec  rayon- 
nement au  dehors.  Me  plaçant  ici  à  un  point  de  vue  purement 
analytique,  je  traiterai  deux  problèmes  très  particuliers  se  rap- 
portant au  même  ordre  d'idées  et  relatifs  à  l'équation  au  ==  k2u; 
le  second  concernera  certaines  solutions  doublement  pério- 
diques de  cette  équation. 

1.  Le  premier  problème  est  relatif  au  cas  d'une  plaque  indé- 
finie avec  une  seule  source  de  chaleur  à  l'origine.  L'équation  aux 
dérivées  partielles 

A  m  ==  u         (nous  faisons  À2=  i), 

se  réduit  ici,  par  raison  de  symétrie,  à  l'équation  différentielle 
ordinaire 

d-  u        i   du 

(l)  ~ï r-         -; U  =  O, 

{i>  dr*         r  dr 

u  ne  dépendant  que  de  la  distance  r  à  l'origine.  D'après  le  pro- 
blème physique,  il  s'agit  d'avoir  l'intégrale  u  de  cette  équation 
s'annulant  à  l'infini,  et  devenant  infinie  à  l'origine,  de  telle  sorte 
que  l'intégrale 


/ 


du     . 

-y—    dS, 

dr 


prise  le  long  d'une  circonférence  de  rayon  infiniment  petit  autour 
de  l'origine  (intégrale  correspondant  au  flux)  ait  une  valeur 
donnée. 

L'intégrale  de  l'équation  (1),  s'annulant  pour  /•  =09,  est  déter- 
minée à  un  facteur  près.  La  méthode  classique  de  Laplace  pour 
l'intégration  des  équations  linéaires  dont  les  coefficients  sont  du 
premier  degré,  par  rapport  a  la  variable,  la  donne  bien  aisément. 

(')  Comptes  rendus  (5  juin   1900). 
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Posons 

a       I     «■<  z  \e  '  d 

'   x 

les  constantes  a  el  â,  ci  la  fonction  p(<s)  étanl  i  déterminer.  En 
substituani  dans  l'équation  différentielle,  on  voil  que  l'on  aura 
une  solul ion,  si 

el  m  de  plus 

en  mi  cm  la  ni  par  (/)£  la  différence  des  valeurs  dey  pour  z  =  [iJ  et 
s  .tas  a.  On  pourra  donc  prendre 

i 

et  ensuite  on  prendra,  comme  champ  d'intégration,  un  lacet  cn- 
lonranl  le  point  —  i,  et  venant  de  l'infini  négatif  et  y  retournanl 
dans  la  direction  de  l'axe  réel  (a=  p  = —  ce).  On  est  ainsi  con- 
duit à.  la  solution 

r~x    <>-->  <lz 

Celte  solution  de  L'équation  (i),  définie  pour  r  positif,  s'annule 
évidemment  pour  r  == -j- oo.  Il  est  indispensable  pour  nous  de  re- 
chercher ce  qu'elle  devient  pour  /=o.  La  forme  de  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (i)  est 

A  G0(/\)  logr-     Gi(r), 

les  (  i  étanl  des  fonctions  entières  de  r;  G0(r)  esl  une  fonction 
p. me  de  /•  el  G0  (o)  =  i.  11  faut  avoir  la  valeur  de  la  constante  \ 
correspondant  à  u.  Or  si 

a       AG0(r)logr-hG,(r), 
on  \ oil  de  ->n ite  <|u<' 


A  -  I 


un     /• 

dr  /,   0 
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Cherchons  donc  la  limite  de  r ->—  pour  r=  <>.  Or 


/'     '  ze-'dz 

L.  7^ 


r///         /'     '  zezrdz 


et,  en  posant  sr  =  /,  il  vienl 

du        r~'     te1  dt 


r 


dr        I  .  ,r= 


le  radical  \/t'2 — r-  étant  pris  avec  le  signe  plus.  Pour  avoir  en 
toute  rigueur  la  limite  du  second  membre  pour  /•  =  o,  il  serait  un 
peu  rapide  de  faire  de  suite  /•  =  o,  quoiqu'on  trouve  ainsi  immé- 
diatement —  i . 

Pour  le  voir  avec  plus  de  précision,  prenons  un  nombre  po- 
sitif fixe  o  supérieur  à  r,  aussi  voisin,  d'ailleurs,  que  l'on  voudra 
de  zéro  si  r  est  lui-même  suffisamment  petit,  et  partageons  l'in- 
tégrale en  deux  parties 

,_P     te'dt 


r~<     te1  dt  r    '  Jje*_dt 


Pour  la  première  partie,  on  peut  faire  de  suite  r  =  o,  et  l'on 

trouve  ainsi 

—  e-p; 

pour  la  seconde,  elle  peut  s'écrire 

e't  à  , =  —  e'i  \  s--/-, 

/,  étant  compris  entre  — p  et  — r.  Il  résulte  bien  de  là  que,  à 
partir  d'une  valeur  suffisamment  petite  de  /',  l'intégrale  proposée 
diffère  de  —  ï  d'aussi  peu  que  l'on  veut;  nous  avons  donc 

A  =  —  ï. 

Pour  l'intégrale  trouvée,  le  flux  est  donc  égal  à  —  ait. 
Je  ferai  encore  une  remarque  sur  la  façon  dont  u  tend  vers  zéro 
pour/-  =  x.  en  montrant  que  \e  produit 

il  //•  c' 
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tend  vers  une  limite  finie  el   différente  de  zéro  pour  r       /.    En 

pOSanl 

S  l     !     z\ 

I  Ml    B 

/    /-' 


"     '  ; 


) 

et,  en  désignant  par  o  une  quantité  positive,  nous  écrirons 


u\/re>      /r   /  '  ==-+•  \fr   I 


"       0ii  dz 


p  •*(*— a) 


La  première   partie,   on  le  voit   de  suite,  tend  vers  eéro  pour 

/•  =  -}-oo;   il  s'agit  d'avoir  I;»  limite   de  la  deuxième   partie.   En 


changeant  r-  en  — z  nous  1  écrirons 


\  r    /  OU       v—    /       c-~>-  z     -  (  i     -  -  dz. 

ï 

On  peut  développer  (  ï  4-  -  ]       suivant  la  formule  de  Tavlor; 
le  premier  terme  seul  est  intéressant  pour  nous;  il  se  réduit  à 


~i=     I      e~zr  z    2  dz, 


ce  qui,  en  posant  zi—y,  devient 

i       r?r  _J 

Donc,  pour  r  =  -|—  oo,  la  limite  cherchée  sera 

^sous  avons  donc  la  formule  cherchée 

Mm  (m  \/7-  cr)  =  i/-« 

2.    Proposons-nous  maintenant  relativement  à  l'équation 

d*u  _ 
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mi  second  problème,  qui,  au  point  de  vue  physique,  se  rattache- 
rait à  l'équilibre  calorifique  de  La  surface  d'un  tore,  et  qui,  au 
point  de  vue  analytique,  a  une  lointaine  analogie  avec:  la  théorie 
des  fonctions  doublement  périodiques. 

Il  s'agit  de  trouver  V intégrale  de  celte  équation,,  ayant 
une  période  a  par  rapport  à  x  et  une  période  h  par  rap- 
port à  y,  et  continue  sauf  au  point  (a,  [j)  et  à  ses  homologues 
(OL-\-ma,  -j  +  /*/>),  où  elle  devient  infinie  comme  le  devenait 
tout  à  i ^ heure  V intégrale  u  à  V origine. 

11  est  clair  d'abord  que  la  solution  est  unique,  car  s'il  y  avait 
deux  solutions,  leur  différence  serait  une  solution  de  l'équation 

qui  serait  doublement  périodique  et  continue  dans  tout  le  plan, 
ce  qui  est  impossible,  car  une  solution  continue  de  l'équation  pré- 
cédente ne  peut  avoir  ni  maximum  positif  ni  minimum  négatif. 

Pour  avoir  maintenant  la  solution  cherchée,  il  n'y  a  qu'à  se 
reporter  au  problème  traité  ci-dessus  et  à  faire  la  somme  des  solu- 
tions correspondant  à  tous  les  homologues  du  point  (a,  [3).  For- 
mons la  fonction 


:-t-oo     «=+oo 


6(5,^,7)  =    ^      ^ 


e:  A*-— a— /miiî-Hv-S— "i>)'2 


7n  =:  —  oo    n  = —  oo 


Elle  est  parfaitement  définie  pour  z  négatif,  puisque 

zV- [(x  —  ma  y-  -f-  ( y  —  nb  )°-  ]  -7 

pour  |  m  |  et  |  /?  |  suffisamment  grands. 
Formons  alors  l'expression 


Q(z,  x,  v)  dz 


■L 


S* 


Ce  sera  l'intégrale  de  l'équation  proposée,  doublement  pério- 
dique, et  continue  sauf  aux  points  (a  +  ma,  ("S  -f-  nb),  où  elle 
devient  infinie  comme  le  devenait  à  l'origine  l'intégrale  du  para- 
graphe précédent. 


—  \\)\  — 
Qn  passe  évidemment  de  suite  de  I  équation  A//      //  à  l  équa- 

I  loi) 

lu       I,'  ii         i  /  '       o). 

Vous  avons  ainsi  un  type  de  solutions  doublement  pério- 
diques de  cette  équation,  </ui  cesse  entièrement  d'exister  dans 
le  cas  particulier  correspondant  à  /.'-'      «». 

M.  Paimlevé  adresse  ta  Note  suivante  : 

De  la   détermination    unique  des  intégrales  d'un   système   d'équations 
différentielles  ordinaires  par  les  conditions  initiales  de  Cauchy. 

Dans  son  savant  Truite  sur  les  équations  différentielles }  dont 
les  tomes  II  et  III  ont  paru  récemment  (*),   M.  Forsytb  a  discuté 

longuement  la  question  de  savoir  si  les  conditions  initiales  de 
Cauchy  définissent  une  solution  unique  d'un  système  différentiel. 

II  a  formule  (2),  au  sujet  des  deux  solutions  distinctes  que  nous 
avons  données,  M.  Picard  et  moi,  de  la  question,  des  critiques 
qui  ne  me  semblent  pas  fondées. 

Je  voudrais  montrer  ici  que  le  procédé  qui  m'a  permis  d'établir 
que  la  solution  de  Cauchy  est  unique  ne  prèle  à  aucune  ob- 
jection. 

Il  convient,  avant  tout,  de  bien  préciser  la  question.  Soit 

7 

(S)  -£+  =fi(x,yx,  ...,yn)        d=  1,2,  .  ..,/i), 

un  système  de  rt  équations  différentielles  dont  les  seconds  membres 
sont  des  fonctions  analytiques  des  variables  complexes  x,yïy  ..  ., 
y„,  holomorphcs  pour  x  =  a,yK  =  b\%  . . .,  yn  =  bni  par  exemple 
holomorphes  dans  le  domaine 

\x  —  a|<R,        \yx-0{\<\\,         ....        \yn-bn\<R. 

D'après  le  théorème  de  (  îauchy,  il  existe  une  solution  jk,  (x),  .. ., 
yn(x)  de  (S),  holomorphe  pour  x  =  a,  et  qui  répond  aux  condi- 
tions initiales 

?i(<*)'**bi yn(a)  =  bn. 


(')  Forsyth,   Theory  0/  differential  équations,  1    II  ei  [II;  Cambridge,  1900. 
toc.  cit.,  1.  IL  p.  ii-'i:  ei  p    - 
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Toute  solution,  holomorphc  pour  x  =.  a,  qui  répond  aux  mêmes 
conditions  initiales,  coïncide  évidemment  avec  la  solution  de 
Cauclij. 

Mais  ne  saurait-il  exister  d'autres  solutions  analytiques 
y{  (x),  . ..,  yn(x)  de  (S),  holomorphes  dans  un  certain  domaine 
A  attenant  au  point  a,   mais  non  au  point  a,  et  telles  que,  x 

tendant  vers  a  à  l'intérieur  de  A,   les  fonctions  yKl  . ..,  yn 
tendent  respectivement  vers  bt,  . . .,  b/t? 

Aucune  hypothèse  n'est  faite  d'ailleurs  sur  le  domaine  A;  A 
peut  être,  par  exemple,  compris  entre  deux  spirales  qui  admettent 
le  point  a  comme  point  asymptote  et  dont  l'arc  croît  indéfiniment 

quand  le  point  de  la  courbe  tend  vers  a. 
On  peut  encore  poser  la  question  ainsi  : 

Existe-t-il  un  chemin  l  aboutissant  au  point  a,  tel  qu'une 
solution  yt  (x),  .  .^yn(x)  de  (S)  soit  holomorphe  sur  /,  sauf 
au  point  a,  et  que  y{  (x),  .  . .,  yfl(x)  tendent  respectivement 
vers  6,,  . .  .j  bn  quand  x  tend  vers  a  sur  l? 

Il  est  toujours  loisible  (en  modifiant,  si  besoin  est,  le  chemin  /) 
d'admettre  que  /possède  en  chaque  point  une  tangente  continue. 
Soit  s  l'arc  de  /  compté  à  partir  d'un  point  a?j,  positivement  dans 
le  sens  de  xK  vers  a.  Quand  le  point  x  parcourt  /  dans  le  sens  po- 
sitif, s  croît  constamment  et  tend  vers  une  limite  <j  quand  x 
tend  vers  «,  a-  pouvant  être  égal  à  +00.  Par  exemple,  /  peut  ad- 
mettre le  point  a  comme  point  asymptote,  et  l'arc  compris  entre 
xK  et  a  peut  être  infini. 

Insistons  enfin  sur  le  sens  précis  des  mots  :  x  tend  vers  a  sur  l. 
11  n'y  a  aucun  malentendu  possible  à  ce  sujet,  si  /  est  un  chemin 
de  longueur  finie  aboutissant  au  point  a.  Mais  supposons  7  in- 
fini :  on  dit  que  x  tend  vers  a  sur  /,  si  la  distance  rectiligne  xa 
tenv  constamment  ders  zéro  quand  s  croît  indéfiniment;  autre- 
ment dit,  s  étant  une  quantité  positive  prise  d'avance  aussi  petite 
qu'on  veut,  on  peut  trouver  une  valeur  s'  assez  grande  pour  que 


—  ion  - 

tous\ei  points  x  de  /qui  correspondent  à  s      s1  soienl  intérieurs 

à  un  cercle  <!<•  cenl re  a  él  <!<•  ra j on 

Ces  préliminaires  ;  m  1 1 1 1 1  -. ,  on  établit  l<i  théorème  suivant  : 

Théorème.        Il  ftexiste  pas  de  solution  j  't(x) Vir  i 

de  (  S  I,  holomorplie  sur  un  chemin  I  \  <i hmi I issa n  I  ClU  point   <i\ 

sauf a\i  point  a,  ei  telle  que  yî(x)i  ...,  j'„  (•'-')   tendent  vers 
/>, .  .  . . ,  />„  quand  x  tend  vers  a  sur  I  (  '  ). 

La  démonstration  que  j'ai  proposée  (  -  >  s'appuie  sur  un  Lemme, 
aujourd'hui  classique,  conséquence  presque  immédiate  du  théo- 
rème fondamental  <!<•  (  laucln . 

Lemme.  —  Soit  x0i  jr",  . .  . ,  yl  des  valeurs  voisines  respec- 
tivement de  a,  64,  .  •  .,  I>„,  et  soit 

(n  yt  =  ç/O,  .'0,  j?,  •  •  .,r«),       (1  =  1,2,...,*); 

/«  solution  de  Caucliy  définie  pur  les  conditions  initia  les 

yt(*o)  =r?,       (*=  ii  2,  . ..,/i); 


(')  C'est  pour  avoir  interprété  dans  un  toul  autre  sens  les  mots  :  «  a:  tend  vers  a 
sur  l  »  que  M.  Puchs  (Berl.  Sitzungsberichte,  1886,  p.  279)  et  M.  Forsyth  après 
lui  (/oc.  c/7.,  tome  II,  p.  So-83)  ont  cru  devoir  nier  l'exactitude  du  théorème 
précédent.  Considérons  l'exemple  le  plus  simple  de  M.  Fuchs,  à  savoir  l'équation 

dy  r- 

(e)  -j-  =—■£- 

dx  x 

dont  l'intégrale  générale  est  y  =  -. ; (h  const.  arbitraire). 

Il  H-  loy./.' 

La  solution  de  Cauchy,   définie  par  la  condition  y(i)  =  o,  n'est  autre   ici   que 

y       o.  D'autre  part,  faisons  crottre  x  de  '   à  1  par  valeurs  réelles,   en  lui  faisant 

de    plus    parcourir    (dans   le  sens    positif)    le    cercle    de    centre    x  =  o     et    de 

rayon   1 —  -  chaque  fois  que  x  atteint  une  valeur  1 >    (n  entier  >2);    étu- 

dions  les  variations  de  la  fonction  y  =  -, : quand  x   décrit    le    chemin   L 

Il  ■+■  U)i;x 

ainsi  déGni.  Il  esl  clair  que  pour  les  valeursde  x  voisines  de  1.  \y{Jo)\  est  très 

l"  lit    par  exemple,  Imi y  (  1      -J  =  o  pour  n  =  00  ;   mais  x  ne  tend  pas  vers  x 

sur  le  chemin  L;  le  chemin  L,  tantôt  se  rapproche  du  point  x  =  r,  tantôt   s'en 
ni-'  distance  plus  grande  que  l'unité,  un  nombre  indéfini  de  fois. 
1  •  <   mes  /   çons  de  Stockholm,  p.   ro-20  el  p.  ^0 '1-  î< »'• . 
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les  fonctions  9*(#,  .r0,^!|,  .  ■  •,.>'")  sû#*  ^'s'  fonctions  analy- 
tiques des  (/i  +  2)  variables  #,  #8,  7",  .  .  . ,,)'),,  fondions  kolo- 
morphes  pour 

Autrement  dit,  les  oi  sont  holomorphes  dans  le  domaine 

I  -T  —  a  l<  P,     I  -ro  —  «  I  <  ?,     I  7<>  —  bx  |<  p,  . . .,  1  70—  &«  I  <  pi 
o«  p  désigne  une  certaine  quantité  positive. 

Quand  on  donne  à  .r0,  a:,  yu  .  .  .  y  yn  des  valeurs  voisines  res- 
pectivement de  a,  &,  />,,  .  .  . ,  b,n  les  équations  (1)  en  y, ,  ....  rJJ 
admettant  une  solution  (et  une  seule)  pour  laquelle  j*",  .  .  . ,  JK,0, 
sont  voisins  de  6,,   .  .  .,  bu,  à  savoir  la  solution 

(2)  7?  =  ?/Oo,  ^,  Ji-  ••■»7«)>         (t  =  i,  2,  ..., /i). 
Ce  lemme  admis,  j'effectue  le  changement  de  variables 

(3)  y;=yi(x,  a,  ih,  ...,  u„),         (£  =  1,  a,  ,. .,, »), 
d'où  l'on  tire 

(4)  k/=  <p/(a,  a?,72,  .-.,7»)        («  =  *>  2, .,  .,,rç). 

Pour  #,  7,,  ...,  j'„  voisins  de  <7,  &)?  ...,  &„,  les  quantités 
u{ ,  .  .  . ,  M/*  sont  voisines  de  è4 ,  .  . . ,  bn  ;  à  la  solution  de  Cauchy 
de  (S)  définie  par  les  conditions  initiales  œ0,  y°t,  .  .  . ,  />^" ,  corres- 
pond pour  les  Ui9  le  système  de  fonctions  «;(#)  =7".  Le  sys- 
tème (S)  se  transforme  donc,  d'après  (3),  (4),  dans  le  système  (') 

(S')  7ii^°      (*  =  W---H  *)■ 

S'il  existe  une  solution  yK  (a?),  .  .  .  .  yn(x)  de  (S)  liolomorphc 
sur  un  chemin  l  (aboutissant  au  point  a)  mais  non  au  point  or,  et 
telle  que  yt,   ...,  yn   tendent  vers   £,,    .  .  .,    bn   quand  x   tend 


(')  En  efl'et,  la  solution  de  Cauchy,  définie  pour  (S')  par  les  conditions  ini- 
tiales M,(a?0)  =  mJ,  . . .,  wB(a?0)  =  Uni  doit  se  réduire  à  it{  u\1...iun  un, 
(quels  que  soient  x^,  aj,  ...,  u%,  voisins  de  a,  bn  ...,  bn).  Cela  n'est  possible 
que  si  les  coefficients  différentiels  de  (S')  sont  identiquement  nuls. 


\i'h  a  sur  /.  il  existera  une  solution  Ui(x) Un{x)  de  (S  ) 

<|ui  satisfera  aux  mêmes  conditions.  Or  cette  solution,  composée 
de  fonctions  qui,  d'après  (S  ),  sonl  constantes  sur  /.  se  confondra 

nécessairement  avec  la  solution  de  Cauchy  W|       //, un      bUf 

ce  <|in  esl  conl re  l'h  \  p<>i nèse . 

Km  ii ii  moi ,  lu  transformation  |  3)  ramène  le  cas  d'un  systèmes  S 
quelconque  au  cas  d*un  système  (S'),  pour  lequel  !<•  théorème  en 
quesl ion  est  intuil if.  c.  '.>.   f.   d. 

Remarque*     -  Nous  avons  supposé  que  la.  solution  y\  (a?),  .... 
_}■„{. r),    non    bolomorphe  pour  x=al    était   analytique   sur  un 

chemin  l  aboutissant  au  poinl  a.  Bornans-nous,  pour  un  instant, 
à  considérer  les  valeurs  réelle&ûe  la  variable;  faisons  tendrez 

(par  valeurs  réelles  eroissanles,  par  exemple)  vers  la  valeur  réelle 
a,  cl  soit  yK (x),  . . .,  y„(x)  un  système  de  fonctions,  analy- 
tiques ou  non ,  qui  vérifient  le  système  (S)  el  telles  que y\(x),  .  .  . , 
yn(x)  tendront  vers  /;,,  .  .  .,  bn  quand  x  tend  vers  a.  De  la  dé- 
monstration qui  précède  il  résulte  que  la  solution  yh(x),  ..., 
ylt{x)  se  confond  avec  la  solution  de  Cauchy '(')• 

Plus  généralement,   soit   /  un   chemin   continu    aboutissant  au 

point  «,  chemin  dont  l'arc  s  existe  mais  peut  croître  indéfini- 
ment quand  x  tend  vers  a.  Supposons  qu'il  existe  un  système  de 
fonctions  y{  (x)  =  Y,  (s),  .  .  .  .yu(x)  =  Yn(s) ,  analytiques  on 
non,   mais  bien    définies    sur   le   chemin  /   (-),    telles  que,  d'une 


(')  Il  e<i  loisible,  en  augmentant  le  nombre  des  fonctions,  de  supposer  (S) 
réel.  La  remarque  précédente  résulte  alors  aussi  bien  de  la  méthode  de  Cauchy- 
Lipschitz,  ou  de  la  méthode  d'approximations  successives  de  M.  Picard. 

( 2 )  On  peut  même  supposer  que  /  est  un  chemin  continu  sans  tangente.  Soit 
yL{x)  une  fonction  bien   déterminée  eu  tout  point  x  de  /,  telle  que  le   rapport 

1*1/'  A/*1       -   \'   (  7*  \ 

— '— '■ — —  (où  x  et  x  ■+■  Ax  sont  deux  points  de  /)  tende  vers  une  li- 

A./' 

mite  v]  {x)  quand  àkX  tend  vers  zéro;  si   le  système  y{(x),  ...,  y„(x)    vérifie 
en  tout  point  de  I  les  égalités 

y\    ./',' ■'••.'',•  ■  ••>.>„       ( *  =  1 1  ■■•■■ ...,«), 

<"t  si.  de  plus,    >               ...)-,.(./     tendent  vers  6„  ...,  bn  quand  x  tend  vers  a 
sur  /,  le  système  yx (a?) 1  onfond  avec  la  solution  de  Cauchy. 
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part,  jrti  .  .  .,  yn  tendent  vers  6,,  .  .  .,  b„  quand  x  tend  vers  a 
sur  /,  el  que,  d'autre  part,  les  égalités 

soient  vérifiées  en  tout  point  de  /.  La  démonstration  précédente 
établit  que  le  système  de  fonctions  yK  (•£*),  .  .  • ,  yn(z)  se  confond 
avec  la  solution  de  Cauchy. 

M.  Ripert  adresse  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  triangles  trihomologiques  inscrits  ou  circonscrits 

à  une  conique. 

1.  On  peut  inscrire  et  circonscrire  à  toute  conique  une 
double  infinité  (P,  Q)  de  triangles  trihomologiques  à  tout  tri- 
angle inscrit  ou  circonscrit  donné  A  et  trihomologiques  entre 
eux.  Les  neuf  centres  d'homologie  sont  en  ligne  droite  et  les 
neuf  axes  passent  par  un  point  fixe,  si  les  triangles  A,  P,  Q 
sont  tous  les  trois  soit  inscrits  soit  circonscrits.  Si  A  est  inscrit 
et  P,  Q  circonscrits,  on  vice  versa,  les  centres  du  couple  (P,  Q) 
restent  en  ligne  droite  et  ses  axes  concourants  ;  les  six  centres 
des  couples  (A,  P)  et  (A,  Q)  sont  sur  une  conique  et  les  six  axes 
correspondants  touchent  une  autre  conique. 

2.  Les  coordonnées  étant  barycentriques,  et  étant  posé 

i.  k,  l  =  i,  a,  3:  2,  3,  î;  3,  i,  i, 

soit  le  triangle  A;  inscrit  dans  la  conique  r  (  V  —  =  b);  soit  (') 

K  =  ^  a/Kt  =  o 


(')  Je  représente  un  point  par  son  équation  tangenlielle  : 
K(a,,a2,  a3)         et         K  —  }    a .  ui  —  o 
sont  équivalent?.  On  est  prié  de  faire  la  figure. 
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le  centre  d'homologie  <!<■  \t  el  du  triangle  circonscrîl  <>,  don|  les 
sommets  -,((111  les  pôles  des  côtés  \/,  V./j  el  s.oii 


l'axe  d'homologie  déterminé  par  les  points 

•V     v/,  ///,  —  «/  "/  =  <> 

d'intersection  «les  tangentes  aux  points  A,  avec  l<>  côtés  A/,  \/. 
Prenons  sur  r  un  point,  arbitraire  (  P|  =  y, (3/ n/ as  o ) ;  soient  O,- 
les  intersections  de  I   avec  les  droites  I * t  A f . 

i"  Les  (/roi/es  A/QA  concourait ,  sur  V,  au  point  P2,  et  les 
droites  À|*Q/  aà  point  P3  ; 

2°  />c\v  triangles  \n  P/,  Q/  so/?/  deux  à  deux  trihomolo- 
giques. 

En  effet,  soit  (  %  à/{//==  o)  V inverse  par  rapport  à  K  du  point 
P,  de  T,  c'est-à-dire  le  point 


P'i  =ljR:M*=0i 


a  cause  de 


2^ 


on  a 

2*, 


en  d'autres  termes,  V\  est  à  l'iniini. 


L'équation  de  Y  est  toujours  satisfaite,  avec  celte  condition,  par 
les  six  points 

At  A,  A  j  A/  A/  A/t. 

Les  droites  (A/P/,  \/,  1'/,  \/P/,-)  concourent  aux  points/?/  et  les 
triples  de  droite-  V(/\  •  !  ^iQa)3  (A/Qj)  concourent  respecti- 
\  «in  ii  M  aux  points  y,-  • 


x3 

-s 

37* 

X\ 

—  Xi=  o, 

ÈS/-S 

c   —    — 

—  — 

5=5   0 

«/ 

&k 

«/ 

—    i!KS  — 

Enfin  les  triples  (l\Q<),  ('P/Q*)>  (P/QO  concourent  respecti- 
vement aux  points  A/. 

Les  équations  des  axes  d'homologie  7C/,  y/,   8j  correspondants 

sont 

X,       ,    X,  X, 

-/  =  —  Xi  H #/H x/  =  o, 

«/  a/.  a/ 

X,  X2 

Les  neuf  centres  sont  sur  A;  les  neuf  axes  passent  par  k  ; 
d'ailleurs,  chaque  axe  est  la  polaire  du  centre  correspondant. 
Si  le  point  P<  est  pris  en 

A',-  =  1 0L]( U]c -h  2  a/  ui  —  a,- m  =  o 

sur  une  droite  §/,  deux  points  P  et  Q  s'y  confondent;  les  triangles 
Ai  et  A;  deviennent  tétraliomolo giques ,  les  quatre  centres  étant 
K  et  les  points  A-  (aa/;// — ûca#a — diUftxc. o) ;  les  axes  sont  A  et 
les  droites 


<\f             ûfy 

_  £7;   _ 

.r/ 

Sf  =  a 

=  o. 

«i 

«A 

a/ 

3.  Considérons  maintenant  le  triangle  «/(n°î2),  circonscrit  à  T, 
Ai  étant  le  triangle  des  points  de  contact.  Ces  deux  triangles 
sont,  comme  on  sait,  tétrahomolo giques  (centres  K  et  ai). 

Les  triangles  ai  et  P/,  a\  et  Q/  sont  trihomologiques,  car  les 
droites  («/P/,  a*P/,  <Z/P*)  concourent  en 

m/=a,[xA.x/()^x/+x^4-)j(xa/-À/)]"/4-^()^.x/-xiÀ/-x?x;)«A. 

-4-a/(X/X/,-X/3X/—  lfll)ui  =  o, 

et  les  triples  (a/Qj),  (<?<Q/f),  (aiQi)  concourent  respectivement 
aux  points  /?/ 

^=a/[x^x/(X,x/+xj^hX;(Xy,x/-x;)]^-^(x;jx^-x;x^X7X^.)^ 

+  a/(XjX/-XiXi--l?X?)M/i=Q. 

Les  points  mi  et  iu  sont  sur  une  conique,  comme  on  le 
reconnaît    en    calculant    une    Pascale    (voir  au    n"  5).   Les   axes 
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d'homologie    correspondants    onl    pour    équations,    en    posanl 

.111 
L<       5      :    5    —  ,  ' 

A/.  A/  /, 

!  L/  1./,  I-,  L,  L, 

Ces  six  axes  touchent  une  conique}  on  le  reconnaît  en  cal- 
culanl  un  poinl  de  Brianchon. 

En  tenanl  compte  du  principe  de  dualité,  le  théorème  (n°  1) 
es!  entièremenl  démontré. 

i.  Les  triples  |  \ //>/),  (  \i/h),  (À//?/)  concourent  aux  points  P/; 
les  droites  (  V/gr/,  \ /,'//.  \/'//, )  concourenl  ans  points  Q<  ;  les  droites 
|  \./A/,  A/,  A/,  \/A/,  )  concourenl  aux  points  \/.  Donc,  les  triangles 
dégénérés  />/,  qit  A/  sont  les  complémentaires  du  type  Bro~ 
cardien  des  triangles  P/,  Q/,  A,  au  sens  indiqué  par  M.  Jahhke 
(Ueberdreifach  perspektivische  Dreiecke;  Berlin,  1900). 

Les  triples  (àïWj))  (fl/Bl*),  (cr/ift/)  concourent  respectivement 
aux  poinls  P,-;  les  droites  (a/il/,  aft/1/,  a//!*)  concourent  en  Q/, 
Les  triangles  (véritables)  />?;  et  /*;  sont  donc  les  complémentaires 
du  type  Brocardien  des  triangles  l\  et  Q/,  par  rapport  au  triangle  a/. 

§.  Les  propriétés  du  n°  3  se  démontrent  plus  aisément  en  pre- 
nant le  triangle  (t i  pour  triangle  de  référence.  Soient,  par  rapport 

à  ce  triangle,   ^S  —  =  o  et  %  y,.z,-=  o  les  équations  correspon- 
dantes de  K.  et  de  A.  La  conique  T  a  pour  équation 


xi  —  o. 


Elle  passe  toujours,  avec  la  condition  [x,  -j-  jjl2  -+-  pt3  —  o,  le 
point  V  y.lXi=0  n'étant  autre,  par  rapport  au  triangle  a/,  que 
le  point   I',  '  11  "  w2  »,  par  les  six  points 

La  vérification  des  propriétés  du  n°  i5  est  alors  presque  immé- 
diate. 

Il  esl  aisé  de  développer  les  bases  qui  précèdent.  On  peut  dé- 
montrer; par  exemple,  que  les  triangles  ///,  et  «/,  trihomologiques 
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à  (/,,  le  sont  aussi  à  A,,  que  les  six  centres  M,  el  N,-  des  couples 
(A,  m)  et  (A,  //)  forment  deux  triangles  Lrihomologiques  à  a  et  A, 
les  nouveaux  centres  (m),  n',)  formant  deux  triangles  également 
trihomologiques  à  a  et  à  A,  etc.,  et  reconnaître  qu'à  chaque  triangle 
correspond  un  triangle  complémentaire  du  type  Brocardien. 

M.  Bohel  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  le  prolongement  analytique  de  la  série  de  Taylor. 

J'ai  indiqué,  dans  mon  Mémoire  sur  les  séries  divergentes 
(Annales  de  l'École  Normale,  1899,  p.  6*5)  comment  la  connais- 
sance d'un  développement  en  série  de convergent  dans  une 

région  A,  plus  grande  que  le  cercle  de  rayon  un,  permet  d'obtenir 
un  développement  analogue  pour  une  fonction  quelconque.  Je 
voudrais  signaler  ici   une  formule  particulièrement  simple,    que 

l'on  obtient  en  prenant  pour -  l'un   des  développements   que 

fournit  la  série  de  Taylor.  On  a 

1  1  1         1  1 

=  ; =    -   H ;(l+^)  +  ...H —     |+5)»+ 

I  —  z  -i  (l  -h  Z  )  ■>.  a?  '2n+l 

Le  (n  +  i^eme  terme  de  cette  série  s'écrit,  en  désignant  par  CJJ 
les  coefficients  binomiaux, 

(1  +  C\z  -+- .G*  *  -+- ./.  .h-  CÎJP-+. . ..  C**«). 


2/i-t-i 
Dès  lors,  soit 

f{z)  =   «0+^1 -S  H-  «2-2-+-  ..•+  ^/i^rt-i-  •  •  • 

une  série  de  Taylor,  dont  le  rayon  de  convergence  n'est  ni  nul  ni 
infini.  En  posant 

p»(*)  =  rrr^  («o-f-C,1,.  «i~  +  . .. -t- G  Ja^aP -+-...-*-  G*  a**») 


le  développement 


/(;)=2P"(C) 


est  convergent  dans  une  région  aisée  à  déterminer,  et  qui  dépasse 
Je  cercle  de  convergence  en  tout  point  non  singulier. 
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ÊMOIRES  ET  COMMUNICATIONS, 


MÉMOIRE    SUR     LES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES 
DONT  L'INTÉGRALE  GÉNÉRALE  EST  UNIFORME; 

Par   M.  P.    Pum  i  m  . 

1.  La  détermination  des  transcendantes  uniformes  définies  par 
les  équations  différentielles  algébriques  esl  un  problème  qui  se 
trouve  posé  en  fail  depuis  les  travaux  d'Abel  h  de  Jacobi  sur 
réquai  ion 

({£)'    (■•  /»)("    '■\r-h 

C'est  L'étude  de  cette  équation  qui  ;i  engendré  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  et  (par  extension)  ecllc  des  fonctions  uni- 
formes. Celte  dernière  théorie  une  fois  fondée,  il  s'agissait  moins 
de  construire  artificiellement  des  transcendantes  nouvelles  que  de 
découvrir,  dans  l'immense  famille  des  transcendantes  uniformes, 
celles  (|ui  peuvent  sen  îr  à  intégrer  les  équations  différentielles.  La 
fonction  exponentielle,  les  fonctions  elliptiques  étaient  les  pre- 
miers types  de  telles  fonctions  :  on  ne  tarda  pas  à  en  découvrir 
d'autres,  à  savoir  :  les  fonctions  abéliennes,  puis  les  intégrales 
uniformes  des  équations  différentielles  linéaires;  enfin,  les  fonc- 
tions fuchsiennes  ou  autoinorphcs,  liyperfuclisien  nés,  etc. 

Mais  l'étude  de  ces  nouvelles  transcendantes,  si  importante 
qu'elle  lût,  ne  permettait  en  aucune  manière  d'épuiser  le  pro- 
blème qui  se  posait  dès  lors  naturellement  : 

Déterminer  toutes  les  équations  différentielles  algébriques 
<lu  premier  ordre,  puis  du  second  ordre,  puis  du  troisième 
ordre,  etc.,  dont  l'intégrale  générale  est  uniforme. 

Ce  problème,  abordé  dès  1 856,  dans  des  cas  particuliers,  par 
Briol  «  t  Bouquet,  Méray,  Weierstrass,  a  Suscité,  dans  le  cours  de 
ces  vingl  dernières  années,  les  efforts  de  nombreux  géomètres, 
parmi  lesquels  il  su f fil  de  citer  MM.  Fuchs,  Poincaré,  Picard, 
Mittag-Leffler,  Fransen,  Wallenberg,  Fors}  th.  Pour  les  équations 
du  premier  ordre,  la  question  peul  être  regardée  comme  élu- 
\\\ui.  i.; 
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cidée  (');  mais  dès  qu'on  passe  du  premier  ordre  au  second,  des 
difficultés  d'une  nature  toute  nouvelle  interviennent,  sur  lesquelles 
je  crois  utile  d'insister. 

2.    Considérons  une  équation  du  second  ordre 

PO,  y,  y') 


y 


Q(x>y,y') 


où  P  et  Q  sont  des  polynômes  en  x,  y,  y';  et  soient  x0,  y0,  y'0  des 
valeurs  qui  n'annulent  pas  à  Ja  fois  P  et  Q.  On  sait  étudier,  dans 
le  voisinage  de  x0,  l'intégrale  j'  (x)  définie  parles  conditions  ini- 
tiales y  (Xo)^yoi y' (#o)  =yo-  Quand  x0,  y0,  y'0  annulent  à  la 
fois  P  et  Q,  le  point  .r0,  est,  en  général,  une  singularité  transcen- 
dante des  intégrales  y(x)  définies  par  ces  conditions  initiales, 
et  c'est  seulement  dans  des  cas  particuliers  que  les  méthodes  de 
M.  Poincaré  (en  dépit  de  perfectionnements  récents)  permettent 
d'étudier  ces  intégrales;  on  conçoit  cependant  qu'il  soit  possible 
d'étendre  ces  méthodes  à  des  cas  de  plus  en  plus  généraux.  Mais 
quand  on  poursuit  l'étude  d'une  intégrale  y  (x)  le  long  d'un 
chemin  quelconque  du  plan  des  x,  il  arrive  qu'on  rencontre  des 
points  singuliers  x  =  a  d'une  nature  toute  différente  :  à  savoir 
des  points  x  =  a  tels  que  y  ou  y'  ne  tende  vers  aucune  limite 
(finie  ou  non)  quand  x  tend  vers  a. 
Considérons,  par  exemple,  l'équation 


y 

dont  l'intégrale  générale  est 

y  ==  (  A  a?  -(-  B)',         (  A,  B  constantes  arbitraires). 

Quand  x  tend  vers  le  point  d'affixe  —  —  sur  une  direction  quel- 
conque (2),y(x)  est  indéterminé.  Une  infinité  de  valeurs  de  y 
se  permutent,  d'ailleurs,  autour  de  ce  point  qui  esta  la  fois  point 
essentiel  et  point  critique  de  y(x). 


(')  Les  transcendantes  uniformes  introduites  par  les  équations  du  premier 
ordre  sont,  d'ailleurs,  réductibles  aux  transcendantes  classiques,  comme  M.  Poin- 
caré l'a  montré  le  premier. 

(2)  Il  est  facile  de  former  des  exemples  oùy(x)  est  indéterminé  quand  x  tend 
vers  a  sur  un  chemin  /,  quel  que  soit  le  chemin  adopté  (voir  le  n°  18). 
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(  )n  cou  en  m  immédiatement  la  profondeur  de  la  dilficulté  que  crée 
l'existence  possible  «I»'  telles  singularités,  variables  avec  les  con- 
stantes d'intégral  ion  el  que  rien  ne  mel  en  évidence  sur  I  équation 
différentielle.  Commenl  étudier  l'intégrale  y  I  x  |  dans  le  voisinage 
d'un  de  ces  points  où  la  valeur  de  y  (x)  esl  indéterminée?  Com- 
menl exprimer  notamment  qu  un  tel  point  n  esl  pas  critique,  c  est- 
à-dire  ne  donne  pas  lieu  à  •le--  branchements  de  I  intégrale? Com- 
ment surtout  déci  1er  si  de  telles  singularités  existent  ou  non? 
\  toutes  ces  questions,   les  méthodes  dérivées  de  la  doctrine  de 
Gauchi  semblaient  incapables  de  répondre.  Un  tel  obstacle  pour- 
vail  donc,  à  bon  droit,  être  regardé  comme  insurmontable.  C'eél 
l'opinion  qu'exprimait  M.  Picard  dans  le  dernier  travail  qu'il  ail 
consacré  à  ce  genre  de  problèmes.   \.près  avoir  insisté  sur  l'exis- 
tence   des   singularités   essentielles    mobiles,    l'illustre  géomètre 
aboutissait  à  celte  conclusion  que,  seule,  l'intégral  ion  d'une  équa* 
tion  différentielle  (j'entends  sa  réduction  aux  quadratures  el  aux 
équations  linéaires)  permettait  d'affirmer  l'uniformité  de  son  inté- 
grale. «  Ces  réflexions,  ajoutait-il,  ne  sont  pas,  en  définitive,  très 
encourageantes.    Il  est  peu  probable  que  les    équations  d'ordre 
supérieur,  à  points  critiques  fixes,  puissent  conduire  à  l'étude  de 
transcendantes  nouvelles.  »  {Acta  mathematica,  t.  XVII  ;  1893.) 

3.  C'est  cette  difficulté  dont  je  suis  parvenu  à  triompher  dans 
le  coins  de  ces  deux  dernières  années.  J'ai  pu,  en  particulier, 
résoudre  explicitement  le  problème  suivant  : 

Parmi  les  équations 

(E)  y=K(>,j,/), 

où  II  est  rationnel  en  y',   et  algébrique  en  y,   x,  déterminer 
toutes  celles  dont  V intégrale  générale  est  uniforme  (*). 

Ces  équations  se  laissent  répartir  en  quinze  classes,  parmi  les- 

quelles  trois  classes  dé finissent  des  transcendantes méromorphes 

\sentiellement  nouvelles*   Je  citerai   seulement  les  deux  pre- 


(')  Aucune  autre  hypothèse  que  L'uniformité  n'es!  faite  sur  l'intégrale  v{x)\ 
elle  peut,  a  priori,  présenter  des  singularili  -  essentielles  mobiles  de  nature  quel- 
conq  ue. 
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mières.  Ces  deux  classes  sont  réductibles  |  par  une  transforma- 
tion algébrique y=f( Y,  X),  #  =  b(X,)]  à  un  des  types 

(i)  y  =*?*+?*  +  !, 

(II)  <rw=  ajK3 -f-  (P ^r  -+-  y)jk -4-  S, 

a,  j3,  y,  8  désignant  des  constantes  numériques.  Si  [i  ==  o,  l'équa- 
tion (1)  définit  les  fonctions  elliptiques,  et,  si  a  =  o,  des  poly- 
nômes; d'autre  part,  si  ajii^o,  la  transformation  y  =  XY, 
#  =  jjl X  -|-v  permet  de  donner  à  a  la  valeur  6,  à  jj  la  valeur  t, 
à  y  la  valeur  zéro.  De  même,  dans  l'équation  (II),  il  est  loisible 
de  supposer  a  =  2,  p=i,  y  =  o.  Bornons-nous  donc  à  consi- 
dérer les  équations 

(i)  y  =  6^2H-a?, 

(2)  j"  =  2j34-^/-+-o. 

Z/65  intégrales  de  ces  deux  équations  sont  des  fonctions  mé- 
romorphes  essentiellement  nouvelles. 

Puisqu'elles  sont  méromorphes,  il  est  évident  qu'elles  sont 
représentables  par  le  quotient  de  deux  fonctions  entières;  mais, 
ce  qu'il  importe  de  remarquer,  c'est  qu'on  peut  choisir  ces  fonc- 
tions entières  de  manière  qu'elles  vérifient  une  équation  différen- 
tielle très  simple  du  troisième  ordre. 

Pour  l'équation  (i),  il  suffit  de  poser 

z  =  — iyz  —  xy,         a  =  e^ zdx  ; 

la  fonction  u(x)  est  une  fonction  entière  qui  vérifie  l'équa- 
tion 

(3) [- i  z'3 -h  xz' —  z  =  o,  où  —  —  s, 

x    '  1  II 

et  l'on  a 


Pour  l'équation  (2),  si  l'on  pose 

z  =  r'2  — y!l  —  xy2 —  2  or,         u  =  e^zdx,        v  =  uy, 
les  /onctions  u,  v  sont  des  fonctions  entières  qui  vérifient  le 


:>i  ri  — 
système  du  troisième  ordre 

i        UU         U,%  •+•  V%  as  O,  (tt'f        »■//'.  '        Vk         m'"'        (a3f    i    u')m*, 

el  I  on  ;i 

i 

y  — 

J  il 

I  )e  plus,   soient 

les  fonctions  <i\  — -  c-'- v7' .  //j  '•'  .,/'  son!  deux  fondions  e/i- 
tières  qui  vérifienl  respectivement  une  équation  du  troisième 
ordre  facile  à  former,  el  l'on  a 

h,       //, 

a       u,ii.,,         v  z=   u  .,  ii\  —  u. .  ii ,.         y  =  — =  —  —  • 

Les  fonctions  entières  //.  ¥  définies  par  les  équations  (3)  où  (  \) 
muii  des  transcendantes  entière*  essentiellement  nouvelles. 

\.  Les  équations  (i)  et  (2)  doivent  être  regardées  comme  inté- 
grées au  sens  moderne  du  mot,  exactement  comme  l'équation 

7'2  =  0-r2)0-*\r2) 

est  intégrée  par  le  quotient  de  deux  fonctions  9.  Si  l'on  définit 
l'intégrale  y  (&)  de  (1)  ou  de  (2)  par  les  conditions  initiales 
./■„.  rn<  1  -,',,  la  fond  ion  y(x)  est  représentée  par  le  quotient  de  deux 
-.ries  entières  en  (.r  —  #o)>  séries  qui  convergent  dans  tout  Je 
plan  de-  ./•  el  dont  les  coefficients  se  calculent  par  des  dérivations 
successives.  Ces  coefficients  sont  des  polynômes  en  a?0,  yo,y\r 

<  "est  là  un  résultai  dont  le  caractère  me  semble  entièrement 
nouveau.  Depuis  la  fondation  du  Calcul  intégral,  toutes  les 
équations  qu'on  a  réussi  à  intégrer  (au  sens  le  plus  large  de  ce 
terme)  son!  réductibles  à  des  combinaisons  d'équations  linéaires 
et  de  quadratures.  D'une  façon  générale,  c'est  parce  qu'on  con- 
naît la  manière  donl  les  constantes  Ggurenl  dans  l'intégrale  qu'on 
sait  ('tuilier  cette  intégrale.  Même  les  équations  qui  définissent 
les  fonctions  fuchsiennes  n'échappent  pas  à  cette  remarque.  Les 
équations  (1)  et  (2)  constituent  donc  le  premier  exemple 
connu  dr équations  (/ni  se  trouvent  intégrées  à  Vaide  des  prin- 
cipes de  la  théorie  des  fonctions,  sans  être  réductibles  à  au- 
cune combinaison  d'équations  linéaires,  <(<•  quadratures  et 
même  d'équations  du  premier  ordre. 

.rajoute  que  le  1  aractère  précis  des  types  canoniques  (1)  et 
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(M-  doil  pas  faire  méconnaître  le  degré  de  généralité  des  équa- 
tions différentielles  qu'intègrent  les  nouvelles  transcendantes. 
C'est  ainsi  que,  parmi  les  équations  de  la  forme 

(  5)  y"  =  a{x)y'  -\-  b(x)y2-h  c(x)y  -+-  d(x), 

celles  qui  sont  réductibles  algébriquement  à  la  forme  (i)  oui 
leurs  coefficients  <7,  h,  c3  d  assujettis  à  une  condition  unique; 
elles  dépendent  de  trois  fonctions  arbitraires  de  x,  et  consti- 
tuent une  classe  qui  a  la  même  généralité  que  celle  des  équations 
linéaires  (non  homogènes)  du  second  ordre. 

5.  Pour  parvenir  aux  résultats  que  je  viens  de  résumer,  il  m'a 
fallu  constituer  une  double  méthode  qui  répondit  à  ce  double 
objet  :  i°  former  des  conditions  nécessai/'es  (nouvelles)  pour 
qu'une  équation  ait  ses  points  critiques  fixes  ;  2°  décider  si  ces  con- 
ditions sont  ou  non  suffisantes. 

Cette  double  méthode  permet  aussi  bien  de  résoudre  le  pro- 
blème suivant  (un  peu  plus  général  que  celui  que  j'ai  énoneé  au 
début  du  n°  3)  : 

Parmi  les  équations  (E)  où  R  est  rationnel  en  y' ,  algé- 
brique en  y,  analytique  en  x,  déterminer  explicitement  toutes 
celles  qui  ont  leurs  points  critiques  fixes  (  '  ). 

Ce  n'est  pas  le  souci  dune  généralisation  facile  qui  m'a  con- 
duit à  cette  extension  du  premier  problème;  c'est  la  marche 
même  de  la  solution  qui  me  l'a  imposée.  Pour  exprimer  que  l'in- 
tégrale générale  d'une  équation  différentielle  est  uniforme,  il  faut 
exprimer  d'abord  qu'elle  n'admet  pas  de  points  critiques  mobiles; 
et  pour  simplifier  les  conditions  ainsi  obtenues  il  est  indispen- 
sable d'employer  certaines  transformations,  algébriques  par  rap- 
port à  la  fonction,  mais  où  la  variable  indépendante  peut  figurer 
sous  forme  transcendante.  Ces  transformations  introduisent  des 
points  critiques  fixes  et  ne  conservent  pas  à  l'équation  son  carac- 
tère algébrique  par  rapport  à  x. 

La  même  méthode   s'applique   d'ailleurs    sans    modification    à 

(')  Le  nom  de  points  critiques  est,  réservé  exclusivement  aux  points  singuliers 
(isolés  ou  non)  autour  desquels  deux  branches  au  moins  de  y{x)  se  permutent. 
Les  points  critiques  sont  dits  mobiles  ou  fixes  suivant  qu'ils  varient  ou  non  avec 
les  constantes  d'intégration. 
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tous  l<-^  systèmes  différentiels  algébriques  du  second  ordre.   Gesl 
ainsi  qu'elle  permel   de  déterminer  toutes  les  équations  à  points 

cri tiques  li xes  de  la  forme 

(6)  P(j 

où  P  esl    un   polynôme    cnj",  \  ',  <ln  second  degré   en    y",  algé 
brique  en  r,  ./•. 

Quand  l'ordre  différentiel  du  système  s'élè>  e,  il  3  a  lieu  de  dis- 
tinguer entre  les  deux  parties  de  la  double  méthode  :  la  première 
partie  (recherche  des  conditions  nécessaires  pour  que  les  points 
critiques  soient  fixes)  s'étend  d'elle-même  aux  équations  diffé- 
rentielles d'ordre  quelconque  <■!  fournit,  presque  sans  calculs,  des 
conditions  Lrès  précises  ;  la  secondé  partie  (discussion  des  condi- 
tions suffisantes)  entraîne  au  contraire  des  complications  qui 
croissent  avec  l'ordre  différentiel  <ln  système. 

Ces  résultats,  el  beaucoup  d'autres  qui  s'y  rattachent,  ont  été 
exposés  succinctement  dans  une  suite  de  Notes  des  Comptes 
rendus  de  r  Académie  des  Sciences  de  Paris  (1898,  1899,  I9°0)- 
Ils  feront  l'objet  de  plusieurs  Mémoires  étendus,  dont  le  premier 
va  paraître  dans  les  ,  i<  la  mathematica.  Mais  comme  la  méthode 
employée  s'applique  à  une  foule  de  problèmes  (problèmes  de 
Mécanique,  problème  de  Mme  Kowalcvski  et  analogues,  inversion 
des  différentielles  totales,  etc.),  j'ai  cru  utile  de  détacher  de  ces 
M ('nioires  un  exposé  complet  de  la  méthode  dans  le  cas  le  plus 
simple. 

Ce  travail  renferme  en  particulier  : 

1"  La  détermination  explicite  de  toutes  les  équations  à  points 
critiques  lixes  qui  rentrent  dans  la  classe 

(£)  y  =  a{x)y'-{-  0(x)y°-  +  c(x)y  -h  d{x)\ 

2°  La  démonstration  des  propriétés  fondamentales  de  l'équa- 
tion 

;F)  y  =  6f*+x-% 

»  '  l  ne  première  étude  des  conditions  que  doit  vérifier  une 
équation  du  troisième  ordre  (ou  d'ordre  supérieur)  pour  que  ses 
points  critiques  soienl  fixes.  Cette  étude  met  en  évidence  le  rôle 
considérable  que   sonl    appelés   à    jouer,   dans    l'élude    systéma- 
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liquc  des  équations  différentielles  à  intégrale  uniforme,  les  travaux 
de  M.  Poincaré  sur  les  fonctions  aulomorphes  (fuchsiennes  et 
kleinéennes). 

D'une  manière  générale,  considérons  un  système  différentiel 
(algébrique)  quelconque,  dont  l'intégrale^ne  dépend  que  d'un 
nombre  Jîni  de  constantes,  et  proposons-nous  d'étudier  son  inté- 
grale au  point  de  vue  de  la  théorie  des  fonctions  :  par  exemple, 
de  rechercher  si  cette  intégrale  est  uniforme,  ou  ne  possède  qu'un 
nombre  fini  de  branches,  ou  est  dénuée  de  singularités  transcen- 
dantes, etc.  C'est  à  la  double  méthode  que  j'expose  ici  qu'il  con- 
viendra d'avoir  recours.  Lors  même  qu'on  se  restreint  au  domaine 
réel,  la  méthode  ne  perd  rien  de  son  importance.  Si,  par  exemple, 
on  sait  montrer  que  les  intégrales  réelles  d'un  système  différen- 
tiel réel  sont  dépourvues  de  singularités  transcendantes  (en  même 
temps  que  de  points  singuliers  algébriques  autres  que  des  pôles), 
l'intégration  quantitative  du  système  est  effectuée;  j'entends  par 
là  qu'on  peut  former  des  séries  convergentes  qui  représentent  les 
intégrales  réelles  dans  tout  le  champ  réel. 

RECHERCHE    DES   CONDITIONS   NECESSAIRES    POUR   QU'UNE    ÉQUATION 
DIFFÉRENTIELLE    AIT    SES    POINTS   CRITIQUES    FIXES. 

6.  Principe  de  la  méthode.  —  Considérons  une  équation  dif- 
férentielle ou  un  système  d'équations  différentielles  algébriques  (')  : 
soit,  pour  fixer  les  idées,  le  système 

las  ='»<-.**>. 

(S)  l 

où  H  et  K  sont  des  fractions  rationnelles  en  .r,  y,  z.  Pour  ex- 
primer que  le  système  (S)  a  ses  points  critiques  fixes,  nous  nous 
appuierons  sur  le  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Supposons  que  H  et  R  dépendent  analytique- 
ment  d'un  paramètre  a  et  soient  kolomorphes  pour  a  =  o  (2)  \ 


(')  La  méthode  s'applique  aussi  bien  à  tout  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles  dont  l'intégrale  générale  ne  dépend  que  d'un  nombre  fini  de  constantes. 
(-)  Les  valeurs  x,  y,  z  étant  prises  au  hasard  et  non  d'une  façon  particulière. 
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si  I  intégrale  générale  du  système  l  S  |  est  uni  forme  quel  que 
soit  x  (sauf  peut-être  pour  x  o),  '■//<■  est  uniforme  encore 
pour  x      <>,  6/  les  développements  de  y(x)i  *(#)  suivant  les 

puissances  de  X  "///  connue  coefficients  des  foncl tons  uniformes 
de  ./-. 

Ce  lemme  bien  intuitif  esl  une  conséquence  immédiate  d  un 
théorème  aujourd'hui  classique  <l<-  M.  Poincaré.  Représentons,  en 
effet,  par  (S0)  le  système  (S)  où  l'on  a  fait  a  o,  parr  (x),  z(a 
la  solution  dei  S  i  que  définissent  les  conditions  initiales  x  o,yo<i  3oj 
par  1^  I  x  .  /  x  la  solution  analogue  de  (S„).  Soil  enfln  L  un  che- 
min fermé  (parlanl  de  #0  el  j  revenant),  le  long  duquel  ï  (#)  et 
/  sonl  holomorphes  [ainsi  que  Il  /.  j^,  s),  K.(#,  y,  j)  pour 
\y  —  Y|,  \z  —  /,  |  et  |  y.  |  petits  |.  I  \è\ elopponsy(ar)  et  z  (xi)  suî- 
\ ani  les  pu issances  de  a 

y  =*Y(ar)       a_ri(.r)-;    a2^2(.r)  -h  .  .  . , 
3  =  X  i  ./■  i  -  ;  -  azt  (a?)  H-  x8£*  (a?)  -4- . . .  ; 

ces  développements  convergent  sur  L  pour|a|  inférieur  à  une 
certaine  quantité   positive  r.   Supposons  qu'un  des  coefficients 

ï  |  ./).!-,  (x\  . .  .,  Z(#),  zi(x)J  ...  [yi(x)  par  exemple]  ne  soit 
pas  uniforme  :  il  est  loisible  de  choisir  le  conlour  L  de  façon  à 
revenir  au  point  Xq  avec  une  valeur  deyi(x)  dillérente  de  la  va- 
leur initiale;  dans  ces  conditions,  la  fonction  y(x)  ne  saurait  re- 
prendre non  plus  sa  valeur  initiale  et  ne  serait  pas  uniforme. 

(..     O.    F.    I). 

(  )n  montre  de  la  même  manière  (pie,  si  le  système  (S)  a  ses 
points  critiques  fixes  pour  la  |  <C  o  (sauf  peut-être  pour  a  =o), 
1rs  foue  lion  s  ^  (./:).  vt  (•£*),  . . .,  Z(#),  5i(x),  ...  ont,  elles  aussi, 
leurs  points  critiques  fixes  (indépendants  de  ./„,»'„,  50). 

7.  Ce  lemme  établi,  la  méthode  consiste  à  introduire,  dans  le 
système  différentiel  donné,  un  paramètre  a  tel  que  le  nouveau 
système  ail  sûremenl  ses  points  critiques  fixes  en  même  temps 
que  le  premier,  el  qu'il  soil  intégrable  pour  x  =  o.  Les  fonc- 
tions^    c  .i,    /    7e'. r)^  zt  (x),  . . .  sont   alors  déterminées 

par  des  quadratures  (•),  et,  en  exprimant  qu'elles  ont  leurs  points 


[{appelons    les   principes  bien  connus  qui    permettent   d'effectuer  le  déve- 
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critiques  fixes,  on  obtient  explicitement  des  conditions  néces- 
saires. Le  système  différentiel  une  fois  simplifié  par  ces  pre- 
mières conditions,  on  lui  applique  à  nouveau  Je  même  procédé, 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  le  procédé  ne  donne  plus  de  con- 
ditions nouvelles. 

Précisons  sur  le  système  (S).  Soit  z  =  gfao,  JKo)  un  pôle  des 
fonctions  H(#0,  y0,  z),  K(œ0,y0,z).  En  remplaçants — g{x>y) 
par  Z,  il  est  loisible  de  supposer  £•(.£, y)  =  o,  et  d'écrire  (S) 
sous  la  forme 

(7)      -'"  £=U0(x,y)-hzUi{x,y)-^...,         z»  ~  =  K0(x,y)-+-z  K,  (*,>')+••■» 


loppement  de  y(x),  z(x)  suivant  les  puissances  de  a.  Soit 

(S)  y  —  F{x,  h,  k,  a),        «  =  G(x,h,  kf  a) 

l'intégrale   générale   de  (S),  où  h,  k   désignent   les   constantes    arbitraires    (  par 
exemple  les  valeurs  de  y,  z  pour  x  =  x0). 

Les  fonctions  F  (a),  («(a)  les  plus  générales  qui  représentent  l'intégrale  de  (S) 
s'obtiennent  en  remplaçant,  dans  (S),/i  et/«  par  des  fonctions  arbitraires  de  a,  soient 

I  '  ■>  iJ  2 

7  7  '^0  C         7    »  1  7  ' l  0  a"        7    " 

/t  =  A  -h  a  — ,-  -h  --:  A0  -4- . . . ,         k  —  k0  -h  a  —  -i k0  H- 

i  !         2  !  i         2  ! 

Développons  F  et  G  suivant  les  puissances  de  a,  en  posant  (pour  simplifier) 

\~àF  "1 

V(x,  h6}  À0,  o)  =  9(a?,  hm  k0),  —  (x,  /i0,  A0,a)         =  ?,  (x,  h0,  k0),  ..., 

G(x,  h0,  Â-„,  o)  -  <]>{x,  h0,  k0),  ~  {x,  h0,  k0,*)\       =  $,(a?,  h0,  k0)?  . .    ; 

il  vient 


V {x,  h,  k,  a)  =  <p  -+- 


3S    °  +  • 


1.2    l()/l0      2  0k0       2  \<)/l0       U  rM„       l/2 

+  1 3*1  *»^*s$**;+ *]■*■"■ 

=  o  -+-  a  <1>1  -h  a-  <ï>2  -h .  .  . , 
G  (x,  h,  k ,  *)  =  +  +  a  (^  h'0  +  *  fc>  4-  +,) 

_c)Â0    2   ~*~  dA-;    2    "*~  \dh0     °  "*  <M-„  % 


a- 

I  .2 


H-    2  — — 

4<  ■+-  xWt  -h  a-T,  +  .  . 


dk 


0  J 


On  voit  que  les  couples  successifs  de  coefficients  (<I>P  x\\),  (<t»2,  M\),  ■  ••  renfer- 
ment chacun  (et  sous  forme  linéaire)  deux  nouvelles  constantes  (//[, .  /V0)>  (/t'o, Ây),  .... 
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1rs  seconds  membres  étaol  holomorphes  el  différents  <!<•  zéro  pour 

5  =  0,  cl  Tu  ii  :i  ii  moins  des  en  lin  s  ni ,    //  étaol    |>  OSll  il  |  '  ). 

Je  »lis  d'abord  que,  si  m  n  \ ,  le  système  (S)  a  rfej  points 
critiques  mobiles  (*),  Posons,  <'n  effet, 

Le  si  stème  <  S  i  devienl  (3) 

S')   «m^=    Hu(. /„..)'„)-+- a(...),         -"^.       K0f>o,  ^o;-+-  «(...)• 

Ed  vertu  <!<■  I;»  transformation  <  8  },  (S')  a  ses  points  critiques  fixes 
en  même  temps  que  (S)  (sauf  peut-être  | »< > » 1 1*  v.  -----  <>  ;  ;  pour  a=  o, 
le  s \ stème  |  S  |  -<•  péd u il  au  suii ant  : 

1 
s\  stème  dont  l'intégrale  c        |(  n  -h  \)LqX  -\-  const.]"  +  '  a  un  point 
critique  mobile  (//  élan!  positif).  En  vertu  du  lemme,  (S)  ne  saurait 
avoir  ses  points  critiques  fixes. 

et  vérifient,  par  suite,  un  système  'I''  deux  équations  linéaires 

(",)      dj  -i-^(.r)«l',  +  7(x)uv  =  w.(x),         -^  -hr{x)<Pi+s(x)Wi=Pi(a;) 

(i  =  i,2,  3,  ...), 

où  les  fonctions  />.  7.  /'.  s  sont  indépendantes  fie  l'indice  /.  tandis  que  les  seconds 
membres  //  .  \    s'expriment  à  l'aide  des  fonctions  4»,  V,  d'indice  inférieur  à  i.  L:in- 
le  du  système  linéaire  s;uis  seconds  membres  est 

''-  ày  ,  „.        <M  AL  ,  ,      .  ,  .      .      . 

«1», .=  --,—  a  -f-  -  ,     0.  H.—  —y-a-\ — -'    A.  (a,  b  consl .  arbitraires), 

on,  okt  O/iç  ôkt 

cl  l'intégrale  «lu  système  (  ~,  )  s'obtient  par  quadratures,  d'après  la  méthode  de 
la  variation  des  constantes  Pour  former  explicitement  chaque  système  (-,■},  il 
suffit  de  remplacer  y  par  ç  h- «<*,-»-.. .,  e  par  4*  •+-  aT,+.. .  dans  (  S  ),  et  d'é- 
galer les  coefûcienls  de-  mêmes  puissances  de  a  dans  les  deux  membres. 

(')  D'une  manière  systématique  et  pourne  pas  compliquer  les  notations,  une 
fois  l<-  changement  de  variable  effectué,  non-  supposons  qu'on  écrit,  dans  le 
nouveau  système,  .r.  w  z  à  la  place  <■  X,  V,  Z. 

(2)  Cette  proposition  est  bien  facile  a  établir  directement  (voir,  par  exemple, 
mes  Leçons  de  Stockholm,  p.  \^-\'~)- 

(-1)  Je  représente   par   le  symbole  *(•••)   une   fonction  de  a.  ./■.   r.  r.  .; 
qui,  pour  a       0  1  <i    pour  ./•,  r,  r,  ./„,   r„  pris  au   hasard)  est   holomorphe  et 
nulle.  Pour  a      o  el  pour  des  valeurs  'exceptionnelle*  de   r  .  1  ■„.  .  «rite  fonction 

pcul  et  re  ici  d<-  la  forme 


_        wj>|9      _ 


Soit  donc  rn^n  -+-  i .  On  peut  supposer  n  =  m  —  i ,  à  condition 
d'admettre  que,  dans  les  équations  (7),  K0(x,y)  peut  être  iden- 
tiquement nul.  La  transformation 

(9)  x  =  #o-l- «'" X,         s  =  aZ 

substitue  à  (S)  le  système 

(S"}  *" !lr  =  IIo(:ro' y)  +  a(- •  -}'      *'"~1  £  =  Ko(^0' -^ -*-<•••); 

pour  a=  o,  ce  système  se  réduit  au  système  intégrable 
dy  dz 


système  qui  peut  s'écrire  : 

/*   7.  (VI 


»■-■* 


10'»  '  x 


Ç  zmdy 


Ce  système  doit  avoir  son  intégrale  uniforme.  Plus  générale- 
ment, si  l'on  développe  l'intégrale JK(#),  z  (x)  de  (S")  suivant  les 
puissances  de  a,  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  x  données 
par  des  quadratures  ;  il  faut  que  ces  fonctions  aient  leurs  points 
critiques  fixes. 

Ces  conditions  doivent  être  appliquées  à  tous  les  pôles 
z  =  g(y<i  x)  [o\Ly  —  h(x)\  des  coefficients  différentiels  de  (S), 
ainsi  qu'aux  valeurs  z  =  co  (ouy  =  00)  à  l'aide  de  la  transformation 


8.   Ces  premières  conditions  obtenues,  on  considère  les  valeurs 
y  =  g(x),  z  =h(x)  qui  donnent  aux  coefficient  différentiels  la 

r  °  1  ' 

torme  ->  valeurs  qu  on  peut  toujours  supposer  finies  et  identi- 
quement nulles.  On  pose  alors 

x  =  Xo-hatiX,        y  ==  a/Y,         *=a'Z, 

en  cboisissant  les  entiers  positifs  /,  /',  /  de  façon  que  les  nouveaux 
coefficients  différentiels  soient  holomorplies  pour  a  =  o.  Pour 
a  =  o,  le  système  (Sw)  ainsi  obtenu  est  intégrable;  car  il  ne  change 
pas  quand  on  lui  applique  la  transformation  précédente  oùx0  et  a 
sont   arbitraires    :   si  donc  un   des   entiers  j\   l  est  nul,   soit  y,  la 
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fonction  .r(  \')  rsi   donnée  | > < 1 1*  les  quadratures  x       / dy&fà  '/l 

où  p  esl  connu  algébriquement  ;  si  ni  /  ni  /  ne  sont  nuls,  on  pose 

u      —,  i  el  ./•<  //  |  esl  donné  par  les  quadratures  x(u  )       /  due^9^da. 

Il  iaui  exprimer  que,  dans  le;  développement  de  L'intégrale  <!<•  (Sw) 
suivant  les  puissances  de  x,  les  coefficients  (qui  sont  donnés  par 
(!<•->  quadratures)  onl  leurs  points  critiques  fixes. 

Quand  les  coefficients  différentiels  II  el  K  de  (S)  sont  non 
plus  rationnels  mais  algébriques  en  x,y,  z,  les  mêmes  procédés 
doivent  *"t i  ^  étendus  aux  singulari4és  algébriques  de  II,  K. 

APPLICATION    DE    LA    MÉTHODE    Al  A    ÉQUATIONS 

y"=K(T,yfy). 
9.  Appliquons  la  méthode  précédente  aux  équations 

p 

où  R  =  fr  désigne  une  fraction  rationnelle  irréductible  en  y,  y'; 

x  figure  analytiquement. 

Pour  que  l'équation  (i)  ait  ses  points  critiques  fixes,  il  faut 
d'abord  (comme  il  est  bien  connu)  que  R  soit  un  polynôme  en  y' 
du  second  degré  au  plus  ('  );  soit  donc 

(E)  y'f=L(x,y)/*+M(x,y)y+N(x,y), 

où  L,  M,  N  sont  des  fractions  rationnelles  de  y  analytiques  en  x. 
Ce  point  admis,  posons  x  =  x0  -+-  aX  ;  l'équation  devient 

(E')  y  =  L(*0,jr)/i  +  «(...)• 

Pour  que  l'équation  (E)  ait  ses  points  critiques  fixes,  il  faut  donc 
que  l'équation 

nit  son  intégrale  générale  uniforme. 

(')    Voir,  par  exemple,   mes  Leçons  de  Stockholm  (p.  396-409). 
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Ces  premiers  résultais  rentrent  au  fond  dans  ceui  «lu  n"  T.  Toul 
d'abord,  pour  voir  que  R  est  un  polynôme  en  r'.  il  sufOt  d'écrin 
l'équation  (i)  sous  la  (orme  : 

__  =  J5j  ^  =  *(*,,,  M) 

et  d'appliquer  la  condition  n  =  m  —  i  aux  pôles  z  =  g{x,  y)  de  II  ; 
m  élant  nul  ici,  cette  condition  ne  peut  être  vérifiée  si  ces  pôles 
existent;  R  est  donc  un  polynôme  en  j  •'. 

Pour  voir  ensuite  que  ce  polynôme  est  du  second  degré  au  plus, 
il  suffit  d'écrire  l'équation  (i)  sous  la  l'orme 

tfy        i  dz  i      rT/  ,       ,, 

S  =  ï'      5g=-iïrï[K*,:>')-*-*(.:,.)]i 

q  désignant  le  degré  de  R  en  y.  Appliquons  encore  la  condition 
n^m  —  i  ;  ici,  m  =  i ,  n  =  q  —  i  \  donc  q  est  égal  ou  inférieur  à  a. 
De  plus,  la  transformation  (g)  du  n"  7  est  ici 

X  =  x0 -+-  aX ,  v  =  aZ. 

et  le  système  auquel  elle  conduit  se  réduit,  pour  a  =  o,  au  système 

dy        i  dz 

2^  =  3'       &  =  *-(*«  7) 

qui  équivaut  à  l'équation  (e). 

Un  problème  préliminaire  s'impose  donc  :  Déterminer  toutes 
les  équations  (e)  dont  l'intégrale  est  uniforme. 

10.  Détermination  de  toutes  les  équations  y"  =  y'2  l(y),  dont 
ly intégrale  gêné ra le  est  uniforme. 

Il  est  facile  de  résoudre  ce  problème  en  le  ramenant  à  la  déter- 
mination de  groupes  fuchsiens  particulièrement  simples;  il  suffit 
de  remarquer  que  l'intégrale  générale  d'une  équation  (e)  est  de  la 
forme y  =  F(C^-j-  Ct),  C  et  C<  désignant  deux  constantes  arbi- 
traires. Mais  nous  n'aurons  recours  ici  qu'aux  principes  de  la 
méthode  développée  au  n°  7. 

Je  montrerai  d'abord  que  la  fonction  l(y)  n  a  que  des  pôles 
simples. 

Soit,  en  effet,  y=^  li  un   pôle  d'ordre  i  de  l\v)-   Il  esl  loisible, 
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en  augmentant  y  de  //,  «le  supposer  //  =  <>.  Ecrivons  l'équation  (e) 

ainsi   : 

la  transformation 

VsaY,  c  =  a'/ 

substitue  à  ce  système  le  suivant 

Ordonnons  l'intégrale  y  (a?) ,  z(x)  de  ce  dernier  système  suivant 
les  puissances  de  a;  il  vient 

ad-i)  /a?-+-C\ 


L'équation  (e)  ne  peut  donc  avoir  ses  points  critiques  fixes  si  i  est 
plus  grand  que  i.  c.   o.   F.   n. 

Si  i  =  i ,  le  système  (V)  se  réduit,  pour  a  =  o,  au  système 

dy  _  r/c     _     -s2 

qui  s'intègre  aussitôt  et  dont  l'intégrale  générale  peut  s'écrire 

i_ 

y  =  (Cx^r  G')1-^     (si/r^i)        et        y  =  eCx  +  v    (si  k  =.1). 

Pour  que  la  fonction  JK(^)  ainsi  définie  soit  uniforme,    il  faut 

donc  que  k  soit  égala  1  ou  1 -\ (n  désignant  un  entier  positif 

ou  négatif). 

Ceci  posé,  remarquons  que  l'équation  (e)  équivaut  à  l'égalité 

dy 

d'après  ce  qui  précède,  la  fonction  l{y)  ne  peut  avoir  que  des 
pôles  simples  à  résidus  commensurables  ;  soit  v  le  plus  peti t  déno- 
minateur commun  de  ces  résidus  :  la  fonction  e~~JiW*h'  est  la  racine 
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v"n"  (I  une  fonction  méromorphe  <I>()').  D'autre  pai't,  la  transfor- 
mation^ =  v  ■>  appliquée  à  l'équation  (#),  montre  aussitôt  que  la 

fonction  — -;2  <Im -y  ) ,  donc  aussi   (l>(y]>    est   méromorphe   pour 

^  ==  o.  Il  suit  de  là  que  *I>(y)est  une  fonction  rationnelle  dey,  <i 
l'on  est  ramené  ainsi  au  problème  suivant  : 

Déterminer  toutes  les  équations 
(10)  j^-pOO 

(où  p  est  rationnel  en  y)  dont  V intégrale  est  uniforme. 

Or  ce  problème  a  été  résolu  explicitement  par  Briot  et  Bouquet. 
Si  l'on  connaît  une  telle  équation  (io),  son  intégrale  reste  uniforme 
quand  on  multiplie  p (jk)  par  une  constanle  quelconque  (car  cela 
revient  à  multiplier  x  par  une  constante)  :  en  prenant  la  dérivée 
logarithmique  des  deux  membres  de(io),  on  obtient  une  équa- 
tion (e)  à  intégrale  uniforme,  à  savoir  l'équation 

J     J    ?(y) 

Il  suffit  donc  d'épuiser  tous  les  types  énumérés  par  Briot  et 
Bouquet  pour  obtenir  toutes  les  équations  (e)  cherchées.  On 
trouve  ainsi  que  l(y)  coïncide  nécessairement  avec  une  des 
expressions  suivantes  (')  : 


°, 


ia 


(~ï)  -H) 


a    i-t- 


ay  -+-  b 

a 
ay-\-b 

a 


ay 


cy 


d 


>  (n  entier  >  î), 


cy-+-d' 


(T) 


•2  \  ay  -h  b       cy  -\ 
i  /       a  c 


d 


ey-^f 

e 


1  \ay  -\-  b 
il       a 


cy-^-d      ey-hf 
c  e 


§y 


d 


cy-{-a  ey-\-f 

3  / c__  __e 

J\cy-+-d  ey+J 

2        c  t         e 


3  \  ay  -+-  b 

i         a 

i  ay  -h  b 

5        a 

_  [    __  i    _  • 

G  ay  -+■  b       3  cy  -\-d       2  ey  -t-  /' 


(')  Le  morne  procédé  permet  de  résoudre  aussi  aisément  la  question  en  suppo- 
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les  a,  b,  . . . ,  h  sont  d«:s  quantités  quelconques  qui  peuvent  être 

nulles. 

Il  suit  de  là  que  si  une  équation 

(E)  /'=  L(x,y)y'*+M(x,  y)y'+K(*t  y) 

a  ses  pointa  critiques  fixes,  L>  coïncide  nécessairement  avec  une 

des  expressions  du  Tableau  (T),  où  les  a,  b,    .  .  .,  h  sont  des 
fonctions  de  x. 

11.  Etude  de  V équation  (E)  dans  le  voisinage  d'un  pèle 
y  =  k(x)  de  L,  M,  N. 

Je  vais  établir  maintenant  que  les  pôles  y  —  h(x)  des  fonctions 
JM  et  N  de  y  coïncident  nécessairement  avec  ceux  de  L  et  sont 
tous  simples. 

Supposons,  en  effet,  quey  =  /i(#)  soit  pôle  d'ordre  i  pour  L 
(#=  i  ou  o),  d'ordre  y  pour  M,  d'ordre  k  pour  N,  un  au  moins 
des  entiers  y,  k  étant  plus  grand  que  i.  En  augmentant  y  de  /i,  il 
est  loisible  de  supposer  h  =  o,  et  (dans  le  voisinage  da  pôle  con- 
sidéré) d'écrire  l'équation  sous  la  forme 

(EO/'  =  ^[(i-^)+j(..o]+^[M(^o)+y(..)]  +  -^[N(^o)-i-7(..)]; 

n  désigne  un  entier  positif  ou  négatif,  qui  peut  être  infini,  mais 
non  nul;  n  est  égal  à  i,  si  i  est  nul. 

Posons 

y  —  a  Y,         x  =  x0-h'xJ'X,         si         kf:lj — I, 
et 

y  =  aY,         x  =  x0  -h  a   2    X,         si         £=2y —  r; 

les  deux  transformations  se  confondent  si  £  =  2/  —  1 . 
L'équation  (E,)  devient  : 

(m)  y  =  yj(i - 1) h- M0^  •+-«(...>,      si/,-<2y-i, 


sant  l(y)  non  plus  rationnel,  mais  algébrique  en  y.  Ce  problème  a  été  résolu 
explicitement  par  M.  Picard,  avec  la  restriction  que  eSl^''f  ne  présente  pas  de 
singularités  transcendantes  (Journal  de  Liouville,  1889,  4*  série,  t.  V,  p.  3oo-3ig; 
American  Journal,  180/1,  t.  XVI,  p.  m-122;  Traité  d'Analyse,  t.  III,  p.  66-80). 
XXVIII.  1^4 
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cl 

r'-  /  i  \  y'  \„ 

(i3)    rff=y('--ïï;  +  M^+3^ï,-1-a^;->'   »*=»/-'. 

[M0=M(a70,  o),     N0=  N(a?0,o)]. 

Pour  a  =  o,  l'équation  (i3)  comprend  les  deux  précédentes  à 
condition  d'admettre  que,  si  M0  est  nul,  j  n'est  pas  nécessairement 
un  entier,  mais  que  ij  est  un  entier  ^2.  Il  me  suffit  donc  de 
montrer  que  V équation 


[où  une  au  moins  des  quantités  M0,  N0  n'est  pas  nulle]  n'a  son 
intégrale  uniforme  que  si  l'on  aj  =  1 ,  avec  n  ^£  1 . 
Remarquons  d'abord  que  la  transformation 

y=a.Y,         x  =  Xq-\-  cc/'X, 

conserve  l'équation  (1 4)  (voir  le  n°  8)  ;  dans  cette  transformation, 

on  a 

dx  dX  _.. 

rfy7  dY 

Si  Ton  pose   u=  -7-y*~J\  toutes  les  fonctions  u(y)  définies 

par  (i4)  seront  de  la  forme  u{(Cy),   c'est-à-dire  que  u(y)  est 
donné  par  une  équation  de  la  forme 

y(u)du=  -p. 

C'est  ce  que   vérifie  aussitôt   un   calcul    élémentaire    :    l'équa- 
tion (i4)  équivaut  au  système 

(«5) 


du 

dy 

u  j ./  — 

\ 
il 

-h  M0W  +  No«2 
dx 

y 

(16) 

Cela  étant,  sot£  d'abord  /  >  1.  L'équation  (i5)  où  y  est  diffé- 
rent de  -  admet  au  moins  une  solution  u  =  C,  où  la  constante  C 
n'est  pas  nulle;    la    fonction  y(z),   définie   par  dx  =  Cj>    '^i 
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n'est  [>;is  uniforme;  L'intégrale  générale  <!<•  1 14  »    "  fortiovi}  n  esl 
pas  uniforme. 
Soit  maintenant   /       i,  avec  n  =  i.  Ecrivons  l'équation  (il) 

iiinsi  : 

'/r         i  '///  //i  Mo  H-  N,,//  ) 

dx        a  dx  y 

ci  faisons  le  changement  de  variables 

w=aU,         x  r-    x X ; 
le  système  considéré  devient 

au(  M0 -h  N0awj 


dx        u 


<lu 
dx 


y 


et  si  l'on  développe  l'intégrale y(x),  u(x)  de  ce  nouveau  système 
suivant  les  puissances  de  a,  on  trouve 


y  =  y0  H h  a  ( . . .  1 


avec 


ou 


«  =  w0—  aM0wB  ,0S  (7o 


si         M0^  o, 


a  =  «0—  y.2N0lll  log/jKoH —  )>  si  Mo=o. 

L'intégrale  de  (i4)  n'est  donc  pas  uniforme. 

J'ai  bien  établi  ainsi  que  l'intégrale  de  (i4)  n'est  uniforme  que 
si  l'on  a  y  =  i ,  n  yé  i .  Autrement  dit,  tout  pôle  y  =  h  de  M  ou 
de  N  est  nécessairement  du  premier  ordre  et  coïncide  avec  un 
pôle  de  L.  c.   q.  f.   n. 

12.  Ce  résultat  est  d'une  extrême  importance  :  car  il  limite  le 
degré  de  M  et  de  N  en  y.  En  effet,  si  D  est  le  dénominateur  de  L, 
on  a 

V 


M-  D' 


N  = 


L) 


[j.  et  v  étant  des  polynômes  en  y.  D'autre   part,  posons  y=  -; 
l'équation  (E)  devient 


Y"  = 


Y'- 


2  — 


L  U  y)l 


\iN    x 
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Deux  cas  sont  à  distinguer  :  Si  L  est  identiquement  nul,  ou  si  L 
coïncide  avec  une  des  expressions  (T)  pour  lesquelles  une  des 
quantités  #,  c,  e,  g  est  nulle,  le  coefficient  de  Y'2  admet  le  pôle 
simple  Y  =  o;  les  degrés  de  [*•(&,  y)  et  v(#,  y)  peuvent  alors  sur- 
passer le  premier  d'une  unité,  le  second  de  trois  unités,  le  degré  q 
de  D.  Si,  au  contraire,  L  coïncide  avec  une  expression  (T)  où  les 
quantités  «,  c,  b,  g  sont  différentes  de  zéro,  Y  =  o  n'est  pas  un  pôle 
du  coefficient  de  Y'2,  et  les  degrés  de  \x  et  de  v  sont  au  plus  égaux 
le  premier  à  qy  le  seconda  q  +  2.  De  la  discussion  des  noS  10  et  H, 
il  suit  donc  que  les  degrés  de  D,  de  \x  et  de  v  en  y  sont  au  plus 
égaux  respectivement  à  4,  4  et  6. 

Mais  les  conditions  fournies  par  l'étude  de  l'équation  (E)  dans 
le  voisinage  d'un  pôle  y  =  h(x)  du  coefficient  différentiel,  sont 
loin  d'être  épuisées. 

Considérons,  en  effet,  l'équation  (i3)  oùy  =  k—  1  (avec  n  -^  1), 
à  savoir  l'équation 

¥=  '£-'(  1  -  -")  --£  'J«o  —  ''+•  —  +'  *(•'>)  (*  £  0; 

J        y  \       nj  y       y 

cette  équation  est  intégrable  pour  a  =  o,  et  si  l'on  développe 
y(x)  suivant  les  puissances  de  a,  les  coefficients  du  développe- 
ment sont  donnés  par  des  quadratures.  Ces  coefficients  doivent 
être  des  fonctions  de  x  à  points  critiques  fixes. 

Les  conditions  ainsi  obtenues  doivent  être  appliquées  à  tous 

les  pôles  y  —  h(x)  de  L  le  point  jy  =  00  compris,  grâce  à  la  trans- 
formation^ =  y     ' 

13.  Explicitons  ces  conditions  dans  le  cas  où  L  coïncide  avec  la 
plus  simple  des  expressions  (T),  à  savoir  L  =  o.  Alors  l'équa- 
tion (E)  est  nécessairement  de  la  forme 

(17)    f  =  y[a(x)y  +  b(x)]  +  A(x)y*+B(x)y*+C(x)y+D(x). 

Observons  aussitôt  que  la  transformation  y  ==  -7==  donne  à  A 

yj—  A 

la   valeur  — 1    (si   A^o),  et  que  la  transformation  y  = Y 

donne  à  a(x)  la  valeur  —  2  (si  a  yé.  o)  ('). 


(  l  )  Ces  valeurs  numériques  sont  choisies  pour  apporter  quelques  simplifications 
dans  des  calculs  ultérieurs. 
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Au  lieu  d'employer  la  transformation  y=  y*  posons  directe- 
ment 

Y  Y 

y  —  -  j         x  =  a?o-+"  *a  ; 

['équation  (17)  prend  la  foi  nie 

y  =  a (  .r0  )j^'  +  A  (  a?„  )j 3  4-  « ( . . .  )i 
équation  qui,  pour  a  r=  o,  devienl 

y"=  a0yy'-+-  b.0y*         a0=  a(x0),  A„=  AO„)]; 
cette  dernière  équation  équivaut  au  système 

(£y  yl  (J,  Il 

(,8)  Û-u'       ^=^-^-^--).r- 

Tout  d'abord,  si  A0  est  nul,  l'équation  y"  =  ct^yy' ,  qui  entraîne 
l'égalité  2  j'  =  a0y2  -\-  const.j  a  son  intégrale  uniforme. 

Soit  maintenant  A0/^o.  Il  est  loisible  de  supposer  A0  =  — i> 
Le  système  (18)  peut  s'écrire 

Posons  w==  À-f-  dtî>^  il  vient 

(,9)  sH'iÉW         a5-"[*:-,**«H>'. 

Si  A  ^  A",  le  système  (pour  a  =  o)  s'intègre  ainsi 

y  —   -,  V  =  Ci(x  -+•  c)-h{h-k)  =  d  (^7  -+-  C)2-^ 

(c  et  Ci  constantes  arbitraires); 

pour  que  cette  intégrale  soit  uniforme,  il  faut  que  (2  —  h2)  soit 
un  entier  n  positif  ou  négatif,  mais  différent  de  zéro  car 
(2  —  A2)  =  ~~  ne  peut  être  nul  si  h  ?£k\*  On  doit  avoir,  de 
même,  &*==  2  —  n',  et  par  suite 

4  =  k'i/iî  =  (2  —  >0('2  —  n  '  \  n  ■  "    •'-  °  I* 
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Celle  égalité  entraîne 

1*2  —  n  =  i ,  .     (2  —  h  =  —  i ,  .     (2  —  n  =  —  2, 

soit  <  ,  soit  \  soit  < 

(2  —  n'  =  /j ,  (s».  —  tt'  =  —  4 5  (  2  —  n  =  —  2. 

De  là  résultent,  pour  h  et  a0  =  ^  -h  r»  les  valeurs 

h  =  i  y/2,         a0  =  o. 

La  transformation  y  =  • —  Y  ramène  le  cas  de  a0==-f-  3  au  cas 
de  a0  =  —  3;  si  a0  =  dzi^  la  transformation  y  =  zb  i Y  donne  à 
«0  la  valeur  —  1  et  à  A0  la  valeur  — f-  1  ;  si  donc  A  est  différent  de 
zéro,  il  est  loisible  de  se  borner  aux  cas  où  A  et  a  ont  les  valeurs 
suivantes 

A  —  —  1,         a  =  —  3;         A  =  -+- 1  ;         a  £=  —  1  ;         A  =  —  1 ,         a  =  o. 

Nous  avons  toutefois  laissé  de  côté  l'hypothèse  oà  h  et  k  se- 
raient égaux.  Le  système  (19)  s'écrit  alors 

dy  r2  dv 

dx        h  -+-  a  v  dx 

Développons  y(x)  et  v(x)  suivant  les  puissances  de  a;  on 
trouve 

^=  ^TT  +a(---)î         f  =  C!— acf  Alog(a?-+-c)  -+-... 
(c,  Ci  constantes  arbitraires). 

L'intégrale  de  (19)  n'est  donc  pas  uniforme  :  l'hypothèse  est  à 
rejeter. 

En  définitive,  moyennant  une  transformation  y  =.  \[x)  Y  (oùX 
est  connu  algébriquement  à  laide  des  coefficients  a,  A),  on  peut 
faire  coïncider  les  coefficients  a,  A  avec  un  des  systèmes  suivants 

a  =  o,  A  =  o, 

a  =■  —  2,  A  =  o, 

a  =  —  3,  A  —  —  1 , 

a  =  —  1  >  A  =  -f- 1 , 

a  =  o,  A  —  --- 1 . 
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Parmi  les  équations  que  n<>us  sommes  amenés  ainsi  à  considérer, 

la  classe  la  plus  simple  est  donc   de  la  forme 

Je  me  bornerai,  dans  ce  Mémoire,  à  épuiser  l'étude  de  celle 
(-lasse  d'équations.  La  méthode  qui  s'applique  ;"i  toutes  les  autres 
classes  ne  diffère  d'ailleurs  de  celle  que  je  vais  suivre  que  par 
des  complications  de  (-aïeuls. 

I  \.  Détermination  de  toutes  les  équations  (C)  à  points  cri- 
tiques fixes.  —  Je  remarque  d'abord  qu'une  équation  (£)  garde 
sa  forme  dans  le  changement  de  variables  : 

(20)  y  =  X(a?)Y  -+-  \l(x)}        X  -  ?(o?); 

l'équation  devient 

i  r.       2X'       ?'l       v   BX        Y  r_         n  bV       X"l 

?  L         A       ?  J  ?        ?    L  A       A  J 

-  ^[D  +  Cja  -f-Bfi*-f-6-fx'  -  \x\, 
A  cp  - 


i 


où  x  doit  être  remplacé  en  fonction  de  X. 

Si  B  ^  o,  on  peut  disposer  de  À,  li,  <p  de  façon  que  le  coeffi- 
cient de  Y-,  dans  la  nouvelle  équation,  soit  numérique,  égal  à  6 
par  exemple  ('),  et  que,  de  plus,  les  coefficients  de  Y'  et  de  Y 
soient  nuls.  Ces  conditions  se  traduisent  par  les  égalités 


/  IU       r  T    P"        bV       ri 


d'       aX'       .  BX 

^7  -+-   --" 
?  A 


c'est-à-dire 


X  =  B    se*J  , 

/,    î    i 
B^ate, 


•2Bu=-C+  i  | 


1^-13—  :UB7-6V  +  5-rJ' 

Si  B  =  o,  l'équation  (o)  est  linéaire  et  se  laisse  ramener  par 


(')  Le  choix  de  ce  coefficient   numérique  a  pour  effet  de  simplifier  quelque; 
i  aïeuls  ultérieurs. 
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une  transformation  (20)  à  Ja  forme 


dX* 


=  o. 


En  définitive,  la  transformation   (20)  permet  de  substituer  à 
l'équation  (C)  une  des  deux  équations 

y'=672+s(*),        7"  =  o, 

15.  Je  vais  montrer  maintenant  que  l'équation 

(£')  /'=672-hS(;r), 

ne  peut  avoir  ses  points  critiques  fixes  que  si  S(x)  est  linéaire 
en  x. 

A  cet  effet,  j'introduis  la  transformation 

Y 

{•11)  y=— ,  x  =  a-\-aX, 

ct- 

qui  substitue  à  (C')  l'équation 

(e')  y'=6>x2H-a^S(a)-f-a5^S'(a)  +  a6a:2--^  -t-..., 

et  je  développe  l'intégrale  de  (V)  suivant  les  puissances  de  a. 

Appliquons,  pour  cela,  le  méthode  classique  rappelée  au  n°  7. 
On  trouve  aussitôt 

j^  =  <p-(-a!i'4/-t-a5X>-i-a6T+... 
avec 

^'=692         <]/'— 12^  =  S(a),         y"—ii9y=xS'(a)) 

z"—  i2cpx  =  —  S"(a)  -h 

L'intégrale  générale  de  l'équation 

«p"=6cp2 


vérifie  l'égalité 


et  peut  s  écrire 

<p  =  p(x  -f-  k,  o,  h),         (k  et  h  constantes  arbitraires). 
L'intégrale  de  l'équation 

$ —  i2p(#-h  k}  o,  h)ty  =  o 
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est,  nous  le  savons  (voir  p.  aïo,  note  1), 

Calculons  immédiatement  le  coefficient  t  défini  par  l'équation 
z"—  12  p(#  -+-  A,  o,  /i)  x  =  .r*  1-A_;  ; 
la  méthode  de  la  variation  des  constantes  donne 

avec 

G'1(a7p'-f-2p)-r-G'2p'-0, 

C'^p'-r  3p')  +  G'2p"  =  *2  ^^; 
d'où  Ton  tire  aussitôt 

2  2 

Les  fonctions  #2p',  x2(xp'-{-  p)  admettent  comme  pôle  le  point 
x  =  —  À -,  et  le  résidu  de  ce  pôle  est  égal  à  —  2  pour  la  première, 
à  H- 2 A'  pour  la  seconde;  on  a  donc 

G,  =  51<£2  l0g(.r  +  Â-)+..,         G,  =  51i£}  A-  log(ar  -+-  A  ■)  -+- . . . , 

12  12 

x  =  5^1og(*H-A)[(A-a0p'-2p]-t-..., 

les  termes  non  écrits  étant  méromorphes  dans  le  domaine  de 
X  =  —  k.  Pour  que  t  soit  lui-même  méromorphe,  il  faut  que 
S'f(a)  soit  nul,  et  comme  ceci  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  a, 
il  faut  que  S(x)  soit  égal  à  px-\-q,  p  et  q  étant  des  con- 
stantes numériques.  c.  q.  f.  d. 

16.  Toutes  les  équations  (C')  à  points  critiques  fixes  se  laissent 
donc  ramener,  par  une  transformation  (20),  à  l'une  des  deux 
formes 

La  transformation  (22)  permet  d'ailleurs  de  donner  à  q  la 
valeur  o  et  à  p  la  valeur  1  (si/?  ^  o),  ou  à  q  la  valeur  *2  si  p  =  o, 
mais   si   </ =^  <*.   Les  équations  à  étudier  se  réduisent  ainsi   aux 
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suivantes  : 

(23)      y  =  o,      /'  =  6^,      y  =6^«h-1,      y'.-.r,72  +  .r. 

Les  trois  premières  s'intègrent  aussitôt  et  donnent  pour  y  les 
fonctions  uniformes 

jr=/w?-f-£,        jk,=/>(#-4-â:,o,  h),        y  —  p(x  -+-  k,  i,  à); 

il  reste  à  étudier  l'équation 

Auparavant,  je  ferai  une  remarque  au  sujet  de  la  réduction 
d'une  équation  donnée  (C)  à  une  des  formes  (23).  On  peut  tou- 
jours reconnaître,  à  l'aide  d'an  nombre  fini  d'opérations  algé- 
briques (*),  si  une  équation  donnée  (£)  se  laisse  ramener  par  un 
changement  de  variables  (20)  à  un  des  types  (23).  Tout  d'abord, 
si  l'équation  (E,)  correspond  au  type  Y'^=o,  elle  est  linéaire. 
Pour  qu'elle  corresponde  à  un  des  trois  types 

Y'i>  =  6Y'-h  S  ._  [S  ^  o,  ou  £-,  ou  X], 

il  faut  et  il  suffit  que  les  équations  (21)  soient  compatibles  avec  la 
condition 

(24)      D  +  C[ji-hB[jl2_+_6iU'_  p*-  SX  (~  \         [S  =  o,  ou  5,ou  XJ, 

ce  qu'on  sait  vérifier  et  ce  qui  se  traduit  par  une  relation  algé- 
brique entre  6,  B,  G,  D  et  leurs  dérivées.  Mais  quand  ces  condi- 
tions sont  compatibles,  trois  circonstances  se  présentent,  suivant 
([ue  S  coïncide  avec  o,  1  ou  X.  La  transformation  de  passage 
la  plus  générale  qui  vérifie  les  équations  (21)  se  déduit  de  l'une 
d'elles  en  changeant  ),  en  m-\  et  X  en  wX  +  fl  (m  et  n  dési- 
gnant des  constantes  arbitraires),  c'est-à-dire  en  changeant  Y  en 

-  Y  et  X  en  mX  -+-  n  dans  l'équation 


1 

Y"  =  Gj2  +  S 


Or,  celte  transformation  conserve  l'équation  quand  S=o; 
quand  S=  1,  l'équation  n'est  conservée  que  si  m'6  =  1,  et  quand 
S  ==  X,  que  si  m*  =  1 ,  n  =  o. 


(')  J'entends  par  là  que  les  conditions  à  Vérifier  sont  algébriques  par  rapport 
aux  coefficients  do  (C)  et  à  leurs  dérivées. 
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Si  donc  1rs  équations  (21)  et  (24)  m>d!  compatibles,  /,  u,  \ 
son l  connus  algébriquement  à  l'aide  des  coefficients  de  (C)  (el 
de  leurs  dérivées  )  dans  l'hypothèse  S  \;  a  et  \*.  sont  connus 
algébriquement  et  \  par  une  quadrature  dans  l'hypothèse  S  i£; 
[jl  est  connu  algébriquement,  \  et  X  par  /r.v  deux  quadra- 
tures (21)  dans  l'hypothèse  S  0  ('Y.  L'intégrale  générale 
de  (C)  peut  s'écrire 

.r  =  ^,p(x  ■+■  *>  [»^)  ;- n>       si       s     i, 

y  =  Xp(X  -+-  /r,  o,  h)  -h  ;x,  -1  S        (.. 

Mu  particulier,  quand  l'équation  (C)  /ic  renferme  pas  x  expli- 
citement, le  cas  de  S  =  X  ne  peut  se  présenter,  et  l'intégrale  gé- 
nérale de  (Ç)  est  (si  b  ^  o)  de  la  forme 

avec 

5  ir>  ^ 

si  6  =  o,  elle  est  donnée  par  l'équation  elliptique 

Je  vais  montrer  maintenant  que  l'intégrale  générale  de  l'équation 

(F)  7"=:GjK24-# 

est  méromorphe  dans  tout  le  plan. 

étude  de  l'équation  y"  =  Qy-  -h  x. 

17.  J'établirai  d'abord  que  l'intégrale  de  l'équation  (F) 
n'admet  pas  de  points  critiques  algébriques,  mais  admet  des 
pôles  mobiles. 

Soit,   en  effet,  x0   un  point  singulier    algébrique  d'une    inté- 


(')  C'est  ce  que  vérifie  un  calcul  tout  élémentaire  que  j'omets  pour  abréger  et 
qui  donne  explicitement  les  expressions  de  X,  ;;.,  X 
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graley(#),et  soient  y 0,  y'0  les  valeurs  (finies  ou  non)  de  y,  y'  pour 

x  =  x0.  Tout  d'abord, y0  ely'0  ne  peuvent  être  finies  toutes  deux; 

sinon  y(x)  serait  bolomorphe  pour#  =  #0.  Siy'0  est  infini,  il  en 

est  de  même  a  fortiori  de  y"0  et,  par  suite,  dey0  d'après  (F). 

Soit  donc 

h 

r  désignant  un  nombre  réel,  positif  et  rationnel.  Pour  que  y"  eiy2 
aient  même  partie  principale,  il  faut  que  r=.a  et  h  =  i.  Po- 
sons alors 

s  étant  réel,  positif  et  rationnel;  la  substitution  de  cette  valeur 
dey  dans  l'équation  (F)  montre  que  s  doit  être  égal  à  4  et  A-  égal 

à -•  En  poursuivant  le  calcul,  on  trouve  que,  si  une  intégrale 

lo  i  'i  <-> 

y{x)  admet  le  point  x  =  x0  comme  point  singulier  algébrique 

(pôle  ou  point  critique),  son  développement,  dans  le  voisinage  de 

ce  point,  est  de  la  forme 

(25)    y= !— —  °^  {x-xQy-l-{x-x,f-^h{x— ^o);+-  ^(x—xQ)6-i-...; 

{x — a?0)2       io  o  io 

h  désigne  une  constante  arbitraire. 

Il  existe  effectivement  des  intégrales  qui  admettent  un  tel  déve- 
loppement, et  ces  intégrales  sont  méromorpbes  dans  le  domaine 
du  point  x  =  xQ.  Pour  l'établir  («  )  écrivons  le  développement  (25) 


ainsi 


i  x  .  v>     (x  —  x0y 

y  =  -, 1 (  x  —  XQ  )2 : 

J  (x  —  X0)*  lOV  13 

X^ 

-4-/i(a?  —  a70)v-r-  -5  O  —  #o)6 

I  o 


(')  Il  est  bien  facile  de  voir  que,  si  l'on  poursuit  le  développement  (  25),  toutes 
les  puissances  successives  de  (x  —  x0)  sont  entières,  ce  qui  montre  que  y{x)  est 
dénuée  de  points  critiques  algébriques.  D'autre  part,  une  fois  h  choisi,  tous  les 
coefficients  du  développement  (25)  sont  déterminés,  et  l'on  prouve  aisément  que 
ce  développement  converge  en  le  comparant  à  une  série  majorante.  Mais  le 
mode  de  démonstration  que  nous  employons  dans  le  texte  nous  sera  utile  par 
la  suite. 
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d'où 

f  a  x(x —  x0)         \ 

a?* 

-i-  4A(a?  — a*0)3-f-  — -(a?  —  r0)5-h 

Kliminons  (.r — x0)  entre  ces  deux  développements;  il  vient,  en 

i 
posant  y  =  —, 

(a5)         r'  =  — 'L  _££J  _fî  +  -/IS53  +  ...        (e  =  ±i). 

Ceci  posé,  j'effectue,  dans  l'équation  (F),  la  transformation 

(27)  ^=i'       J'  =  _  ^  — T~~^  ~f~w~3; 

les  fondions  z(x),  u(x)  vérifient  un  système  qu'on  forme  immé- 
diatement, à  savoir (')  : 


/  àz  ,       z*        u 


(28) 

J  du       r"-z        3-r;;2  l\  \        Jui''        3»!    . 

Ce  système  admet  une  solution  z(x),  u{x),  et  une  seule,  qui 
répond  aux  conditions  initiales  x0,  s0=o,  w0,  et  cette  solution 
est  holomorplie  pour  x  =  x0]  la  solution  y(x)  correspondante 

admet  x  =  x0  comme  pôle,  et  h  est  égal   à   4-  — °« 


(')  La  transformation  (27)  est  choisie  précisément  de  façon  que  le  nouveau 
système  différentiel  soit  régulier  pour  z  =  o. 

Il  est  évident,  en  effet,  que  le  système  est  de  la  forme 

zmz'—'P{x,z,u),        zmu'=  Q(x,z,  u) 
(  P,  Q  polynômes  cna:,;,w;  PouQ^o  pour  z  =  o  )  ; 

d'autre  part,  si  l'on  essaie  une  solution  de  la  forme 

z  -  (X  —  X0){l  +...),         u=  u0-h(x  —  x0)  (l  -4-...), 
les  premières  égalités  à  écrire 

y.      P  (  X„,  O,  t/„  )-•-...  t  +  =       Q(a?»,Q,  M„)+.     • 

doivent,  d'après  (26),  être  admissibles  pour  x0,  u0  quelconques,  ce  qui   exige 
m  —  o. 


430  — 


■>.        xz 

-*»  " 

—   H 

_   —   _ 

-  U 

Z>             1 

■2 

Remarquons  que  rien  n'est  change  [si  ce  n'est  le  signe  de  Z 
dans  (28)],  quand  on  emploie,  au  lieu  de  la  transformation  (27), 
la  transformation 

(29)  Y  =  i'         f 

L'intégrale  générale  y{x)  de  l'équation  (F)  n'admet  donc  pas 
de  points  critiques  algébriques,  mais  elle  admet  des  pôles  et,  dans 
le  voisinage  de  ces  pôles,  le  développement  de  y(%)  est  de  la 
forme  (25)  ('  ). 

18.  Mais  V intégrale  y  (x)  de  (F)  ne  présentc-l-cUe  pas  de 
singularités  transcendantes?  C'est  ce  qui  n'est  nullement 
démontré. 

Pour  bien  faire  comprendre  la  nature  de  cette  difficulté,  consi- 
dérons un  exemple  plus  caractéristique  que  l'exemple  cité  plus 
haut  (n°  2),  à  savoir  l'exemple  de  l'équation 

,,=  v,2  |>['2*»,r»- (1  +  *')]  ^  i 1 

y       f     L  (i-J2)(i-/-72)         X/(i-^)(i -*«>*}  J 
(X,/i2,  constantes  numériques). 

On  voit  aisément  que  l'intégrale  y(x)  de  cette  équation  ne 
présente  pas  de  points  singuliers  algébriques  autres  que  des  pôles; 
une  discussion  plus  approfondie  montre  même  que  toute  inté- 

(')  Etant  donnée  une  équation  (C)  qu'on  peut  supposer  ramenée  à  la  forme 

cherchons  les  conditions  pour  que  y  (se)  admette  des  pôles  mobiles;  si  l'on  rem- 
place, dans  (O),  y(x)  par  un  développement  polaire,  on  voit  que  ce  développe- 
ment doit  être  de  la  forme 

y=  (g-- a^v»  ~~  ï^te  — **>*—  fj(^--^o)3+^(^-^o),+3  +  ---,     (*>o); 

mais  quand  on  veut  déterminer  le  ternie  h(x  —  x0)i+:\  on  trouve  que  les  termes 

en  (x —  x0)2  [dans  l'égalité  (<!>')]   se  réduisent  au  terme  unique —  (x  —  xoy. 

Ce  terme  ne  peut  disparaître  (pour  x0  quelconque)  que  si  S(x)  est  linéaire 
en  x.  C'est  précisément  la  condition  que  nous  avons  trouvée  au  n°  15,  en  expri- 
mant que  l'équation  (C')  a  ses  points  critiques  fixes.  Cette  coïncidence  n'est  pas 
fortuite,  mais  résulte  d'un  théorème  général  qui  sera  exposé  dans  les  Mémoires  des 
Acta. 
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grale  y(x)  qui  tend  vers  une  valeur  déterminée  (finie  <>u  non) 
quand  x  tend  vers  .*■„  sur  un  certain  chemin  (d'ailleurs  quel* 
conque),  est  bolomorphe  ou  méromorphe  pour  x  ./•„.  Ce  sérail 
cependant  commettre  une  erreur  grossière  que  d'en  coin  hue  que 
l'intégrale  y (x  )  est  méromorphe  dans  tout  le  plan.  L'intégrale  de 
l'équation  peut  en  cflci  s'écrire 

y  —  sn*»[X  log( Kx  -+-  B)|,         A,  B  constantes  ai  bitraires. 

Le  point  x  = — -r  est  donc,  un  point  d'indétermination  complété 
de y(x);  quand  x  tend  vers  —  £  sur  un  chemin  donné,  y(x)  ne 

tend  vers  aucune  limite  (finie  ou  non);  de  plus,  une  infinité 
de  valeurs  dcy(x)  se  permutent  autour  de  ce  point  (à  moins  que 
2J7cX  ne  soit  une  période  ou  une  partie  aliquotc  d'une  période 
de  sn*»). 

Il  n'est  donc  nullement  absurde,  a  priori,  de  supposer  que 
l'intégrale  y  (x)  de  l'équation  (F)  présente  des  singularités  trans- 
cendantes. Ces  points  singuliers  peuvent  être  à  la  fois  points 
essentiels  et  points  critiques  transcendants,  être  isolés  ou  former 
(comme  dans  le  cas  du  troisième  ordre)  des  lignes,  des  ensembles 
parfaits,  etc.  Pour  démontrer  que  les  singularités  transcendantes 
dey  (x)  n'existent  pas,  nous  n'avons  le  droit  d'introduire  au- 
cune restriction  :  une  discussion  qui  écarterait  d'avance  certaines 
singularités  comme  invraisemblables  serait  inexistante. 

C'est  cet  obstacle,  comme  je  l'ai  dit,  qui  a  arrêté  longtemps  les 
efforts  des  géomètres.  Les  deux  premières  méthodes  qui  m'ont 
permis  de  le  surmonter  étaient,  la  première  surtout,  d'une  com- 
plication extrême.  J'ai  trouvé  récemment  une  troisième  méthode 
beaucoup  plus  simple,  méthode  synthétique  qui  non  seulement 
s'applique  d'elle-même  aux  équations  du  second  ordre,  mais  s'étend 
aux  équations  d'ordre  supérieur.  C'est  cette  méthode  cpie  je  vais 
exposer  ici  sur  l'équation  (F), 

19.  Démonstration  de  ta  non-existence  des  singularités 
transcendantes  de  V équation  (F). 

Soit  y  (x)  une  intégrale  particulière  de  (F),  définie  par  les 
valeurs  initiales  (finies)  x„. ,) "»,  y\   de  ./•,  y,v'.   La  fonction  y  (x) 
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est  holomorphc,  et,  a  fortiori,  méromorphe  dans  le  voisinage 
de  x0.  Soit  T  le  plus  grand  cercle  de  centre  x0  où  y  (x)  reste  mé- 
romorphe. Si  T  embrasse  tout  le  plan,  le  théorème  est  démontré. 
Sinon,  il  existe  sur  la  circonférence  de  Y  au  moins  un  point  sin- 
gulier non  algébrique,  x  =  a,  de  la  fonction  y(x).  Je  vais  mon- 
trer que  cette  hypothèse  est  absurde. 

Faisons  tendre  x  vers  le  point  a  sur  le  rayon  x{)a  ou  /,  et  soit 
M(x)  le  module  maximum  des  deux  quantités  y(x),  y'(x).  Si 

M(x)  ne  tend  pas  vers  V infini  quand  x  tend  vers  a  sur  /,  il  est 
clair  que  y{x)  est  holomorphe  pour  x=  a.  En  effet,  il  existe 
alors  sur  le  rayon  /  des  points  #,,  aussi  voisins  de  a  qu'on  veut, 
pour  lesquels  y  et  y'  prennent  des  valeurs  y, ,  y',  de  module  infé- 
rieur à  une  certaine  quantité  numérique  A.  D'après  le  théorème 
fondamental  de  Cauchy,  l'intégrale  y  (a?)  de  (F)  définie  parles 
conditions  initiales. 

ffii    /i>    y\>  avec        |a?i  — a|<A,    |/i|<A,     |/4|<A, 

est  holomorphe  dans  un  cercle  de  centre  x{  et  de  rayon  supérieur 
à  une  certaine  quantité  positive  B;  par  suite,  cette  intégrale  est 
holomorphe  pour  x  =  a.  Il  faut  donc  admettre  que  M(x)  tend 

vers  l'infini  quand  x  tend  vers  a  sur  l. 

On  connaît  une  infinité  d'intégrales  de  (F)  pour  lesquelles  M(x) 

tend  vers  l'infini  avec :  ce  sont  les  intégrales  qui  admettent 

Ou        ■  CL 

x  —  a  comme  pôles;  pour  ces  intégrales,  l'expression  u  définie 
par  l'égalité  (27), 

(où  l'on  donne  à  y2  un  signe  convenable J,  tend  vers  une  valeur  ar- 
bitraire finie  "jh.  Inversement,  supposons  qu'une  intégrale  y{x) 
satisfasse  à  la  condition  suivante  :  il  existe  (sur  le  rayon  /)  des 

points  x{ ,  aussi  voisins  de  a  qu'on  veut,  tels  que  \y(xt)  |  dépasse 

toute  limite  donnée  et  que  ypour  un  signe  convenable  de  y2) 
\u(xt)\  reste  inférieur  à  une  certaine  quantité  A.  Je  dis  que 
cette  intégrale  y  {x)  est  méromorphe  pour  x  =  a. 

Posons,  en  effet,  comme  plus  haut,  y~  -g •  Une  des  exprès- 


sions 


l      I      ,  2 

sa  |  -3  '  a  3 


garde,    pour  ./'  ==  .r,,    llll    module    iiilrnciii 

Effectuons  !;i  transformation  (27) 


m  - 

1  I  I 

\,  soil  la  première. 


y 


xz 


y  «       _, h«^, 

z  ■         -         a 


L'intégrale  3.(4?.),  «(x)  du  système  (*>.8),  définie  par  Les  condi- 
tions initiales 


./•, 


;1,        "l 


avec 


X\  —  (l 


A,     |~.|<A,     |w,  |<A, 


est  holomorplie  dans  un  cercle  de  centre  de  .r,  et  de  rayon  supé- 
rieur à  une  quantité  numérique  13;  elle  est  donc  holomorplie 
pour  x  =  a.  Par  suite,  y  (x)  est  méromorplie  pour  x=a. 

Cette  remarque  va  nous  servir  à  démontrer  que  x  =  a  ne  peut 
être  un  point  transcendant  de  l'intégrale  considérée  y  (x). 

20.  L'expression  h,  introduite  plus  haut,  jouit  de  la  propriété 
que,  si  l'on  remplace  y  et  y'  par  le  développement  polaire  d'une 
intégrale,  une  des  deux  valeurs  de  u  reste  finie  et  prend  au  pôle 
une  valeur  arbitraire.  11  est  facile  de  former  une  infinité  d'expres- 
sions 


(3o; 


U  =  p(x,y,y') 


qui  jouissent  de  cette  propriété,  et  de  les  choisir,  notamment, 
rationnelles  en  x,  y,  y'.  Le  procédé  le  plus  simple  consiste  à 
multiplier  les  deux  égalités 


1  4 [  x  ul 

*y  ~^y   L       v2      y'i  ' 


il  vient 


Posons 


y 


y-i  _  4/3  _  w  _,_  ^_  4.  £U  _|_      r.     1 


y 


y 


o. 


U  =  y'*  —  4j3  -2^/  + 


r 


quand,  dans  U,  on  remplace  y  par  un  développement  polaire  (25), 
xxviii.  i5 
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IJ(./ ■)  esl  (dans  le  voisinage  du  pôle  x  =  #0)  de  la  forme 

tï(.r)  =—  -28// i-<r-(x  —  a?o)'M-  ■•]• 

Pour  éviter  (ee  qui  nous  sera  utile  plus  loin)  que  U' ('./■„  |  oe  soit 
nul,  il  suffit  de  remplacer  U  par  e  =  U  H-  x\  soit  donc 

(3i)  i'  =y'i  —  -ir3-  ixy +■  —  ■+-  x\ 

dans  le  voisinage  d'un  pôle  x  =  x0  dcy(x),  on  d 

v(x)  =_  <28 /* -t- .r0 -4- O  —  x0)2[..  •]  =  — 4"(^)  +  ^+   yl"']'* 

n(x)  désigne  celle  des  deux  valeurs  de  u  qui  reste  finie  au  pôle 

x  =#o  d-e  /(#). 

Donnons  à  v  et  à  .r  des  valeurs  finies,  à  j-  une  valeur  très 
grande,  et  soit  y'  une  quelconque  des  deux  racines  de  l'équa- 
tion (3i);  une  des  deux  valeurs  de  l'expression  u  qui  correspondent 
à  ces  valeurs  de  x,  y,  y'  est  de  la  forme 

X  —  V  1     r  . 

et  est,  par  conséquent,  finie  ('). 

Considérons,  d'après  cela,  une  intégrale  y  (x)  de  (F),  et  sup- 
posons qu'il  existe  (sur  le  rayon  l)  des  points  x{,  tendant  vers  <i, 


(')  Remarquons  que  le  succès  de  la  méthode  tient  essentiellement  à  ce  fait  que 
v  est  du  second  degré  en  y'.  Si  l'on  résout  l'équation  (3i)  par  rapport  à  y',  on 
trouve  [pour  x,  v  finis  et  \y\  très  grand] 


—  i  H  x         x  —  v 

Y  = H  J2     2  H ; -r—r-  +. 


d'où  (pour  une  des  deux  valeurs  de  m), 

x  —  v        i 

a=  — ? k-  -(•••)• 

i  y 

Substituons,  au  contraire,  à  v  une  expression  U  =  p(x,y,r')  rationnelle  <n 
x,  y,  y',  mais  de  degré  />  2  en  y',  et  qui  prenne,  en  un  pôle  ar9,  une  valeur 
arbitraire.  Pour  x,  y,  U  donnés  {x,  U  finis,  y  très  grand),  l'égalité  U  =  p  définit 
/  valeurs  de  y\  dont  deux  au  moins  laissent  finie  une  valeur  de  u;  mais,  pour 
chacune  des  (/  —  a)  autres  valeurs  de  y',  les  deux  valeurs  de  u  peuvent  être 
très  grandes.  Si  donc,  pour  des  valeurs  x{  qui  tendent  vers  «,  \y(x)  |  croit  in- 
définiment, tandis  que  U(x)  reste  fini,  on  n'en  saurait  conclure  que  y(x)  esl 
rnérômorpbé  pour  x  =  a. 
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i ( •  1  s  que  |  r(./'i  I  |  puisse  dépasser  toute  limite,  taudis  que  *  |  /  ;  I 
reste  fini  |s<>it  |^(.T|)  |  <  A];  cette  intégrale  esl  méromorphe 
pour  ./■  —  (t,  car  une  des  deux  valeurs  <!<•  //(./-,  |  reste  finie. 

21.  Nous  introduirons  ici  une  restriction  que  nous  lèverons 
dans  un  instant.  Nous  admettrons  que  l'intégrale  considérée^ (#) 
(pour  laquelle  x  =  a  est  un  poinl  transcendant)  conserve  sur  le 
rayon  /  un  module  supérieur  ou  égal  ;'i  une  certaine  < | •  i ;i » 1 1 1 1 «'*  p. 

Dans  ces  conditions,  il  est  impossible  que  v(x)  tende  vers  une 
valeur  finie  quand  x  tend  vers  a  sur  /.  lai  effet,  si  V  et  7  restent 
Unis  (en  même  temps  que  \y\  reste  supérieur  à  p),  y1  resh-  éga- 
lement fini  [d'après  l'égalité  (3iYL  et  l'intégrale  y  (x)  est  holo- 
morphe  pour  x  =  a.  Si  preste  fini  en  même  temps  que  \y\  dépasse 
toute  limite,  v(x))  nous  venons  de  le  voir,  est  méromorphe  pour 

x  =  a.  Il  faut  donc  que,  pour  des  valeurs  de  x  qui  tendent  vers  <:/, 
le  module  de  v(x)  croisse  indéfiniment. 

Nous  allons  en  déduire  que,  pour  d'autres  valeurs  xK  de  x,  voi- 
sines de  a.  le  module  de  v(x)  est  très  petit  et,  par  suite,  en  vertu 
de  la  remarque  finale  du  n°  20,  que  y(x)  est  méromorphe  pour 
x  =  a . 

Considérons  pour  cela  l'expression 

y"       y'1 

,,    .        iy'y" — \'iy2y'  —  ix  y' — 2K+- -— — hi 

v  (x)       •  J         -    J  y       y 

V(#)  r-,         ,     Q  y' 

(32)     (  y1  —  4.r3  —  >*y  ■+-  -  -+-^ 

\y%—  y'-+y*-*-vy  _w 


y  (y/2  —  \y'*—  ±xy-  +/  +  xy) 

11  faut  que  cette  expression  w(x)  croisse  (en  module)  indéfi- 
niment   pour    des    points    x{    de    /   voisins     de  a  :    autrement, 

/       iv  d.r 

ç  =  vQ  e  v°  resterait  fini  quand  x  décrit  le  rayon  /.  De  plus,  la 
valeur  dey(x)  en  ces  points  xK  dépasse  toute  limite;  car  si  |jk(^»)| 
reste  fini  (mais  supérieur  à  p),.y'(#i)  est  très  grand,  et  la  valeur 

w(Xi)  se  réduit  sensiblement  à  la  valeur  finie — — ■• 

\     '/  JK2(^i) 

D'autre  part,  si,  entre  les  expressions  v(x,y,y')  et  w(xyy^y), 
on  élimine  y\  les  deux  valeurs  de  iv(./\  r.  e)  sont  (pour  y  très 
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grand)  de  la  forme 

Si  donc,  pour  xK  voisin  de  ^(sur/),  y(x)  est  1res  grand  ainsi 
que  <r(#),  la  fonction  v(x)  est  très  petite,  cl  l'intégrale  y (x) 
est  méromorphe  pour  x  =  a. 

Il  est  donc  impossible  que  x  ==  a  soit  un  point  transcendant 
de  l'intégrale  considérée  r (x).  c.   q.   f.   n. 

22.  Nous  avons  toutefois  introduit  au  numéro  précédent  une 
restriction  :  nous  avons  admis  que  |  y(x)\  restait  supérieur  à  une 
quantité  positive  p  quand  x  tendait  vers  a  sur  /.  Il  importe  de  lever 
cette  restriction. 

Je  remarque  d'abord  que,  sans  modifier  en  rien  la  méthode 
précédente,  il  est  loisible,  dans  l'expression  c,  de  remplacer  le 


terme  —  par >  ç  désignant  une  constante.  La  démonstration 

y  v    y —g  ° 

n'est  donc  en  défaut  que  si,  sur  /,  la   fonction  y{x)  s'approche 
autant  qu'on  le  veut  de  toute  valeur  g  donnée  à  l'avance. 

Cette  remarque  permet  d'écarter  immédiatement  le  cas  où 
y(x)  tendrait  constamment  vers  zéro  quand  x  tend  vers  a 
sur  /.  On  pourra  donc  toujours  choisir  la  quantité  positive  p  de 
façon  que,  pour  des  points  de  /  (aussi  voisins  de  a  qu'on  veut), 
|jk(^)|  soit  supérieur  à  p;  pour  d'autres  points  x  =  xK  de  / 
(aussi  voisins  de  a  qu'on  veut),  |jk(^)|  sera  inférieur  à  p.  Telle 
est  l'hvpothèse  où  nous  nous  plaçons. 

11  est  évident  que  rien  n'est  changé  dans  le  raisonnement  des 
nos  21,  22,  si  l'on  substitue  au  rayon  /  un  autre  chemin  À  de  lon- 
gueur finie  ('),  aboutissant  au  point  ay  et  le  long  duquel  y(x) 
est  méromorphe  [l'extrémité  a  étant   supposée  un  point  trans- 
cendant de  la  branche  de  fonction  y(x)\. 


(')  Il  est  essentiel  de  supposer  7;  de  longueur  finie;  autrement  la  partie  réelle 
de 


pourrait  croître  indéfiniment,  lors  même  que  |<vj  resterait  inférieur  à  un  nombre 
donné. 
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Ceci  posé,  je  marque  sur  le  rayon  /  la  suile  indéfinie  de  seg- 
ments ./•,./••..,./•,./••,.  ...  sur  lesquels  lyi'.rù  esl  moindre  <pi<-  p! 
j'appelle  r,.,,  r,.,  .  .  .  leurs  longueurs.  .!«•  \ai->  montrer  qu'on  peul 

remplacer  chaque  segmenl  ./ •,  .*  _.  par  un  chemin  de  longueur  com- 
parable à  eu,  sur  lequel  |.y(-'')|  esl  égal  ;'«  p,  h  tel  qu'entre  ce 
chemin  ci  le  segment  ./•,./•_.,  la  fonction  W#)  soil  liolomorphe. 

À  cet  effet,  je  prends  x  comme  fonction,  y  comme  variable; 
L'équation  (  V)  devient 

^,  x  d*X  i  dx\*,  . 

Soit  x(y)  l'intégrale  de  (33)  définie  par  les  conditions  ini- 
tiales :  x(j  o)  =  xQ,  x'(y0)  =  x[}.  Pour  x\  =  <>,  l'intégrale  se  ré- 
duit à  x  =  x0,  x'=  o.  Si  y,  y0,  x0,  x'{)  satisfont  aux  inégalités 

(34)         !r!5p,      irolip,      |av-*i£p,      i*il*' 

(t  désignant  une  quantité  positive  suffisamment  petite),  on  peut 
écrire,  en  vertu  des  théorèmes  bien  connus  de  M.  Poincaré, 

a?'=a?o[i+  i{y%  <r0,7o,  #o)]>         l£!  <ïli 

s  représente  une  fonction  bolomorphe  de  j',  .r0,  y0,  x'0  dans  le 
domaine  (31),  et  t\  une  quantité  choisie  à  l'avance  aussi  petite 
qu'on  veut  :  il  nous  suffit  ici  de  prendre  r\  inférieur  à  ~  par 
exemple. 

Soit  maintenant  G  le  chemin  que  décrit  y  quand  x  varie  (sur  /) 
dext  à  x2'i  Ie  chemin  G  ne  sort  pas  du  cercle  v  décrit  dans  le  plan 
des  y y  de  l'origine  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  g;  les 
deux  extrémités  yK ,  y2  de  )„  sont  sur  la  circonférence  de  Y.  Appe- 
lons s  l'arc  de  G  compté  à  partir  de  yiy  et  S  la  longueur  totale 
de  G.  Appelons  enfin  a  l'angle  que  fait  le  rayon  /  avec  l'axe  réel 
du  plan  des  x,  et  posons  x  —  a  -f-  r(cosot-+-'*sina)ï  la  quantité 

dx  i  r     \dv  ,      ,  •    dr      w  ,.  •   , 

—r-  ou  x  (y)-j- esl  égale  a  cca-j--   iiemarquons  de  plus  que  si  le 
point  xt  est  pris  suffisamment  voisin  de  «,  y' (#i)j  y'  (#3),    •  •  • 
sont  très  grands  et  leur  module  dépasse  -• 
L'égalité 

x.2-.rl  =  (C)f    x'(y)dy  =     f    x'(yj-£  ds  =  e*  f  -£d& 

•       y.  •      U  *      (I 
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nous  montre  que 

'    \x'{y)\  ds-  \x\  |  /    [i  k ■!■(#)]*,        IêjKK- 

0  •  0  y>' 


(I  ou 


C121:    1^1    !    .7 


D'antre  part,  faisons  décrire  à  y  le  plus  petit  arc  de  la  circon- 
férence y  compris  entre  yK  et  y2]  et  soient  <r  la  longueur  de  cet  arc, 
L  le  chemin  correspondant  décrit  par  x,  chemin  qui  part  de  xs 
pour  aboutir  en  x2.  On  a 


arcL 


%\x\\     /      [i  +  £2(ff)]rf<;<  la:',  |  — ,  |«*|<1ï<7* 


Comme  S  est  au  moins  égal  à  la  corde  qui  joint  les  points  y,,  y2, 
l'arc  a-  est  au  plus  égal  à  —S;  d'où 


arcL  ^  \x\  |  —  S  5j  — -  c,2. 
•  42 

Enfin,  commc^'(j')  est  holomorphe  et  différent  de  zéro  dans 
le  cercle  et  sur  la  circonférence  y,  la  fonction  y(x)  est  holo- 
morphe entre  L  et  le  segment  x^x2  '.  autrement  dit,  on  peut  dé- 
former L  d'une  façon  continue  (les  extrémités  xK,  x2  ne  variant 

pas)  et  le  réduire  au  segment  XiX2,  sans  rencontrer  de  points  sin- 
guliers de  y(x). 

Remplaçons  donc  chaque  segment  xsx2^  x^x^  ...  par  le 
chemin  L  correspondant.  Nous  formons  ainsi  un  chemin  X,  com- 
posé d'arcs  analytiques  réguliers  dont  le  nombre   croît  indéfini- 

ment  mais  dont  la  longueur  totale  est  inférieure  a  —  /  (si   /  dé- 

signe  la  longueur  du  rayon  /).  Le  long  de  A,  la  fonction  y(x)  est 
méromorphe,  son  module  est  au  moins  égal  à  p  et  elle  doit  ad- 
mettre l'extrémité  a  de  A  comme  point  singulier  transcendant.  Le 
raisonnement  des  nos  20  et  21  montre  dès  lors  que  cette  hypo- 
thèse est  absurde. 

23.  Propriétés  de  la  transcendante  méromorphe  y(x)  dé- 
finie par  V équation  (F).  —  Chaque  intégrale y(x)  de  l'équa- 
tion (F)  est  donc  une  fonction  méromorphe  dans  tout  le  plan. 
Elle  n'admet  comme  pôles  (pie  des  pôles  doubles,  et  dans  le  voisi- 
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nage  d  un  <!<•  ces  pôles  i  (#)  esl  de  l'a  forme 

•'   ....  '.,,.,,   ,';;'■'■  '■■•'  ■•■• 

On  sait  qu  une  fonction  méromorphe  peul  toujours  (el  d  u n < • 
infinité  de  manières)  être  représentée  par  le  quotient  de  deux 
fonctions  entières.  Mais  ce  qu'il  importe  <!<■  démontrer  c'esl 
qu'on  peut  choisir  ici  ces  fonctions  entières  de  manière  qu'elles 
soient  définies  par  une  équation  différentielle  très  simple  du 
troisième  ordre. 

Tout  d'abord,  si  l'on  pose 

=  —  fy(x)  efcr,        Ç  =  «/t|W*, 
on  a 

et  Ç  vérifie  une  équation  différentielle  du  quatrième  ordre  qu'on 
peut  écrire  ainsi 

■|  =rh      r;'  +  G/;2  +  ^  =  o. 

Mais  la  dernière  équation,  multipliée  par  v\",  s'intègre  immé- 
diatement et  donne 

Y]"2 

— h  2  /}  3  H-  xrt' —  7]  =  const. 

La  fonction  y (x)  se  laisse  donc  définir  par  l'égalité 

d  II 


y  dx 

où  Ç  est  une  fonction  entière  qui  vérifie  le  système  du  troisième 
ordre 

y>                          .f"% 
( 35 )  y  =  r, , h  2  r/3  -+-  r  y/  —  ?]  =  o. 

On  serait  arrivé  au  même  résultat  par  un  procédé  systématique 
qui  a  une  portée  générale.  Le  procédé  consiste,  dans  ce  cas  parti- 
culier, à  substituer  à  y(x)  une  combinaison  IV/.  r,  r')  qui 
n'ait  que  des  pôles  simples  de  résidu  égal  à  i.  Prenons  pour  P 
un  polynôme  et  remplaçons-y  r(/)<vt  rV/i  par  un  développe- 
ment (20)  et  le  développement  dérivé.  Pour  que  les  termes  de  plus 

haut  dci>ré  en se  détruisent,  il  faul  que  I*  soil  au  moins  du 

0  x  -     '  l 
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deuxième  degré  en  y'  et  du  troisième  en  y.  Considérons  donc 
l'expression 

«(x)y'î-^y'\b{x)y  -h  c(x)]  +  d(x)y*-h  e(x)y*-hf(x)y, 

et  cherchons  à  disposer  de  a,  .  .  . ,  /  de  manière  que  x  =  x0,  ai1 
lieu  d'être  un  pôle  du  sixième  ordre  de  cette  expression,  soit  pôle 
seulement  du  premier  ordre  et  ait  comme  résidu  l'unité.  Les  six 
équations  linéaires  et  non  homogènes  en  «,  6,  .  .  . ,  /  qu'on  ob- 
tient ainsi  conduisent  immédiatement  à  l'expression 

y'ï 

y)  = 2jK3 — xy;         d'où  l'on  déduit  :         r/  =  — y  ; 

la  fonction  Ç  =  esvlx  est  une  fonction  entière. 

2i.  /Je  r  intégrale  y  {x)  considérée  comme  fonction  des  con- 
stantes. — ■  Quand  une  équation 

(36)  y"=-.R(y\y,  x) 

(où  R  est  rationnel  en  j/,  y,  x)  a  ses  points  critiques  fixes,  l'inté- 
grale y(x),  définie  par  les  conditions  initiales  x0,  y0,  y'{),  est  une 
fonction  uniforme  des  deux  constantes  arbitraires  y0<  y'0,  (x{)  a 
reçu  une  valeur  numérique);  mais  trois  cas  peuvent  se  présenter  (*): 

Premier  cas.  — y(x)  est  une  fonction  rationnelle  deyQ,y'0. 
Dans  ce  cas,  ou  bien  l'intégrale  s'exprime  algébriquement  eu 
fonction  de  x  et  de  z}  z',  z" ,  la  fonction  z(x)  représentant  l'in- 
tégrale d'une  équation  linéaire  et  homogène  du  troisième  ordre, 
à  coefficients  algébriques;  ou  bien  l'équation  admet  une  inté- 
grale première 

(37)  ll(x,y,y')  =  const. 

où  II  est  une  fonction  rationnelle  de  y\  y,  dont  les  coefficients 
s'expriment  algébriquement  en  x  et  u  (u  désignant  l'intégrale 
d'une  équation  de  Riccati  à  coefficients  algébriques)  (2). 

Deuxième  cas.  — jK(^)estune  fonction  transcendante  dey0yy0, 
mais  on  peut  substituer  àyo,  y'0  d'autres  constantes  telles  qu'une 
(et    une    seule)    d'entre    elles    figure    algébriquement   dans  y. 

(')   Voir,  par  exemple,  mes  Leçons  de  Stockholm,  p.  465-4^6. 
(-)  Loc.  cit.,  p.  36o-383. 


-  u\  - 

(  )n  dit  alors  que  y  i  a ',)  <si  une  fonction  scnu-  transcendante 
des  deux  constantes.  L'équation  admel  alors  une  intégrale  pre* 
mière  {'^)  {')• 

Troisième  cas,  — y(J')  csl  ,inr  fonction  transcendante  des 
deux  constantes,  de  quelque  façoQ  qu'on  l<^  choisisse*  On  du 
alors  que  l'intégrale  est  une  fonction  essentiellement  transcen- 
dante des  deux  constantes. 

25.  Nous  allons  voir  cjuc  L'intégrale  y(x)  de  l'équation  (F) 
rentre  dans  ce  dernier  cas. 

Tout  d'abord,  L'intégrale  y(x)  de  (24)  ne  peut  renfermer  ration- 
nellement les  deux  constantes.  Autrement,  il  en  serait  de  même 
pour  L'intégrale  de  l'équation 

(38)  f  =  6/* -*«*#« 

qui  se  déduit  de  {il\  )  en  changeant  x  en  rxx  et  y  cn-2;  la  chose 

ayant  lieu  pour  a  quelconque,  aurait  lieu  pour  x=o,  résultat 
absurde,  pussque  l'intégrale  y  =  p  (3?  -f-  A:,  o,  h)  de  l'équation 
y'r—  6y-  est  une  fonction  semi- transcendante  des  constantes. 
Admettons  maintenant  que  l'intégrale  y{x)  de  (24)  soit  une 
fonction  semi-transcendante  des  constantes.  Il  existe  alors  une 
intégrale  première  de  la  forme  (3-),  et,  par  suite,  des  équations 
intégrales 

(39)  P(/,y,  x)  =  o, 

où  P  est  un  polynôme  en  y',  y.  Je  vais  montrer  que  cela  est  im- 
possible. 

L'équation  du  premier  ordre  (39)  ayant  son  intégrale  uniforme, 
le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  y',  soily'"1,  est  indé- 
pendant dey  et  peut  être  supposé  égal  à  l'unité.  Le  polynôme  P 
est  de  la  forme 

Y=y'm  +  q2(J)  x)y'm-\  _+_ . . .-h  Q2/„_2(j,  x)y'  -+-  Qtm  (y,  a?)  =  o, 

Ooj  désignant  un  polynôme  en  y  de  degré  xi  au  plus. 

Si,  dans  P,  on  remplace  y  par^i  y'  par  ^j>  x  par  .r0  -f-  a.r,  le 

(')  Leçons  de  Stockholm,  p.  466-482 


—  Mï  - 
polynôme  V  prend  la  forme 

ik  I po(/i  r )  +  «pi (y, y,*) -*-. . -L      /•    >"'■ 

1         1 
P0  est  une  fonction  homogène  de  yl% ,  y- ,  et  L'égalité   P0  =  o  est 

une  équation  intégrale  de  l'équation  (38)  où  a  est  nul.  Il  suit  de 

là  aussitôt  que  Po  est  nécessairement  de  Ja  forme 

P0=  \(yt—  4j3y         (X  facteur  constant). 

Cela  exige  que  k=3m  =  6j  :  autrement,  dans  P0,  le  coeffi- 
cient de  la  plus  haute  puissance  de  y'  serait  un  polynôme  en  y 

dont  le  degré   serait  égal  à   - — ■ -•   Le  polynôme  Qim  en  y  est, 

par  suite,  de  degré 

Mais  on  peut  aller  plus  loin  :  l'intégrale  de  l'équation  (39) 
admet  des  pôles  mobiles  #==.r0;  dans  le  voisinage  d'un  de  ces 
pôles, y{x)  vérifie  [voir  n°  17,  éq.  (26)]  une  relation  de  la  forme 

(r^\      y'=  W2  ~+~  ~1~  TZ  ~  ~T  +•••         (Ai  valeur  numérique). 

Toute  racine  de  l'équation  (3g)  en  y'  doit  donc  (dans  le  do- 
maine de  j^  =  gc)  être  représentée  par  un  développement  (4°) 5 
ceci  revient  à  dire  qu'on  a  identiquement 


'  =  / 

P(y',y,x)^'\ 


■iy  *yi         y 

*  =  l 

:  y'ÎJ  _f-  IL 

J  y 


identité   impossible   puisque,  dans  le  dernier  membre,  le  terme 

1/2/- 1 
fractionnaire n'est  détruit  par  aucun  autre. 

y  j 

L' intégrale  y(x)  de  (F)  renferme  donc  les  deux  constantes 
sous  forme  transcendante  de  quelque  façon  qu'on  les  choisisse. 

c.  o.  f.  n. 

2(3.  De  r  irréductibilité  de  l'équation  (F).  —  Le  résultat 
que  nous  venons  d'obtenir  entraine  d'importantes  conséquences 
relatives  à  F  irréductibilité  de  l'équation  (F), 
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Je  rappelle   d'abord    la   définition    précise   de  l'irréductibilité 
d'une  équation  <lu  second  ordre  l  '  !  telle  qu'il  convient  de  l'intro 
duirc  quand  on  étudie  les  équations  différentielles  comme  sc/urces 
de  transcendantes  nou> elles. 

Définissons  d'abord  les  transcendantes  du  premier  ordre  :  toute 
fonction  (Tune  ou  de  plusieurs  variables  <|ui  vérifie  un  système 
différentiel  algébrique  dont  l'intégrale  générale  ne  dépend  que 
(Tune  constante  est  une  transcendante  «lu  premier  ordre.  Plus 
généralement,  considérons  un  système  différentiel  du  premier 
ordre  algébrique  par  rapport  aux  fonctions  et  à  leurs  dérivées, 
mais  dont  les  coefficients  (fonctions  des  variables  indépendantes 
sont  des  transcendantes  du  premier  ordre  :  ies  fonctions  engen- 
drées par  un  tel  système  seront  dites  encore  du  premier  ordre, 
et  ainsi  de  suite  (2).  Les  fonctions  ainsi  définies  comprennent  les 
fonctions  qu'on  obtient  en  remplaçant,  dans  une  transcendante 
du  premier  ordre,  les  variables  par  d'autres  transcendantes  du 
premier  ordre. 

Introduisons  maintenant  les  transcendantes  classiques.  Soit  S 
un  système  différentiel  dont  l'intégrale  générale  ne  dépend  que 
d'un  nombre  fini  de  constantes  :  ce  système  sera  dit  classique  s'il 
est  linéaire  ou  abélien  (3).  Tout  système  (S)  dont  l'intégrale 
générale  renferme  algébriquement  ses  constantes  (convenable- 
ment choisies),  est  réductible  algébriquement  (4)  à  un  tel  sys- 
tème, et  sera,  par  suite,  regardé  comme  classique.  D'après  cette 
définition,  tout  système  classique  renferme  algébriquement  les 
fonctions  et  leurs  dérivées  :  si  les  variables  figurent  aussi  algébri- 
quement, les  transcendantes  engendrées  par  S  seront  dites  trans- 
cendantes  classiques .   Si   les  coefficients   de   (S)    ne   sont  plus 

(')   Voir  mes  Leçons  de  Stockholm,  p.  ^S--5oi. 

(-)  C'est  à  un  point  de  vue  analogue  que  se  sont  placés  M.  Picard  el  M;  Ves- 
siot  dans  leur  étude  de  la  réductibilité  des  équations  différentielles  linéaires,  par 
exemple  dans  la  recherche  des  cas  où  l'équation  s'intégre  par  quadratures. 

(3)  Un  système  est  dit  abélien  si  son  intégrale  générale  est  représentée  par  des 
fonctions  abéliennes  de  paramètres  m,  p,  ...,   lesquels  sont  donnés  en  fonction 

de  chaque  variable  x  par  une  quadrature  :  u(x)  —  I  h(x)dx       const. 

(4)  Par  le  mot  algébriquement  j'entends  que  les  fonctions  définies  par  (S) 
s'expriment  algébriquement  à  l'aide  des  coefficients  de  (Si.  de  leurs  dérivées,  el 
des  intégrales  d'un  système  linéaire  ou  abélien:  les  coefficients  de  ce  dernier 
système  sont  algébriques  par  rapport  aux  coefficients  de  (S)  el  à  leurs  dérivé)  - 
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algébriques,  mais  sont  des  transcendantes  classiques,  les  nou- 
velles transcendantes  ainsi  engendrées  seront  dites  encore  clas- 
siques, etc. 

D'après  cette  définition,  les  combinaisons  de  fonctions  clas- 
siques (j'entends  les  fonctions  obtenues  en  remplaçant  dans  une 
transcendante  abélienne,  par  exemple,  les  arguments  par  des 
fonctions  abéliennes  de  nouveaux  arguments,  etc.)  sont  encore 
des  fonctions  classiques. 

Plus  généralement,  appelons  transcendantes!  s  toute  transcen- 
dante classique  ou  du  premier  ordre,  transcendantes  T/+,  toute 
transcendante  engendrée,  soit  par  un  système  classique,  soit  par 
un  système  différentiel  du  premier  ordre,  algébrique  par  rapport 
aux  fonctions  et  à  leurs  dérivées,  mais  dont  les  coefficients  sont 
des  fonctions  T,  ;  soit  enfin  T  l'ensemble  de  toutes  les  transcen- 
dantes ainsi  obtenues. 

J'ai  établi  (loc.  cit.)  ce  théorème  : 

Si  une  équation  différentielle  algébrique  du  second  ordre 
a  ses  points  critiques  fixes,  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  son  intégrale  générale  y  (x)  soit  distincte  des 
transcendantes  (T),  cest  que  y(x)  soit  une  fonction  essen- 
tiellement transcendante  des  deux  constantes. 

L'intégrale  générale  y(x)  de  l'équation  (F)  est  donc  une  trans- 
cendante irréductible  aux  transcendantes  classiques,  aux  transcen- 
dantes du  premier  ordre,  et  à  leurs  combinaisons.  C'est  une 
fonction  méromorphe  [du  second  ordre)  essentiellement  nou- 
velle. 

27.  On  pourrait  penser  que  certaines  intégrales  particulières 
de  l'équation  (F)  sont  algébriques  ou  réductibles  à  des  transcen- 
dantes connues.  Il  n'en  est  rien. 

Tout  d'abord,  si  une  intégrale  y  (x)  est  algébrique,  elle  est  ra- 
tionnelle et  peut  se  développer,  dans  le  domaine  de  x  =  oo,  sous 
la  forme 

y  =  aiX1  -+-  Cli-iX'-1  -+-  di—iX1-*  -h  .  .  . ,  (  i  >  o   ou    <  o   ou    =  o). 

Si  i  est  négatif  ou  nul,  y'  cl  y'2  sont  finis  pour  x  très  grand.  <i 
l'égalité  (F)  ne  saurait  être  vérifiée.  Si  i  est  égal  ou  supérieur 
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à  i,  le  lerme  en  ./■-'  qu'introduit  y3  dans  l'équation  |  F  |  ne  peul 
rire  détmil  par  aucun  .mire.  Toute  intégrale  y (x)  de  (F)  esl 
donc  transcendante. 

Admettons  maintenanl  qu'une  intégrale  y(x)  de  (24)  vérifle 
une  équation  différentielle  algébrique,  soil  </'),  qui  ne  soil  pas 
conséquence  d<«  (F).  Les  solutions  y{x)  communes  ;'i  (F)  el 
à  (/)  ne  peuvent  dépendre  que  d'une  constante  (el  dépendes! 
effectivement  d'une  constante,  puisque  aulremenl  ces  solution- 
seraient  algébriques).  H  est  donc  possible,  à  l'aide  d'éliminations 
algébriques,  de  remplacer  (/)  par  une  équation  algébrique  du  pre- 
mier ordre,  soit 

•Vjk',  y,x)  =  o, 

où  P  est  un  polynôme.  Cette  équation  doit  être  une  équation  in- 
tégrale de  (F)  :  or  nous  savons  (n°  25)  que  la  chose  est  impos- 
sible. 

Toute  intégrale  particulière  y  (x)  de  (24)  est  donc  une 
transcendante  nouvelle. 

28.  Remarque  sur  la  définition  de  V irréductibilité.  —  La 
définition  précise  que  nous  avons  donnée  plus  haut  de  l'irréducti- 
bilité d'une  équation  différentielle  s'impose  dans  les  questions 
qui  nous  occupent,  où  les  variables  qui  doivent  jouer  le  rôle  de 
fonctions  sont  indiquées  ainsi  que  celles  qui  doivent  être  prises 
comme  variables  indépendantes. 

Dans  les  problèmes  où  toutes  les  variables  jouent  un  rôle  symé- 
trique, on  peut  adopter  une  définition  de  la  réductibilité  plus 
générale  que  la  précédente. 

Un  exemple  le  fera  nettement  comprendre  :  Si  l'on  étend  au 
troisième  ordre  la  définition  que  nous  avons  adoptée  pour  le 
deuxième  ordre,  on  arrive  à  cette  conclusion  que  les  transcen- 
dantes fuchsiennes  y(x)  sont  des  transcendantes  vraiment  nou- 
velles, j'entends  irréductibles  aux  transcendantes  du  premier 
ordre  et  classiques.  Néanmoins,  si  l'on  prend  x  comme  fonction 
et  y  comme  variable,  l'équation  différentielle  qui  définit  une 
fonction  fuchsienne  équivaut  à  une  équation  de  Riccati  ;  mais, 
pour  opérer  cette  réduction,  il  a  fallu  permuter  les  rôles  de  l<i 
fonction  et  de  la  variable.  La  différence  qui  sépare  l'étude  de  la 
fonction   fuchsienne  et  celle   de  l'équation  de  Riccati  correspon- 
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dante  est  de  même  nature  que  celle  qui  sépare  les  travaux  d'Aboi 
et  de  Jacobi  sur  l'intégrale  elliptique  et  ceux  de  Legendre. 

Parmi  toiiles  les  définitions  qu'on  a  proposées  de  la  réduclibi- 
liié  de  L'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle,  la  plus 
large  d  b  |>lus  rationnelle  à  la  fois  me  semble  être  ecllc  de 
M.  Drach  ('),  que  je  rappelle  brièvement  en  me  limitant  à  une 
équation  du  deuxième  ordre 

^  dy  dz 

où  R  est  rationnel  en  x,y,  z. 

Considérons  le  système  d'équations  aux  dérivées  partielles 

'  ùx         dy  ùz  ax         dy  ôz 

Supposons  qu'il  existe  au  moins  une  relation  algébrique  entre 
x,  y,  s,  f\,  /o,  et  leurs  dérivées  successives  jusqu'à  un  certain 
ordre,  relation  qui,  sans  être  une  conséquence  des  équations  S, 
soit  compatible  (2)  avec  ces  équations  :  dans  ce  cas  (et  dans  ce  cas 
seulement),  l'intégrale  générale  de  l'équation  (E)  est  dite  ré- 
ductible. 

Quand  on  adopte  cette  définition,  toute  équation  (E)  dont  on 
connaît  un  multiplicateur,  par  conséquent  toute  équation  où  11 
est  indépendant  de  £,  est  réductible.  En  particulier,  l'équation 
yr,=  by--{-  x  est  réductible. 

J'ai  insisté  sur  ce  point  pour  éviter  tout  malentendu.  Mais  ce 
qu'il  importe  de  retenir,  c'est  qu'o/i  ne  connaît  aucun  moyen  de 
remplacer  l'équation  (F)  par  une  équation  plus  simple  (ou 
par  une  combinaison  de  telles  équations). 

29.  Des  correspondances  biuniformes  définies  par  l'inté- 
grale y  (x)  de  l'équation  (Y).  —  Soit  j>-  =  cp  (^r,  .r0,  j'0,  jj,) 
l'intégrale  de  l'équation  (F)  définie  par  les  conditions  initiales 
Xq,  y^,  y'Q.  La  fonction  y(x),  étant  méromorphe  dans  tout  le  plan 
des  x,  est  également  une  fonction  méromorphe  de  x0,  y0,  r0 
dans  tout  le  plan  de  chacune  de  ces  variables,  mais  #0  =  oo, 
1 

(■)   Thèse.  Paris,  1898. 

(2)  J'entends  par  là  qu'un  système  au  moins  de  deux  fonctions/,,  f2  indépen- 
dantes vérifie  à  la  fois  (  S  )  et  la  relation  considérée. 
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)0  =  x,  yQ  =  oo  son i  des  singularités  essentielles  de 

■    ■  •  I 
Les  égalités 

(40  .'    =  r(-''-  •/o,.»o..»;,  i.        i  /„..>„  i 

peuvenl  aussi  s'écrire 

I  I'  I  JKo=  ?(*©>  ■''-  .»■  .'    '-        .'  i       V     '      '  i  ?>?')• 

Si  nous  donnons  à  ./;  cl  à  ./„  des  valeurs  numériques,  les  éga- 
lités (4i)  ci  (/\'à)  définissent  nue  correspondance  biuniforme 
(mais  non  bi rationnelle)  entre  les  couples  (y,  j      <  i     i  ,,,  i 

Considérons,  d'une  manière  générale,  une  correspondance  bi- 
n  ni  forme  entre  deux  plans  yOz  et  yoOz0]  soii  la  correspondance 

où  /  et  ©,,/o  cl  ©0  sont  des  fonctions  méromorphes  des  deux  \;i- 
riables.  J'ai  j)ti  obtenir,  an  sujet  de  telles  correspondances, 
quelques  résultats  généraux  (').  J'ai  montré  notamment  qu'elles 
se  divisent  en  deux  classes,  suivant  qu'il  existe  ou  non  une  famille 
de  courbes  algébriques  du  plan  yOz  qui  reste  algébrique  dans  la 
transformation.  Je  conviens  de  dire  que  les  correspondances  de  la 
première  classe  sont  semi-transcendantes ,  au  lieu  (pie  celles  de 
la  seconde  classe  sont  essentiellement  biunif ormes  (-). 

(')   Voir  mes  Leçons  de  Stockholm  (p.  /|82-485  et  p.  5oi-5oo,)  et  les  Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  avril  1896. 
(  -  )  La  correspondance  biuniforme 

z  =  z0ey«,       zn  =  ze~y, 
est  semi-transcendanle.  La  combinaison  des  deux  transformations 

zl  =  z0efo,        z  =  zv 
conduit  à  la  transformation  essentiellement  biuniforme 

y=*yt*s*e\       y0  =  ye 

z  =  z0ey0,  z„=ze-'y 

Il  existe  d'ailleurs,  ainsi  que  je  l'ai  montre,  des  correspondances  biuniformes 
qui  ne  résultent  pas  de  la  combinaison  de  transformations  semi-transcendantes. 
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La  correspondance  (/j  i),  (42)  ^st  essentiellement  biuniforme. 
En  effet,  donnons  à  x  et  x0  des  valeurs  arbitraires,  et  admettons 
que  la  correspondance  soit  semi-transcendante. 

J'ai  établi  (loc.  cit.)  qu'il  existe  alors  deux  fondions  algé- 
briques p(y,yf)  et  R(jKo>  y'o)  telles  qu'on  ait 

?(!,/)  =  H(j0,  r'0). 

Les  variables  x,  x0  figurent  analytiquement  dans  R  cl  p.  Don- 
nons à  x0  une  valeur  numérique,  laissons  x  arbitraire,  et  consi- 
dérons légalité 

?'(■*> yi  f)  =  R(^57o^ro)  =  u(x,  Xoi'y'oh 

Deux  hypothèses  sont  possibles  :  ou  bien  u(x)  dépend  de  deux 
constantes  distinctes,  et  y  s'exprime  algébriquement  en  u,  u' 
(x  figurant  analytiquement);  puisque  u(x)  renferme  algébrique- 
ment ses  deux  constantes,  il  en  est  de  même  de  y(x).  Ou  bien, 
u(x)  ne  dépend  que  d'une  constante,  soit  C,  et  y(x)  vérifie 
l'équation 

?(y',y,  *)=  »(à?,  C). 

Cette  équation  ayant  ses  points  critiques  fixes,  y(x)  renferme 
algébriquement  la  deuxième  constante.  Ces  deux  hypothèses  étant 
à  rejeter,  on  voit  que  la  correspondance  (41))  (42)  est  essentielle- 
ment biuniforme. 

30.  Si  nous  développons  y(oc)  suivant  les  puissances  de 
(x  —  #0)5  les  valeurs  successives  de y'^Xo)^ y"/(x0)1  . .  .  sont  des 
polynômes  en  x0,y0,  y0.  On  a  donc 

=  1  l>H(x,  #0,  }'qi  J'o)> 

P;i  désignant  un  polynôme  en  x,  xQ,  j'0,  y'Q. 
La  fonction  [voir  n°  23] 

y'i                                         v'2  rr 

r>  =  — :>.y*  —  xy  =  *- iy\  —  x0y0  —    /     y  (oc)  d.r. 

se  laisse  développer  de  la  même  manière,  et,  par  suite,  la  fonction 

■•.*■ 

„  y  !       r((.rw/.r 
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La  fonction  entière  £(#)  rsi  donc  représentante  par  une  téric 

<lc  polynômes  en  ./",  X0,  .)  oj 

celle  série  converge  efa/is  /<>///  te  plan  de  chaque  variable  a?,  ./■„, 
Koj  Koî  <>l  ses  l-cr,ncs  ^v"  se  calculent  à  l'aide  de  dérivations  suc- 
cessives. 

Les  fonctions  r,r' de  ./*,  .r0, r„,  r'()  se  laissent,  par  suite,  mettre 
sons  la  forme  do  quotients  de  développements  tels  que  <  {3),  soil 

r  "     ET„(#,  r0,7o,J  i)'         7    "  t'Ua(xt  r,.  ,,  . 
Il  n'existe  (railleurs  aucun  système  de   valeurs  x,  .r0,  y0i    r 
donnant  à  r  et  y'  la  forme  -•  C'est  ce  qui  résulte  aussitôt  des  éffa- 
lit  es 

•^  "         dx  t,y  dx% 

et  de  cette  remarque  que  toute  intégrale  s(r)  de  (  35)  na  que  des 
zéros  simples  [voir  n°  23].  La  correspondance  biuniforme  (4*)i 
(4^)  ne  possède  donc  (à  distance  finie)  aucun  point-base  dans  le 
champ  des  (7,,,  v0),  mais  les  valeurs y0~  se,  y'0  =  ce  sont  des  sin- 
gularités essentielles  des  fonclionsy(7o,  7U,  7'(7o,  r() '• 

31.   Au  développement  (43),  on  peut  substituer  un  développe- 
ment plus  convergent  en  considérant  l'équation 

7"=  67*-+- ou», 

et  en  développant  y(:r)  suivant  les  puissances  de  a.  L<-  dé>  eloppe- 
ment  correspondant  de  Ç(#)  est  de  la  forme 

Ç(ar)  =  A0(ar,  #0,  70,  7o)  ■+■...+  a/A./(a?,  a?0,7o,  7e) +•  •  -î 

les  coefficients  Ay  désignent  des  fonctions  entières  de  a;  (jui  se 
déduisent  de  la  fonction  o-(.r,  0,  //.)  par  des  intégrations  succes- 
sives; les  A  y  sont  également  des  fonctions  entières  de  ./•(1,i|-(1,r(i. 
On  peut  de  même,  pour  étudier  l'intégrale y(x)  dans  le  voisi- 
nage  de  x  =  a,  considérer  L'équation 

7"      6  )  !      a  H    1  1  . 
xxviu.  16 
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et  développer  Ç(jc)  suivant  les  puissances  de  a.  Os  développe- 
ments sont  fort  utiles  dans  l'étude  approfondie  de  la  transcen- 
dante y(x)\  je  me  borne  ici  à  les  signaler. 

32.   Résumé  des  résultats  obtenus  sur  les  équations 

(C)  y»  =  b(f).y+,  B(*0j2-i-  C(x)y  +  D(x). 

Les  résultats  auxquels  nous  sommes  parvenus  se  résument  ainsi  : 
Si  une  équation  (C)   (où  b,  B,  G,  D  sont  algébriques  en  x)  a 
ses  points  critiques  fixes,   elle  est  réductible,  par  une   transfor- 
mation 

(44)  7  =  À(^)Y+[A(^),         œ=o(\), 

à  la  forme 

(e)  y"  =  ajK'2 ■+-  (3 x  H-  y         (a,  [3,  y  constantes  numériques). 

Inversement,  toute  équation  (s)  a  so/i  intégrale  générale 
méromorphe  dans  tout  le  plan  des  x. 

On  sait  reconnaître,  à  l'aide  d'un  nombre  fini  d'opérations  algé- 
briques, si  une  équation  donnée  (C)  a  ses  points  critiques  fixes  : 
pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  qu'une  certaine  condi- 
tion algébrique  (unique)  entre  b,  B,  C,  D  et  leurs  dérivées  suit 
remp)iè.  Les  équations  (,£)  qni  répondent  à  cette  condition  se 
partagent  en  quatre  classes,  dont  la  première  est  constituée  par 
les  équations  linéaires  (non  homogènes)  du  second  ordre,  ei 
dont  les  trois  autres  présentent  le  même  degré  de  généralité  que 
la  première,  et  par  suite  dépendent  aussi  de  trois  Jonctions  arbi- 
traires de  x . 

Les  équations  de  ces  quatre  classes  sont  réductibles  respect  i- 
vement  [par  une  transformation  (44)]  à  un  des  quatre  types  : 


y  =  o,     y-Gjs,     y  =  672_uj,     y=i\v>- 


./■. 


Laissons  de  coté  la  première  classe  (équations  linéaires).  L'in- 
tégrale générale  d'une  équation  de  la  seconde  classe  est  de  la 
forme 

(45)  y  =  X(y-)/>(  X.o.  h)-hti(x), 


avec 


.  •  i 

a,  <!>  et  y  étant  algébriques  en  x.  Si  l'équation  esl  d<-  la  troisième 
classe,  son  intégrale  esl  encore  de  la  forme  (  î>  i,  mais  X  h  u  sonl 
algébriques  en  ./•,  et  \  est  donné  par  une  quadrature.  Enfin,  si 
Inéquation  est  de  la  quatrième  classe,  elle  esl  réductible,  par  une 
transformation  algébrique  (44) i  à  l'équation 

(F)  y  =  ç)y2  +  x. 

L'intégrale  de  cette  dernière  équation  est  une  transcen- 
dante méromorphe  essentiellement  nouvelle  :  celle  transcen- 
dante se  laisse  mettre  sous  la  forme 

y  =  — çr-' 

où   s(-r)   es*    une  fonction    ejvtièkk    essentiellement    nouvelle 
définie  par  le  système  du  troisième  ordre 


y 

'2  7)-iJ-f-  x  r'  —  rt  —  Of 


\'3 


l  "  2 

La  fonction  r(.r)  esl,  par  suite,  représentable  par  le  quotient 
de  deux  fonctions  entières  en  x,  %$,  yù,  y'^  dont  le  développe- 
ment peut  être  poursuivi  indéfiniment  à  l'aide  de  simples 
dérivations. 

L'expression  de  y,  y'  en  y{)  y'Q  définit  une  correspondance 
essentiellement  biuni forme  entre  les  couples  de  variables  (  r,  y') 

Il  resterait  à  approfondir  l'étude  des  transcendantes  nouvelles 
y(x)  et  £(#)  au  point  de  vue  du  genre,  de  la  croissance  pour 
x  =  oo,  de  la  distribution  des  zéros,  elc. 

(letle  étude,  où  les  travaux  bien  connus  de  M.  Hadaniard  et 
de  M.  Bore!  doivent  jouer  un  rôle  important,  sera  développée 
dans  la  Monographie  que  je  consacrerai  à  chacun  des  trois  types 
nouveaux  de  transcendantes  méromorphes  qu'engendrent  les 
équations  (L)  (voir  le  n"  3).  Je  me  borne  ici  à  signaler  cette 
proposition  : 


—  232   - 

Si  y  {oc)  est  une  intégrale  particulière  de  (F),  V  équation 
y(^)  =  A  possède  une  infinité  de  racines  quelle  que  soit  la 
valeur  (finie  ou  infinie)  de  A.  La  fréquence  des  racines  pour 
x  =  oo  est  la  même  quel  que  soit  A. 

33.  Les  développements  qui  précèdent  suffisent  à  faire  com- 
prendre nettement  la  double  méthode  que  j'emploie  pour  déter- 
miner les  équations  différentielles  à  points  critiques  fixes.  Cette 
double  méthode  [recherche  des  conditions  nécessaires  pour  que 
les  points  critiques  soient  fixes  (nos  6-16),  discussion  de  la  suf- 
fisance des  conditions  (n"s  17-23)],  je  l'ai  exposée  ici  en  détail  en 
me  restreignant  aux  équations  (£);  mais  elle  s'applique  d'elle- 
même  à  toutes  les  équations  du  second  ordre. 

Quand  on  passe  aux  équations  d'ordre  supérieur,  la  première 
partie  de  la  méthode  (recherche  des  conditions  nécessaires) 
s'étend  bien  aisément,  au  lieu  que  la  seconde  partie  soulève  des 
difficultés  croissantes.  Pour  montrer  combien  est  facile  et  fécond 
l'emploi  de  la  première  méthode,  je  terminerai  ce  Mémoire  par 
une  application  aux  équations  du  troisième  ordre. 

ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    DU    TROISIÈME    ORDRE. 

34.  Considérons  une  équation  différentielle 

(46)  7ff/=RG^yf/,7g), 

où  R  est  rationnel  en  y" ,  y1 ',  algébrique  en  y,  •£*,  et  cherchons  à 
former  des  conditions  nécessaires  pour  que  cette  équation  ait  ses 
points  critiques  fixes.  • 

Tout  d'abord  les  premières  conditions  du  n°  7  montrent  que 
R  doit  être  un  polynôme  en  y"  du  second  degré  au  plus  (').  Il 
suffit,  pour  le  voir,  de  poser  y'=z,  zf=u  et  d'étudier  l'équa- 
tion (46)  dans  le  voisinage  d'un  pôle  u=  g(^,y,  -)  de  R;  puis 

de  poser y"=  -'»  et  d'étudier  l'équation  dans  le  domaine  de  p  =  o. 
Soit  donc 

(47)  y'"  =  yiL(/,v,x)+y"M(y\y:x)-+-N{/,y,x). 


(')  Ce  résultat  est  bien  connu.   Voir,  par  exemple,  nies  Leçons  de  Stockholm. 
I».  43o-432. 


Pour   poursuivre    L'étude  de   L'équation    dans   !<■    domaine    de 

)  ''  =     /. ,  je  pose 

.r  =-.  xQ  -h  a X,        y  =  y0  -h  -/  \ 

L'équation  (47)  dçvienf 

Il  fau'l  donc  que  l'équation 

a  =5  g  2  L  (  ^ ,  j'„ ,  .7'0  ) 
ait  son  intégrale  uniforme,  ee  qui  exige  que  L(3)  coïncide  avec 

une  des  expressions  du  Tableau  T  (n"  10)  où  Ton  ;«  remplacé  r 
par  3  et  où  les  lettres  r/,  />,  ...  représentent  dès  fonctions  <le 
X(y.  Il  faut  ensuite  que  z(x)  soil  la  dérivée  d'une  fonction  uni- 
forme et,  en  conséquence,  n'ait  que  des  pôles  multiples.  Cette 
condition,  comme  on  le  voit  aussitôt,  n'est  remplie  que  par  les 
expressions  suivantes  du  Tableau  (T)  : 


l 


i  — 


n 


y'  h-  a  y' -h  a 


(n  entier  positif  ou  négatif,   mais  ^  ±  i  ). 


•2.  \y  -h  a        j'  -h  b 


(T,) 


y' -h  a  2(y'-hb) 

I  9,  I  3 

z(y-hd)       îffi-hè)'      'i(y'-ha)        My'^b)' 

l  5  2   /  I  T 

i(y'-ha)        6{y-hb)'      3  \y' -h  a  "^  y' -h  * 
■2  5  3  /       i  i 

4  \y-ha  "" V-+- 


3(jk'  +  «j        6(/-i-6) 


•2  \r  +•«     r 


6       7'-f-c/ 
(a,  6,  c  fonctions  de  7,  x). 


La  fonction  L( y',  y,  .r)  <io/£  <^o/?c  coïncider  race  une  des 
expressions  (T§). 

35.  Je  dis  maintenant  que  tout  pôle  y' =  ©'(y?  x)  des  frac~ 
tions  rationnelles  M  et  N  en  y'  est  pôle  d'ordre  1  au  plus  et 
coïncide  avec  un  des  pôles  de  L. 

Substituons,  en  effet,  à  l'équation  (I7)  1*'  système 


(4») 


dx* 


=  LiZ'*-h  Miz'-h  \,: 
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»»./  =  £' est  un  pôle  de  L,  M,  N,  la  valeur  z  =  o  est  un   pôle  de 
L,,  M,,  N,  et  nous  pouvons  écrire 


g-[«(r,*)+-(...)]T+I»(r.*)+*(...)]J' 


la  quantité  a  est  égale,  d'après  ce  qui  précède,  soit  à  zéro,  soit 

à   i,  soit  à  i ;  les  entiers  y,  k  peuvent  être  nuls  ou  négatifs; 

mais  si  y  et  /r^o,  la  quantité  a  est  différente  de  zéro. 
Le  changement  de  variables 

x  —  x0-h  ocrX,         y  =  r0-t-  arY,         z  =  aZ 

(T  -4-  /'  \ 
r  =  la  plus  grande  des  deux  quantitésy  et ) 

donne  au  système  (48)  la  forme 

i  z"2       l    z'  r   \s  .  i  +  / 


2 

s'2  &o«'  C0  ,  .  .  I  -h  A 


«•T  +  "ir+is7="t,+B(-)«  si    •>  = 


[go=g(yo,Xo)t         a0^«,         b0=  b(y0,x0),         c0  =  c(y0j  x0)]. 

Pour  a  s=  o,  la  seconde  équation  doit  avoir  son  intégrale  uni- 
forme. Mais  d'après  la  discussion  du  n°  11,  cela  n'est  possible  que 
si  l'on  a 

Si  l'on  revient  aux  fonctions  L,  M,  N,  il  est  dès  lors  évident  que 
tout  pôle  yr  =  g  de  ces  fonctions  est  simple  et  pôle  de  L. 

c.  q.  F.  n. 

36.  Je  dis  de  plus  que,  pour  Jf!=  oo,  les  expressions  —,  — ^ 
restent  finies. 

Tout  d'abord,  pourj/  =  oo,  L  est  de  la  forme 

—  f  a  h-  ...  I  f  a  =  o     oui      oui )  • 

7  \  "/ 


J ... 

Soienl  maintenaul  />   el  q  les  ordres  d'infinilude  de   M   el   N 
pour^  =  oo  (/>  et  q  peuvent  être  ouïs  <»u  négatifs  ). 
Posons 

m 

l'équation  ( \~ )  devient 

i  4y     ! 

\   (/./  c 

(    H)  )     ' 

Posons 

a?  =  a?0-+-arX,        j^^-a'-iV.        z  =  aZ 

(r=  la  plus  grande  des  quantités  jd,  - —    ); 


il  vient 


/ 


==(2  —  a0)--  h&Ôq  rz  -+-«(.  ••)>  si       /' 


r/  -i 


>, 


|  =  (,_„„)_  +  __  +  __+«(...),      s,        />=  —  - 

Mais  la  seconde  équation  (5i)  ne  peut  avoir  son  intégrale  uni- 
forme (pour  a  =  o),  que  si  l'on  a 

c'est-à-dire 

p^i,  q  13.  ff.   Q.    F.    F». 

Les  deux  théorèmes  qui  précèdent  limitent  le  degré  de  L,  jVI, 

N  en/.  Si  l'on  pose 


> 

u 

V 

l,= 

M  = 

l 

N  - 

T-  y 

D 

D 

D 

À,  [jl,  v,  D  désignant  des  polynômes  en  y'  sans  facteurs  communs, 

toutes  les  formes  possibles  de  -•  en  yr  sont  connues  [  le  degré  de  D 

en  y'  est  au  plus  égal  à  3,  et  les  degrés  de  [x,  v  dépassent  au  plus 
d'une  et  de  trois  unités  respectivement  le  degré  de  D.  Cette  limi- 
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lalion  csl  entièrement  analogue  à  la  limitation,  clans  le  cas  du 
second  ordre,  du  degré  de  l'équation  en  y  {voir  n°  12). 

'XI .  Mais  les  conditions  nécessaires  que  fournit  la  méthode  sont 
bien  loin  d'être  épuisées.  Il  faut  notamment  que,  pour  a  =  o,  les 
équations  (49)  et  les  équations  (5i)  (où  l'entier  /•  est  égal  à  1) 
aient  leur  intégrale  uniforme.  J'insisterai  seulement  sur  cette 
dernière  condition. 

Ecrivons  l'équation  (4y)  sous  la  forme 

y"2 
y"  =  J—r[a{y,  cc)-^z]  +  y"y'[b(y,  a?) -h  et]  +y'*[ç.(y,.x)-i-  £2J, 

e,  s,,  s»  tendant  vers  zéro  avec   -,,  et  faisons  le  changement  de  va- 

"  y 

ri  al)  les  :.a?'±=  â?0  +  aX.  L'équation  devient 

y"  2 

y"—-L—a{yi  x0)  -t-y"y'b(y,  x0)  -hy'3c(y,  a?0)4-  *.(•  ••)• 
Convenons  d'appeler  simplifiée  de  l'équation  (4;)>  l'équation 

y"  2 

(52)  f"  =  "^-T  a(y,  xo)  +  y"  y'  b(y,  x0) -+-y'*c(y,  x0) 

(xq  désignant  une  valeur  numérique  quelconque).  Cette  équation 
[(jui  équivaut  au  système  (5i)  où  l'on  annule  a],  doit  avoir  son 
intégrale  uniforme. 

Celle  équation  (  o-»)  ne  change  pas  dans  la  transformation 

d*x 


\  dy&  / 

Il  suit  de  là  (lue  l'expression  v  =  — — — -?—  doit  vérifier  une  équation 
1  l  / dx \  * 

\~dyl 

du  premier  ordre,  qu'on  forme  aussitôt.  On  trouvé 

— -  —  p5  (  2  —  a)  -\-  vu  —  c. 
dv 

La  quantité  a  esl  ("gale  à  (  1  — ■  -  ) ,    n  désignant  un  entier   positif, 
négatif  ou   infini,    mai-j   différent   de  —  1.    En   remplaçant    c   par 


.7 

I» iccal i  à  la  h 


— ir,  on  ramène  i  <<|ii;iti«>n  <lr  m<  cuti  .1  l.i  lormc 

n  -  i-  i  ■ 

,Uv   ...        ,       »      i 
//r  /, 

En  définitive,  L'équation  (5a )  équivaut  au  système 
(53)  ^  =  «"-',         -^  =  êO,)_+(,-H-j 

Un  problème  préliminaire  s'impose  donc  : 

Déterminer  tous  les  cas  où  les  fonctions  y  (  r  )  définies  par 
le  système  (53)  sont  uniformes. 

Pour  n  = —  2  et  b  =  o,  les  fonctions  uniformes  W#)  définies 
par  le  système  (53)  constituent  la  classe  des  fonctions  attto- 
morplies  (fuchsiennes  et  kleinéennes). 

La  résolution  du  problème  préliminaire  que  je  viens  d'énoncer 
n'est  pas  sans  présenter  des  difficultés  assez  sérieuses.  Je  me 
borne  ici  à  énoncer  le  résultat  général  auquel  je  suis  parvenu  : 
Quand  les  fonctions  y(x)  définies  par  un  système  (53)  sont 
uniformes,  ce  sont  ou  des  fonctions  automorphes  ou  des  com- 
binaisons de  dégénérescence  de  fonctions  automorphes  {com- 
binaisons telles  que  y  =  e6*,  etc.). 

38.  Le  seul  exemple  des  équations  fuchsiennes  [équations  (53) 
où  n  =  —  2  et  b  —  o]  suffit  à  montrer  qu'à  l'inverse  de  ce  qui  se 
passe  pour  le  second  ordre,  les  équations  (47)  à  points  critiques 
fixes  ne  sont  pas  réductibles  à  un  nombre  fini  de  types  dépendant 
d'un  nombre  fini  de  fonctions  et  de  constantes.  De  plus,  l'intégrale 
d'une  équation  (47)  peut  être  une  transcendante  uniforme  nou- 
velle non  méromorphe  :  elle  peut  présenter  des  singularités  essen- 
tielles mobiles  [c'est  ce  qui  aura  lieu  sûrement  si  l'intégrale y(x) 
de  la  simplifiée  (52)  n'est  pas  méromorphe]  ;  ces  singularités  peu- 
vent former  des  ensembles  parfaits  (et  notamment  des  lignes); 
et  celte  circonstance  se  présentera  sûrement  si  elle  se  présente 
pour  la  simplifiée  (52). 

Sans  avoir  approfondi  encore  dans  tous  leurs  détails  les  rela- 
tions qui  existent  entre  une  équation  (47)  ;1  points  critiques  fixes 
et  sa  simplifiée  (82'),  j'ai  pu   constater  0,11e,    plus  les  Singularités 
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de  l'équation  (5:2)  sonl  compliquées,  plus  l'intégrale  de  (4;)  se 
déduit  aisément  de  l'intégrale  de  (52).  Quand  l'intégrale  de  (52) 
présente  des  ensembles  parfaits  de  singularités,  il  me  paraît  vrai- 
semblable que  l'intégrale  de  (47)  se  déduit- par  quadratures  de 
l'intégrale  de  (52).  Comme  je  viens  de  le  dire,  il  est  évident  que, 
dans  ce  cas,  l'intégrale  de  (47)  présente  aussi  des  ensembles  par- 
faits de  singularités;  mais  il  y  a  lieu  de  présumer  que  la  réciproque 
est  vraie. 

Je  n'insisterai  pas  davantage  sur  ces  derniers  résultats  dont  je 
ne  possède  pas  encore  de  démonstration  rigoureuse.  Les  résultats 
acquis  suffisent  à  montrer  qu'une  partie  au  moins  des  plus  grosses 
difficultés  qu'entraîne  l'élévation  de  l'ordre  différentiel  se  trouvent 
dès  maintenant  surmontées  par  les  travaux  de  M.  Poincaré  sur 
les  fonctions  automorphes. 

39.  Equations  différentielles  d ^ ordre  quelconque.  —  Toutes 
les  propositions  qui  précèdent  ont  leurs  analogues  dans  l'étude 
des  équations  différentielles  algébriques  du  troisième  ordre  ou 
d'ordre  plus  élevé.  Bornons-nous,  pour  terminer,  à  considérer  les 
équations  d'ordre  q 

/c/.  diy  /  dy  dfi-*-y     dn-^yX 

^7—1  y         dl~  '  V 

où  R  est  une  fraction  rationnelle  en  -. — —■>  — — -,  algébrique  en. 

dx'i-{     dx'J-1        b  1 

dci-zy  dy 

~dx~^"  '    "  tx'  y"  X' 

Cherchons  à  mettre  en  évidence  les  conditions  les  plus  simples 
qui  sont  nécessairement  remplies  quand  l'équation  (54)  a  ses 
points  critiques  fixes. 

Ecrivons  l'équation  ainsi  : 

/.-x  d'i~- v  dïu       U,:'  ,  ,     cl  , , 

(55)  ^--  =  u,  j~z  =  R(x,y,y',...,y^,u,u'). 

i°  R  doit  être  un  polynôme  en  u'  du  second  degré  au  plus, 
résultat  connu  qu'on  retrouve  comme  plus  haut.  Soit  donc 

(  L,  M,  N  rationnels  en  u,  algébriques  on  v'"-3,  . . . ,  y\  y.  x). 
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t"  L  doit  coïncider  avec  nn<  des  expressions 


i  — 


n  i  i  /     a  i     \ 

, »     -  h  ,  (neutiei  ».  —  y), 

//  -ha        B-ha       a  \«  h  a       u-\-b  / 

expressions  auxquelles  il  faut  joindre 

iîï^^J  ;rb  pour  7' :' 

i  3 


a  \  u  -\-  a)        4  (  "  -+-  b  ) 
i  5 


poui    y       » 


pour  y 


{a,  b  fonctions  algébriques  de  j  (]   a,  ...,yiy  y,  •' 

11  suffit,   pour  le  démontrer,  de  raisonner  comme  au    n°  34, 

et  d'effectuer,  dans  l'équation  (54),  la  transformation 

x  =  ^0  -+-  a  X,     y  =  y0  -+-  ^2  (x  —  x,)  -K..+  r^jyj  (*  —  *o  j'/"3  -f  ■*?  Y. 

En  faisant  a  =  o,  on  voit  que  le  système 

d'i-'ïy                    d-u                         .  ,  . 

~d^-  =  "■         feï  =  »,L(",^  ". *./..».) 

doit  avoir  son  intégrale  uniforme.  Ce  qui  exige  que  L  coïncide 

avec  une  des  expressions  énumérées. 

3°    Tout  pôle  u  =  g(y(<i-v,  ...,/,  jr,  *)  </<?  L,  M,  N  et! 

/?ô7<?  ofw  premier  ordre  au  plus,   et  sûrement  pôle  de  L.    De 

/         /  INI     N  ,   r    . 

plus,  les  expressions  —,  —  sont  Jinies  pour  w  =  ac. 

On  le  voit  en  raisonnant  comme  aux  n"s  35  et  36. 
On  substitue  à  l'équation  (54)  le  système 


(')  Pour  u=  x,  on  remplace  la  première  équation  par 

d'\~:y  _     i 
dxf-2  "  a 
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et  l'on  emploie  la  transformation 


i 


x  =  x0  -+■  a  X ,  z  —  a''  Z, 

i    i    Z" 
/•  désignant  le  plus  grand  des  deux  nombres  y,  — ■ —     ('). 

Le   DEGRÉ  DE    L,   M,   N  EN   U  SE  TROUVE   DÈS    LOllS    LIMITÉ. 

4°  Écrivons  l'équation  (54)  ainsi  : 

(56)  sS*^'        ^  =  Ç[«W  +  ^]+<"<'[i(0  +  e,]  +  P[o(0  +  e,], 

#,  b,  c  étantindépendants  det",  t\  algébriques  en  t  et  en  y{^~''\  ..., 
y* ,  y,  x,  et  les  quantités  e,  st,  e2  (indépendantes  de  *")  tendant 

vers  zéro  avec  — •  Représentons  par  a0(t),  b0(t),  c0(t)  ce  que  de- 
viennent «,  &,  c,  quand  on  y  donne  à  y^"^ ,  .  ..,  j>/,  y,  .r  des 
valeurs  numériques.  Convenons  enfin  d'appeler  simplifiée  de  (54) 
l'équation 

/'2  d(J~z  y 

(57)  r  =  aoCOy  H-6o(0^*'+c0(0«'8,     où     *=_^:. 

*SY  V équation  (54)  «  ses  points  critiques  fixes,  la  simpli- 
fiée (d'j)  a  son  intégrale  uniforme.  On  le  voit  (comme  au  n°  37) 
en  introduisant  dans  (54)  'a  transformation 

x  =  ^04-aX,     y  =70+  ~r  (x  —  xQ) -+- .  . . -+-  -^ — — T  (x  —  x0y~h  ur/~^Y, 

1  !  '  (q  —  4 )  ' 

puis  en  faisant  a  =  o. 

L'équation  (5-)  équivaut  à  un  système  (53),  à  savoir  le  svstcme 

!dx         — 2u  d-v       .  '■  ;- ('dç       (         \\ 

—  =  v    "  +  1,         -t—  =  b«(t)  -t-  ■+-  (  14-  -  )  cJt)v 
dt  dV-  ov    '  dt        \         n]    ov    ; 

(tt  =  entier  -4-  ou  <<  2  —  q  ou  n  =  oc), 


n-2-i 

(')  Pour  u  =  x.  on   remplace,  dans  la   dernière  égalité,  z1~2\    par  x  M  . 
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suivi  des  quadratures  définies  pur  l'égalité 

d'I     I  y 

Il  faut  d'abord  que  chaque  fonction  t{x)  définie  par  (58  |  soil 
uniforme;  il  faut  de  plus  qu'elle  soil  la  dérivée  (//  —  3  >"""'  d'une 
fonction  uniforme. 

Ce  ne  sont  là  que  les  premières  el  les  plus  simples  des  condi- 
tions nécessaires  qui  découlent  de  la  méthode.  Mais,  sans  qu'il 
soit  nécessaire  de  les  pousser  plus  loin,  elles  mettenl  en  évidence 
l'importance  primordiale  (pic  présente,  dans  l'étude  systématique 
des  équations  différentielles  à  intégrale  générale  uniforme,  la 
théorie  des  transcendantes  uniformes  t{x)  engendrées  par  un  sys- 
tème (58)  et  par  conséquent  des  transcendantes  fuclisiennes. 


PROPRIÉTÉ  CARACTÉRISTIQUE  DU  CYLINDROÏDE; 
Par  M.  Paul  Appkll. 

On  sait  que  Sir  Robert  Bail  a  introduit,  à  propos  de  la  com- 
position des  forces  appliquées  à  un  solide,  un  certain  conoïde 
droit  appelé  cylindroïde  ;  il  a  montré  que  cette  surface  réglée 
partage,  avec  les  cylindres,  la  propriété  que  le  lieu  des  projec- 
tions d'un  point  quelconque  de  l'espace  sur  les  génératrices 
est  une  courbe  plane.  On  trouvera  un  résumé  des  travaux  de 
Sir  Robert  Bail  à  la  fin  du  Mémoire  intitulé  :  The  twelflh  and 
concluding  Memoir  on  the  theory  of  screws,  bv  Sir  Robert  Bail 
{Transactions  of  the  Royal  Iris  h  Academy,  vol.  XXXT,  1898). 

Après  avoir  établi  que  le  cylindroïde  est  le  seul  conoïde  droit 
possédant  cette  propriété  ( { ),  j'ai  été  conduit  à  penser  que  c'est, 
en  dehors  des  cylindres,  la  seule  surface  réglée  qui  la  possède. 
Dans  nue  lettre  qu'il  m'a  adressée  en  1899  Sir  Robert  Bail  donne 
également  cette  propriété  comme  très  vraisemblable.  Je  ne  sais 
s'il  en  a  publié  une  démonstration;  en  voici  une  d'un  caractère 
tout  à  fait  élémentaire  : 


('  )  Revue  de  Mathématiques  spéciales,  juin  i8g5    \<»n\  ). 
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1.  Je  m'appuierai  d'abord  sur  la  proposition  suivante  :  Soient 
trois  plans  Pl5  P2,  P3  passant  par  une  même  droite  D  et  une  droite 
mobile  G  rencontrant  ces  plans  respectivement  en  trois  points  M,, 

M   M 

M2,  M:,  tels  que  le  rapport  '   '     2  soit  constant  :  alors,  si  la  droite 

ne  rencontre  pas  D  (cas  où   le  rapport  est  indéterminé),  elle 
reste  parallèle  à  un  plan  fixe  parallèle  à  D. 

En  effet,  on  voit  facilement  par  la  Géométrie  élémentaire  que 
la  projection  de  la  droite  G  sur  un  plan  perpendiculaire  aux  trois 
plans  fixes  se  déplace  parallèlement  à  elle-même. 

2.  Imaginons  maintenant  une  surface  réglée  telle  que  le  lieu  des 
projections  d'un  point  quelconque  A  de  l'espace  sur  ses  généra- 
trices soit  une  courbe  située  dans  un  plan  P;  nous  dirons,  pour 
abréger,  que  ce  plan  P  correspond  au  point  A.  Nous  montrerons 
d'abord  qu'il  est  absurde  de  supposer  que  les  génératrices  de  la 
surface  ne  sont  pas  parallèles  à  un  même  plan.  En  effet,  suppo- 
sons une  droite  G  qui  se  déplace  sans  rester  parallèle  à  un  plan 
fixe  :  soient  G,,  G2,  G7  trois  positions  déterminées  de  cette  droite 
non  parallèles  à  un  même  plan.  Nous  allons  montrer  que,  si  la  sur- 
face possède  la  propriété  indiquée,  ses  génératrices  rencontrent 
toutes  une  droite  fixe  quelconque  s'appuyant  sur  G,  etG2.  Pre- 
nons sur  G,  et  Go  deux  points  fixes  F,  et  F2  choisis  de  telle  façon 
que  la  droite  F,  F2  ne  rencontre  pas  G'.  Cela  est  évidemment  pos- 
sible, car  les  génératrices  G, ,  G2,  G',  étant  supposées  non  parallèles 
à  un  même  plan,  ne  sont  pas  dans  un  même  plan.  Menons  par  les 
points  F,  et  F2  des  plans  perpendiculaires  à  G,  et  G2;  ces  plans 
se  coupent  suivant  une  droite  A.  Prenons  maintenant  sur  G'  trois 
points  fixes  H,,  H2,  H3  et  menons  par  ces  Irois  points  des  plans 
perpendiculaires  à  G';  ces  plans  couperont  A  en  trois  points  A,, 
Ao,  A3.  Par  hypothèse,  le  lieu  des  projections  du  point  A,  sur 
toutes  les  génératrices  est  situé  dans  nn  plan  P,  ;  ce  plan  est  le 
plan  FjFoHi,  car  F,,  F2  et  H,  sont  les  projections  de  A,  sur  les 
génératrices  spéciales  G1?  G2,  G'.  De  même  les  plans  P2  et  P.,  cor- 
respondant à  A2  et  A3  sont  les  plans  F,  F2H2,  Ft  F211:!  ;  ces  trois 
plans  passent  par  une  même  droite  D,  la  droite  F,F2. 

Prenons  maintenant  une  génératrice  variable  G  se  déplaçant 
d'une  manière  continue;  cette  droite  rencontre  les  plans  P,,  P2,  P:$ 
en  trois  points  M,,  M2,M:,  qui,  par  hypothèse,  sont  les  projections 
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<l<^  points  A,,  A._»,  A;,  sur  G;  quand  celle  droite  varie,  !<•  rapporl 

M,  M. 
M,  \|. 

reste  cod  s  tant  comme  égal  à -r-î-7^,  car  les  pointa  \,.  A..   \,  sont 

en  ligne  droite.  Alors,  d'après  le  lemme  1,  ou  bien  la  droite  G 
rencontre  La  droite  D  (F,  F2),  pu  bien  elle  esl  parallèle  à  un  plan 
fixe.  Mais  comme, nous  écartons  celte  dernière  hypothèse,  la  droite 

mobile  G  rencontre  la  droite,  fur  \>\  I<\. 

Ainsi,  en  prenant  deux  génératrices  (i,ci(i_,,  toute  autre  géné- 
ratrice G  devrait  rencontrer  toute  droite  F{  V  ,  s'appuyant  sur  G, 
etG2;  ceci  est  impossible  si  la  surface  ne  se  réduil  bas  à  un  plan. 

3.  D'après  ce  qui  précède,  les  génératrices  sont  nécessairemenl 
parallèles  à  un  plan  directeur.  Nous  écartons  le  eus  où  elles 
seraient  parallèles  à  une  directrice  fixe  (cas  du  cjdinflre),  et  nous 
allons  montrer  que  ces  génératrices  rencontrent  nécessairement 
une  droite  fixe  perpendiculaire  au  plan  directeur,  de  façon  à 
former  un  conoïde  droit. 

Soient  G,  et  G2  deux  génératrices  fixes  non  parallèles,  A,  A.  la 
perpendiculaire  commune  à  ces  deux  génératrices,  droite  qui  est 
perpendiculaire  au  plan  directeur.  Nous  allons  montrer  (pie  les 
génératrices  rencontrent  toutes  la  droite  A,  A2.  Prenons,  en  effet, 
une  génératrice  variable  G  :  cette  droite,  étant  parallèle  au  plan 
directeur,  se  déplace  en  restant  perpendiculaire  à  A,  A2.  Soit  A  un 
point  fixe  pris  sur  la  droite  A,  A2  :  par  hypothèse,  le  lieu  de  la  pro- 
jection M  du  point  A  sur  la  génératrice  G  est  dans  un  plan  P;  mais 
les  points  A,  et  A2  appartenant  au  lieu,  le  plan  P  passe  par  la 
droite  A,  A2. 

Dès  lors,  si  le  point  M  ne  se  trouve  pas  sur  A,  A2,  la  droite  G 
est  perpendiculaire  au  plan  (ixe  P,  car  elle  est  perpendiculaire 
aux  deux  droites  A  M  et  A,  A2  de  ce  plan  :  la  droite  (î  étant  per- 
pendiculaire à  un  plan  fixe  aurait  une  direction  li\e,  ce  qui  est 
contraire  à  l'hypothèse.  Il  faut  donc  que  la  génératrice  G  ren- 
contre A,A2,  et  la  surface  est  un  conoïde  droit.  Il  est  alors  aisé  de 
voir  (pie  c'est  un  c\Jindroï<le  ;  e  est  ce  <|ue  nous  montrerons  en 
reproduisant  la  démonstration  que  nous  avons  donnée  dans  la 
Revue  de  Mathématiques  spéciales  en  juin  iS(p. 
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\.  Trouver  un  conoïde  droit  tel  que  le  lieu  des  projections 
d'un  point  quelconque  sur  ses  génératrices  soit  une  courbe 
plane. 

Prenons  pour  axe  Os  la  directrice  rectiligne  du  conoïde  el 
pour  plan  x  Qy  le  plan  directeur,  supposé  perpendiculaire  à  Oc. 
Les  équations  d'une  génératrice  peuvent  s'écrire 

y  =  nix,        z  =  o(m), 

ou  encore,   en  désignant  par  ty(m)  une  fonction   convenablement 
choisie, 

(i)  y=mx,  z  — 


i  -i-  ni1 


Prenons   un   point  quelconque   (a,  p,  y)   de    l'espace  :  le  plan 
projetant  ce  point  sur  la  génératrice  est 

(i)  x—  x  -h  m(y — p)  =  o. 

Les  coordonnées  de  la  projection  du  point  a,  [j,  y  sur  la  géné- 
ratrice s'obtiennent  en  résolvant  les  équations  (i)  et  (2) 

(3)       x=a+mv,    r«e».ty-mP,         ^m) 


1  -+-  m2  1  •+•  m2  1  -h  /?i2 

Quel  que  soit  m,  ce  point  doit  être  dans  un  plan 
Xx  h-  Bjk  ■+•  Cz  -+-  D  =  o, 
dont  les  coefficients  sont  fonctions  de  a.  [3,  y.  On  a  donc 

(4)  A  -h  mB(a+  m$)-hCty(m)  ■+-  D(i  -h  m2)  =  o. 

Celte  relation  doit  avoir  lieu  identiquement  quels  que  soient 
a,  p,  y  et  m;  donc,  en  donnant  à  a,  [3,  y  des  valeurs  constantes, 
d'ailleurs  arbitraires,  on  voit  que  ty(m)  est  nécessairement,  d'a- 
près (4),  une  fonction  du  second  degré  de  a?z, 

<l>  (  m  )  =  am-  h-  6m  -+-  c, 

a,  6,  c  désignant  des  constantes.  D'ailleurs  cette  forme  nécessaire 
de  ù(m)  est  suffisante,  comme  nous  allons  le  vérifier  en  montrant 
que  le  conoïde  défini  par 

(im--\-  bm  -4-  c 

Y  =  />?  x,  s  =  — 

^  1  -h  /h  * 
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possède  la  propriété  demandée.  I  •  *■  conoïde  a  pour  équation 

()n  peul  simplifier  celte  équation  de  la  façon  suivante  :  Trans 
portons  d'abord  l'origine  en  un  poinl  (  )'.  z  X,  de  l'axe  dea  z. 
Nous  aurons  s=H    z'  et  la  nouvelle  équation  sera 

,       (a  —  X )y* H-  bxj        (< ■  -    ) 

a  '       i 

On  peut  déterminer  X  de  façon  que  la  forme  quadratique  du  nu- 
mérateur, égalée  à  zéro,  représente  deux   droites  rectangulaires 

O  ./'et  OV  :  il  .suffit  de  faire 


'i 


-+-  c  —  >.  À  =  o. 


La  constante  X  étant  ainsi  déterminée,  on  peul  prendre  pour 
nouveaux  axes  des  x'  et  des  y'  ces  deux  droites  Ofx'  el  OV'  : 
réquation  prend  alors  la  forme 

■>.Lrv' 


X*-hJ' 


h  désignant  une  constante.  C'est  là,  sons  sa  forme  la  plus  simple, 
l'équation  du  cylindroïde. 

La  propriété  caractéristique  est  alors  aisée  à  vérifier. 

o.  Quand  on  veut  aborder  le  problème  directement  par  voie 
analytique,  les  calculs  paraissent  compliqués.  On  pourrait,  comme 
point  de  départ,  étudier  la  surface  suivante  : 

Etant  donnés  trois  points  fixes  A,,  \-2.  \:i  et  trois  plans 
fixes  P,3  Po,  P3,  trouver  le  lien  d'une  droite  G  telle  que  les 
projections  des  points  A , ,  \2.  V(  sur  cette  droite  soient  respec- 
tivement dans  les  plans  \\.  Pà,  IV 


\  \  \  1 1  !  . 
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SUR   PLUSIEURS    GROUPES   SIMPLES: 
Par  M.   G. -A.   Mille*. 

Mathieu  a  établi  l'existence  d'une  fonction  cinq  fois  transitive 

de  >.\  éléments  ayant  kj!  :  43  valeurs  (').  L'objet  de  celle  Noie 
est  de  prouver  que  le  groupe  (G-'' )  de  celle  fonction  et  chacun 
de  ses  sous-groupes  maxima  de  degrés  2  f  ,  223  23  (G-1 ,  G22,  G23) 
sont  des  groupes  simples. 

Le  groupe  G2'»  contient  un  sous-groupe  intransitif  d'ordre  48, 
les  systèmes  d'intransitivilé  élant  16  et  3;  ce  sous-groupe  est  com- 
posé de  32  substitutions  de  degré  18  et  d'ordre  3,  10  substitutions 
de  degré  16  et  d'ordre  2  et  de  la  substitution  identique  ('-). 
Puisque  ce  groupe  d'ordre  48  ne  peut  contenir  plus  de  deux  sub- 
stitutions qui  transforment  en  lui-même  un  sous-groupe  d'ordre  5 
et  de  degré  20,  un  sous-groupe  maximum  G20,  de  degré  20,  con- 
tenu  dans  G2''  devra  renfermer  précisément  96  sous-groupes 
d'ordre  ;")  et  160  sous-groupes  d'ordre  3.  11  suit  de  là  qu'aucun 
sous-groupe  de  G20  ne  peut  posséder  toutes  ses  substitutions 
d'ordre  3  ou  toutes  ses  substitutions  d'ordre  5.  Pur  conséquent 
G20  ne  peut  avoir  d'antre  sous-groupe  invariant  que  la  substitu- 
tion identique  et,  peut-être,  un  sous-groupe  d'ordre  16.  Il  existe 
effectivement  un  sous-groupe  invariant  d'ordre  16  et  Je  groupe 
G20  est,  par  rapport  à  ce  sous-groupe,  isomorphe  au  groupe  de 
l'icosaèdre  ;  mais  nous  n'utiliserons  pas  ce  fait  dans  notre  dé- 
monstration. 

Passons  à  la  considération  des  sous-groupes  de  degré  supérieur 
contenus  dans  G24.  Supposons  que  G21  contienne  un  sous-groupe 
invariant  Iv  ne  se  réduisant  pas  à  la  substitution  identique. 
Puisque  G21  est  primitif,  K  doit  être  transilif;  il  doit  donc  conte- 
nir tous  les  sous-groupes  d'ordre  7  de  G2'.  Le  plus  grand  sous- 
groupe  de  G21  qui  appartient  à  G20  est  d'ailleurs  un  sous-groupe 
invariant  de  G20;  nous  concluons  de  là  que  K  est  d'ordre  21  ou 
d'ordre  16.21. 


(')  Journal  de  Liouville,  t.  18,  p.  25;  1873.  Mathieu  déclare  avoir  trouve 
celle  fonction  antérieurement  ;  Ibid.,  t.  6,  p.  >.'|i:  c86i,  Cf  aussi  Jordan,  Comptes 
rendus,  1.  LXXIX,  p.  n5o. 

(-)  Journal  de  Liouville,  t.  18,  p.  3o,;   1S73. 
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Mais  aucun  <!<•  ces  ordres  n  'esl  -i*ltiiî  —  —  îl»l«-.  puisque  G"  ne  peul 
contenir  plus  de  (>.(>.-  substitutions  qui  transforment  l'un  de  ses 
sous-groupes  d  ordre  7  en    lui-même    le  nombre  effectif  de  c< 
substitutions  est  21),  ce  qui  exige  qu'il  renferme  plus  de  16.21 
substitutions  <l  ordre  7.  Il  ••n  résulte  donc  que  <<-'  esl  simple. 

Ilot  intéressant  de  faire  observer  que  <  i  -  '  esl  un  groupe  simple 
du  même  ordre  que  le  groupe  alterné  <l<-  degré  -S.  <  les  <l<'n\  groupes 
ne  peuvent  être  isomorphes,  car  G21  renferme  un  sous-groupe 
(Tordre  960,  ci  le  groupe  alterné  de  degré  8  ne  possède  aucun 
sous-groupe  «le  cet  ordre  (  '  ). 

Supposons  maintenant  G28  composé,  il  contiendra  un  sous- 
groupe  invariant  régulier,  puisque  G*'  esl  simple  el  transitif.  Ce 
sous-groupe  régulier  devra  renfermer  toutes  les  substitutions 
d'ordre  11  appartenant  à  G22,,  et,  comme  ceci  esl  manifestement 
impossible,  G--  est  simple.  Il  esl  maintenant  évident  qu'il  en  sera 
de  même  de  G-:{  (-). 

Passons  à  l'examen  de  G24.  S'il  est  composé,  il  renfermera  un 
sOus-groupe  invariant  régulier;  mais  ceci  esl  impossible,  puisque 
chaque  groupe  d'ordre  i/\  contient  au  moins  un  sous-groupe 
caractéristique,  la  substitution  identique  l ::  ».  L<-  groupe  G24  est 
donc  simple. 

Je  ferai  remarquer,  en  terminant,  que  la  liste  des  groupes  simples 
connus  donnée  par  M.  Dickson  {Bulletin  of  the  imerican  Mathe- 
malical  Society,  juillet  1899)  ne  contient  aucun  groupe  -impie 
de  même  ordre  que  les  groupes  considérés  ()--,  (i-:!,  G24.  Il  y  a, 
par  conséquent,  une  erreur  dans  ma  Note  :  Sur  la  fonction  <:in<j 
fois  transitive  de  if\  éléments  <>i  de  19!  :  4,s  valeurs  {Messenger 
of  Mathematics,  avril  1898).  Chacune  des  substitutions  d'ordre  2 
et  de  degré  16  qui  y  sont  données  est  transformée  en  elle-même 
par  16  substitutions  deG24,  qui  ne  change  aucun  de  ses  systèmes 
d'intransitivite,  et  non  pas  par  ■>.  substitutions  comme  il  esl  sup- 
posé dans  le  raisonnement,  p.    190  de  celle   Noie. 

Comett  University,  Février  1900. 

(')  American    Journal  of   Mathematics.   vol.    \\l.    p.    135;    1899.    Cf  aussi 
Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society,  vol.  \.  p.    1 3 5  :  is!»9- 
(-)  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society^  vol.  XXI,  p,  i48; 
C)   Quarterly  Journal  of  Mathematics,  vol.  \\\lll.  |>-   '~\:  iê 
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COMPTES   RENDUS  DES   SÉANCES. 

SÉANCE    DU   4   JUILLET    1900, 

PRÉSIDENCE    DE    M.    ANDRÉ. 

Communications  : 

M.  Touche  :  Sur  les  tignes  triplement  orthogonales  autour 
d'un  ellipsoïde  de  révolution. 

M.  Lean  :  Su/-  la  possibilité  d'une  langue  universelle. 


SÉANCE   DU    18  JUILLET    1900. 


PRESIDENCE    DU    M.    TOUCIIK. 


M.  de  Montcheujl  adresse  lit  Yole  suivante  : 

Généralisation  des  formules  de  M.  Schwarz 
relatives  aux  surfaces  minima. 

Soient  données  douze  fonctions  arbitraires  d'une  variable  indé- 
pendante A 

x,  r,  z,  u\     X,  Y,  Z,  U;     Y,  Y,  Z.  U 

que  nous  écrirons  œ„,  j  ,n  .  .  .   quand  on  y  fera  A  =  A„. 

Soient  données  entre  ces  fonctions  les  relations  suivantes  : 

X  d.r       Y  dy  +  Z  dz^  U  du  =  o,     X2  -+-  Y 2  +  L-  =  1 ,     l    ^  /, 
X'd.r  If-  YV/r  h-  Z'rfs  -f-  li'r/;/  =  o,     X'8+  Y'a  -h  Z'*  =  1,     U'  m  <>. 

Posons 

u/r,  Z,  U')=  D.r  eft 

et   désignons   par    — Dy-dX,    D-r/A,    — DM  o?A    les    déterminants 

qu'on  déduit  du   premier  par  permutation  des  lettres  ■>' ■  y 

\    ï       .      V   Y' 

Posons  encore 


/d.r :      dy-  -f-  dz%-\-  du1  _ 
Y     D*4-D?.  +  D!  +  D* 
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Les  formules  proposées  seronl  alors  les  suivantes 


v.'  ;/"  ''  '  /  Il  I, 

••V.  ' 

z-     !2      Î!       '    /*'    -  D   rfX, 

«o-+-  "i  I      /*  "        ..        ,- 

„    — _+.  _     /         ix  Drt  '// . 

2  2  .  ' 

Si  Ton  fait  dans  ces  formules 

M  =  o;        V      \:        V      V;        /       X. 

on  retrouve  les  formules  de  M.  Schwarz  relatives  au*  surfaces 
minima. 

D'ailleurs  on  peut  donner  de  ces  formules  l'interprétation  sui- 
vante : 

i°  Les   trois  premières  formules  définissent   les   coordonnées 

d'une  surface  quelconque  2  engendrée  par  la  translation  d  une 
courbe  de  forme  invariable,  cl  passant  par  une  courbe  donnée  de 
coordonnées  x,  r,  :;. 

2°  La  surface  S  admet  tout  le  long  de  la  courbe  donnée,  un 
plan  tangent  de  cosinus  directeurs  donne-  \  .  V.  7,  . 

3°  La  surface  S  est  la  développée  moyenne  d'une  surface  S, 
admettant  un  plan  tangent  de  cosinus  directeurs  donnés  X,  V  Z 
tout  le  long  de  la  courbe,  correspondant  à  la  courbe  donnée  sur 
la  surface  S. 

4°  Tout  le  long  de  cette  même  courbe,  la  surface  S  admet  une 
courbure  donnée  —  iu. 

5°  La  fonction  —  iu'  définie  parla  quatrième  formule,  représente 
la  courbure  moyenne  en  un   point  quelconque  de  là  surface  S. 
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PRESIDENCE    DE    M.    BIOCUE. 
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mité des  suffrages  exprimés,  après  quelques  modifications  de  dé- 
tail, les  propositions  qui  ont  été  soumises  aux  différents  membres 
dans  la  circulaire  du  2  juillet  i<)Oo. 
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